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ALLE  BEOHTB,  EINSCHLIESSLICH  DBS  ÜBEBSETZUNGSBECHTS,  YOBBEHALTEN. 


Ans  dem  Vorwort  des  Verfassers  zur  dritten 

englischen  Anflage. 


Dieses  Buch  mag  als  dritte  Auflage  eines  ^^Treatise  on  the 
Mathematical  Theory  of  the  Motion  of  Fluids''  angesehen  werden, 
welches  im  Jahre  1879  veröffentlicht  wurde.*) 

Die  zweite,  stark  umgearbeitete  und  vermehrte  Auflage  erschien 
unter  dem  jetzigen  Titel  im  Jahre  1895.  Bei  der  vorliegenden  Aus- 
gäbe  ist  keine  weitere  Änderung  des  aUgemeinen  Entwurfes  und  der 
Anordnung  vorgenommen,  aber  das  Buch  ist  sorgfaltig  durchgesehen, 
manche  Abschnitte  sind  neu  geschrieben  und  verschiedene  Zusätze 
eingefügt  worden,  die- zusammen  imgefahr  den  fünften  Teil  des  ganzen 
Werkes  ausmachen.  Die  wichtigsten  Erweiterungen  finden  sich  in 
der  zweiten  Hälfte  des  Buches,  die  hauptsächlich  von  den  physika- 
lischen Anwendungen  handelt. 

Einige  Punkte  aus  dem  Vorwort  von  1895  möchte  ich  hervor- 
heben. 

Ich  bin  bei  dem  Gebrauche  des  negativen  Vorzeichens  für  das 

Geschwindigkeitspotential  verblieben,  indem  ich  u»  —  x^,  usw.,  anstatt 

M  «-  ^ ,  USW.,  schreibe.    Die  physikalische  Deutung  der  Funktion  wird 

dadurch  wesentlich  verbessert,  und  die  weitgehende  Analogie  mit  dem 
magnetischen  Potential  wird  gleichzeitig  noch  vollkommener  gemacht. 
Es  mag  daran  erinnert  werden,  daß  die  gewöhnliche  Schreibweise 
einen  rein  mathematischen  Urspnmg  hatte,  nämlich  im  Anschluß  an 
den  Begriff  des  vollständigen  Differentiales.  Von  physikalischem  Stand- 
punkt aus  erscheint  es  durchaus  natürlicher,  den  Bewegungszustand 
eines  dynamischen  Systemes  in  einer  gegebenen  Lage  durch  die  Kräfte 
anzugeben,  welche  ihn  aus  der  Ruhe  heraus  erzeugen,  als  durch  die- 
jenigen, welche  ihn  hemmen  würden.    Aus  diesem  Grunde  dürfte  der 


1)  Autorisierte   deutsche  Ausgabe  von  B.  Reiff,   Freiburg  und   Tübingen 
188i.    (Amn.  des  Übers.) 
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rV  Aus  dem  Vorwort  des  YerfaBsers  zur  dritten  engliBchen  Auflage. 

Yorzeichenwechsel  keiner  weiteren  Rechtfertigong  bedürfen.  Übrigens 
ist  dies,  streng  genommen^  gar  keine  Neuerung^  denn  es  ist  wohl  in 
den  Schriften  von  Canchy  zn  finden.  Wenn  gerade  dieser,  anstatt 
Poisson,  ein  Lehrbuch  der  Mechanik  geschrieben  hätte ,  so  würde 
yermntlich  der  Brauch  anders  geworden  sein. 

Es  wurde  Mühe  darauf  verwendet,  in  den  Anmerkungen  yoII- 
standige  und  genaue  Literaturnachweise  zu  geben;  aber  selbstverständ- 
lich ist  im  Text  den  ursprüglichen  Methoden  nicht  überall  gefolgt. 

Li  der  vorigen  Ausgabe  war  ich  bestrebt,  die  mathematischen 
Resultate  durch  Zahlenbeispiele  sowie  Einfügung  einer  Anzahl  von 
Stromlinienfiguren  und  anderer  Kurven  (in  ziemlich  genauem  Maßstab) 
so  verstandlich  wie  möglich  zu  machen,  im  Sinne  der  Warnung 
Poinsots:  „Gardons  nous  de  croire  qu'une  science  soit  faite,  quand  on 
Ta  reduite  ä  des  formules  analytiques.'^  Dieses  Verfahren  zur  Er- 
läuterung ist  jetzt  fortgeführt  worden. 

Januar  1906.  Konce  lamb. 


Vorwort  znr  dentschen  Ansgabe. 


In  der  jüngsten  Vergangenheit  nnd  Jetztzeit  ist  die  Weiterbildung 
der  Hydrodynamik  hauptsächlich  den  Engländern  zu  verdanken,  und 
wer  sich  über  den  gegenwärtigen  Standpunkt  dieses  Gebietes  unter- 
richten will,  ist  in  erster  Linie  auf  die  englische  Literatur  angewiesen. 
Unter  den  zusammenfassenden  Darstellungen  der  Engländer  nimmt 
zweifellos  das  Lambsche  Lehrbuch  der  Hydrodynamik  die  erste  Stelle 
ein.  Es  scheint  darum  berechtigt,  den  Lihalt  dieses  Buches  dem 
deutschen  Publikum  in  einer  bequemeren  Form  zu  vermitteln. 

Es  gibt  wenige  Werke  auf  dem  gesamten  Gebiete  der  mathe- 
matischen Physik,  die  gleichzeitig  so  viele  Vorteile  in  sich  vereinigen, 
wie  die  Lambsche  Hydrodynamik.  Dieses  Lehrbuch  ist  für  den  An- 
fänger, der  nur  über  die  notwendigen  Grundlagen  der  höheren  Mathe- 
matik verfügt,  gleich  brauchbar,  wie  für  den  Vorgeschritteneren,  der 
sich  mit  selbständigen  Untersuchungen  befassen  wilL  Li  Bezug  auf 
Vollständigkeit  der  Literaturangaben  ist  das  denkbar  möglichste  er- 
reicht worden;  die  wesentlichsten  Arbeiten  der  letzten  Jahre  sind  noch 
berücksichtigt.  Ein  weiterer  Vorzug  ist  auch  der,  daß  der  Zusammen- 
hang mit  praktischen  Fragen  und  Problemen  überall  hervorgehoben  wird. 

Herr  Prof.  Lamb  hatte  die  Liebenswürdigkeit,  das  Manuskript 
einer  Durchsicht  zu  unterziehen,  wobei  §  253  neu  abgefaßt,  sowie 
ein  neuer  Paragraph  (301a)  eingefügt  wurde,  welch  letzterer  das 
Sommerfeldsche  Beugungsproblem  ausführlich  behandelt.  Sonst  lag 
kein  Anlaß  vor,  in  der  deutschen  Ausgabe  irgendwelche  wesentlichen 
Änderungen  oder  Zusätze  anzubringen. 

Bezüglich  der  Terminologie  hielt  ich  mich  nach  Möglichkeit  an 
die  entsprechenden  Abschnitte  der  Enzyklopädie  der  mathematischen 
Wissenschaften.  Der  Eigenart  des  Buches  entsprechend  finden  sich 
viele  Ausdrücke,  die  bisher  in  der  deutschen  Literatur  nicht  vertreten 
sind,  sodaß  ich  gezwungen  war,  gleichwertige  Verdeutschungen  für 
diese  zu  suchen.  Ob  dies  trotz  vieler  Mühe  immer  in  der  richtigen 
Weise  geglückt  ist,  weiß  ich  nicht;  die  Entscheidung  muß  ich  dem 
Urteile  der  Leser  überlassen.    Li  einigen  schwierigeren  Fällen  empfing 


VI  Vorwort  zur  deutschen  Ausgabe. 

ich  wertvolle  Ratschläge  von  den  Herren  Geheimrat  Prof.  Felix  Klein 
und  Dr.  G.  H.  Müller  (Göttingen) ,  wofür  ich  auch  an  dieser  Stelle 
meinen  verbindlichsten  Dank  aussprechen  möchte. 

Verschiedentlich  habe  ich  die  etwas  abweichende  mathematische 
Schreibweise  der  Engländer  beibehalten ,  die  uns  zwar  weniger  ver- 
traut ist,  aber  mancherlei  Vorzüge  besitzt  und  dem  deutschen  Leser 
keine  Schwierigkeiten  verursachen  wird. 

Herrn  Prof.  Lamb  bin  ich  für  seine  ständige  Beihilfe,  die  sich 
auch  auf  das  Korrekturlesen  erstreckte,  zu  großem  Danke  verpflichtet. 
Außerdem  unterstützte  mich  mein  Freund  Dr.  A.  Mey  bei  der  Durch- 
sicht der  Korrekturbogen  in  dankenswerter  Weise. 

Lindenberg  (Kreis  Beeskow),  im  Juli  1907. 

Johannes  Friedet. 
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Erstes  Kapitel. 

Die  Bewegangsgleichnngen. 

§  1.  Die  folgenden  Untersuchungen  geschehen  in  der  Annahme^ 
daß  die  Materie,  mit  der  wir  uns  beschäftigen,  den  Raum  kon- 
tinuierlich und  homogen  erfülle,  d.  h.  wir  nehmen  an,  daß  die 
Eigensehafken  der  kleinsten  Teile,  in  die  wir  sie  uns  geteilt  denken 
können,  dieselben  sind,  wie  die  der  Substanz  im  ganzen. 

Die  Omndeigenschaft  einer  Flüssigkeit  besteht  darin,  daß  sie  in 
einem  Spannungszustand  nicht  im  Gleichgewicht  sein  kann,  wo  die 
gegenseitige  Einwirkung  zweier  benachbarter  Teilchen  schief  zur  ge- 
meinschaftlichen Flache  gerichtet  ist.  Diese  Eigenschaft  ist  die  Grund- 
lage der  ,yHydrostatilcf\  sie  wird  durch  die  völlige  Übereinstimmung 
der  Gesetze  dieser  Wissenschaft  mit  dem  Experiment  bewiesen.  Eine 
sehr  einfache  Überlegung  genügt,  um  zu  überzeugen,  daß  schief  ge- 
richtete Spannungen  in  bewegten  Flüssigkeiten  vorkommen  können. 
Wir  wollen  z.  B.  annehmen,  daß  ein  zylindrisches  Gefäß,  welches 
Wasser  oder  eine  andere  Flüssigkeit  enthält,  um  eine  vertikale  Achse 
rotiert.  Wenn  die  Bewegung  des  Gefäßes  gleichförmig  ist,  so  werden 
wir  finden,  daß  die  Flüssigkeit  mit  dem  Gefäß  wie  ein  fester  Körper 
rotiert.  Wenn  die  Bewegung  des  Gefäßes  jetzt  aufhört,  so  dauert  die 
Bewegung  der  Flüssigkeit  noch  für  einige  Zeit  fort,  aber  sie  nimmt 
allmählich  ab  und  hört  schließlich  ganz  auf;  und  man  findet,  daß 
während  dieses  Vorganges  die  Flüssigkeitsteilchen,  welche  weiter  von 
der  Achse  entfernt  sind,  hinter  denen  zurückbleiben,  welche  näher  sind, 
und  daß  sie  ihre  Bewegung  rascher  als  diese  verloren  haben.  Diese  Er- 
scheinung deutet  auf  die  Existenz  gegenseitiger  Einwirkungen  zwischen 
benachbarten  Teilchen  hin,  welche  teilweise  tangential  zur  gemeinsehaftr 
liehen  Oberfläche  gerichtet  sind.  Denn  wenn  die  gegenseitige  Einwirkung 
überall  vöUig  normal  gerichtet  wäre,  so  ist  klar,  daß  das  Drehmoment 
eines  Flüssigkeitsteiles  um  die  Achse  des  Gefäßes,  der  von  einer 
Umdrehungsfläche  um  die  Achse  begrenzt  ist,  konstant  sein  würde. 
Wir  schließen  überdies,  daß  diese  tangentialen  Spannungen  nicht  auf- 
treten, solange  die  Flüssigkeit  sich  wie  ein  fester  Körper  bewegt, 
sondern  nur  dann,  wenn  ein  Gestaltwechsel  irgend  eines  Teiles  der 
Masse  stattfindet,  und  daß  deren  Bestreben  darauf  gerichtet  ist,  dem 
Oestaltwechsel  entgegenzuwirken. 
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Erstes  Kapitel. 

Die  Bewegangsgleichnngen. 

§  1.  Die  folgenden  Untersuchungen  geschehen  in  der  Annahme^ 
daß  die  Materie,  mit  der  wir  uns  beschäftigen,  den  Raum  kon- 
tinuierlich und  homogen  erfülle,  d.  h.  wir  nehmen  an,  daß  die 
Eigenschaften  der  kleinsten  Teile,  in  die  wir  sie  uns  geteilt  denken 
können,  dieselben  sind,  wie  die  der  Substanz  im  ganzen. 

Die  Omndeigenschaft  einer  Flüssigkeit  besteht  darin,  daß  sie  in 
einem  Spannungszustand  nicht  im  Gleichgewicht  sein  kann,  wo  die 
gegenseitige  Einwirkung  zweier  benachbarter  Teilchen  schief  zur  ge- 
meinschaftlichen Fläche  gerichtet  ist.  Diese  Eigenschaft  ist  die  Grund- 
lage der  ,jHydrostaiik\  sie  wird  durch  die  völlige  Übereinstimmung 
der  Gesetze  dieser  Wissenschaft  mit  dem  Experiment  bewiesen.  Eine 
sehr  einfache  Überlegung  genügt,  um  zu  überzeugen,  daß  schief  ge- 
richtete Spannungen  in  bewegten  Flüssigkeiten  vorkommen  können. 
Wir  wollen  z.  B.  annehmen,  daß  ein  zylindrisches  Gefäß,  welches 
Wasser  oder  eine  andere  Flüssigkeit  enthält,  um  eine  vertikale  Achse 
rotiert.  Wenn  die  Bewegung  des  Gefäßes  gleichförmig  ist,  so  werden 
wir  finden,  daß  die  Flüssigkeit  mit  dem  Gefäß  wie  ein  fester  Körper 
rotiert.  Wenn  die  Bewegung  des  Gefäßes  jetzt  aufhört,  so  dauert  die 
Bewegung  der  Flüssigkeit  noch  für  einige  Zeit  fort,  aber  sie  nimmt 
allmählich  ab  und  hört  schließlich  ganz  auf;  und  man  findet,  daß 
während  dieses  Vorganges  die  Flüssigkeitsteilchen,  welche  weiter  von 
der  Achse  entfernt  sind,  hinter  denen  zurückbleiben,  welche  näher  sind, 
und  daß  sie  ihre  Bewegung  rascher  als  diese  verloren  haben.  Diese  Er- 
scheinung deutet  auf  die  Existenz  gegenseitiger  Einwirkungen  zwischen 
benachbarten  Teilchen  hin,  welche  teilweise  tangential  zur  gemeinsehaftr 
liehen  Oberfläche  gerichtet  sind.  Denn  wenn  die  gegenseitige  Einwirkung 
überall  vöUig  normal  gerichtet  wäre,  so  ist  klar,  daß  das  Drehmoment 
eines  Flüssigkeitsteiles  um  die  Achse  des  Gefäßes,  der  von  einer 
Umdrehungsfläche  um  die  Achse  begrenzt  ist,  konstant  sein  würde. 
Wir  schließen  überdies,  daß  diese  tangentialen  Spannungen  nicht  auf- 
treten, solange  die  Flüssigkeit  sich  wie  ein  fester  Körper  bewegt, 
sondern  nur  dann,  wenn  ein  Gestaltwechsel  irgend  eines  Teiles  der 
Masse  stattfindet,  und  daß  deren  Bestreben  darauf  gerichtet  ist,  dem 
Oestaltwechsel  entgegenzuwirken. 
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§  2.  Es  ist  jedoch  gebmuchlich,  die  tangentialen  Spannungen 
zunächst  g^zlich  zu  vernachlässigen.  Ihre  Wirkung  ist  praktisch  in 
vielen  Fällen  gering,  und  abgesehen  davon  empfiehlt  es  sich,  die  nicht 
unbeträchtlichen  Schwierigkeiten  unserer  Aufgabe  zu  teilen,  indem 
zunächst  die  Wirkungen  der  rein  normalen  Spannungen  betrachtet 
werden;  die  weitere  Untersuchung  der  Gesetze  der  Tangentialspannungen 
ist  demgemäß  bis  zum  elften  Kapitel  verschoben. 

Wenn  die  Spannung,  die  durch  eine 
kleine  Fläche  im  Innern  der  Flüssigkeit 
wirkt,  ^nzlich  normal  gerichtet  ist,  so  ist 
deren  Intensität,  auf  die  Flächeneinheit 
bezogen,  die  gleiche  für  alle  Richtungen 
der  Fläche. 

Der  Beweis  dieses  Gesetzes  wird  schon 
hier  gegeben,  um  später  darauf  Bezug 
nehmen  zu  können.  Durch  P  ziehen  wir 
drei  gerade  Linien  PA,  PB,  PC,  die  senk- 
recht zueinander  stehen,  und  zeichnen  eine  Ebene  in  unendlicher 
Nähe  von  P,  die  diese  Linien  in  Ä,  B  und  C  trifft,  und  deren  Rich- 
tungskosinusse gegen  dieselben  l,  m,  n  sind.     Es  seien 

die  Intensitäten  der  Spannungen^)  auf  die  Flächen 

ABC,  PBC,  PCA,  PAB 

des  Tetraeders  PABC.  Wenn  A  der  Inhalt  der  erstgenannten  Fläche 
ist,  so  sind  die  Großen  der  anderen  Flächen  der  Reihe  nach: 

JA,  mA,  nA. 

Wenn  wir  also  die  Bewegimgsgleichung  des  Tetraeders  parallel 
zu  PA  bilden,  so  haben  wir: 

Pi  •  ZA  -»2?Z  •  A, 

wo  wir  die  Ausdrücke,  welche  die  Veränderung  des  Momentes  aus- 
drücken, sowie  die  Komponenten  der  äußeren  Kräfte  weggelassen 
haben,  weil  diese  der  Masse  des  Tetraeders  proportional  sind  und  des- 
halb von  der  dritten  Ordnung  unendlich  klein  werden,  während  es 
die  zurückbehaltenen  von  der  zweiten  Ordnung  sind.  Wir  haben  nun 
schließlich: 

P--Pi 
und  analog: 

wodurch  der  Satz  bewiesen  ist. 

1)  Positiv  gerechnet,  wenn  Dmck,  negativ,  wenn  Zug  vorhanden  igt.  Die 
meisten  Flüssigkeiten  können  jedoch  unter  gewöhnlichen  Verhältnissen  nur  einen 
außerordentlich  geringen  Zug  aushalten,  so  daß  p  fast  immer  positiv  ist. 
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§  3.  Die  Bewegungsgleichungen  einer  Flüssigkeit  sind  in  zwei 
verschiedenen  Formen  erhalten  worden,  die  den  beiden  Wegen  ent- 
sprechen, auf  welchen  das  Problem  der  Bestimmung  der  Bewegimg 
einer  flüssigen  Masse,  auf  die  gegebene  Kräfte  wirken,  behandelt 
werden  kann.  Wir  können  es  entweder  als  Aufgabe  unserer  Unter- 
suchungen ansehen,  von  der  Geschwindigkeit,  dem  Druck  und  der 
Dichte  in  allen  Punkten  des  Raumes,  der  von  Flüssigkeit  erfüllt  ist, 
Kenntnis  zu  gewinnen;  oder  wir  können  die  Geschichte  jedes  Teil- 
chens zu  bestimmen  suchen.  Die  Gleichungen,  die  durch  diese  beiden 
Methoden  erhalten  werden,  bezeichnet  man  nach  dem  Vorgang  der 
deutschen  Mathematiker  gewöhnlich  als  die  ,,Eulerschen^^  und  „Lagrange- 
schen^^  Formen  der  hydrodynamischen  Gleichungen,  obwohl  beide 
in  Wirklichkeit  von  Euler  herrühren.^) 

Die  Eulerschen  Gleichungen. 

§  4.  Es  seien  'ay  Vj  w  die  Komponenten  der  Geschwindigkeit 
parallel  zu  den  Achsen  im  Punkte  (^,  y,  z)  zur  Zeit  t  Diese  Größen 
sind  dann  Funktionen  der  unabhängigen  Variablen  a;,  y,  Zy  t  Für 
jeden  bestimmten  Wert  von  t  drücken  sie  die  Bewegung  in  diesem 
Augenblick  für  alle  Punkte  des  von  Flüssigkeit  erfüllten  Raumes  aus; 
für  bestimmte  Werte  von  x,  y,  z  hingegen  stellen  sie  dar,  was  an  einer 
bestimmten  Stelle  vorgeht. 

Wir  wollen  meistens  annehmen,  daß  nicht  nur  u,  v,  w  endliche 
und  stetige  Funktionen  von  x,  y,  z  sind,  sondern  daß  auch  ihre  ersten 
Ableitungen  nach  den  Koordinaten 

du       dv       dw 
x'     dx'      ox 

überall  endlich  sind^);  wir  wollen  unter  einer  y,stetigen  Bewegung^* 
eine  solche  verstehen,  die  diesen  Bedingungen  unterworfen  ist.  Etwa 
auftretende  Ausnahmen  erfordern  eine  besondere  Untersuchung. 

Bei  einer  so  definierten  stetigen  Bewegung  ist  die  Relativ- 
geschwindigkeit zweier  benachbarter  Teilchen  P  und  P'-  immer  unend- 


1)  „Principes  gänäiaux  du  mouvement  des  Fluides/^  Hist.  de  VAcad.  de 
Berlin^  1766.  „De  principüs  motus  Fluidorum".  Novi  Comm.  Acad.  Petrop.,  16, 
S.  1,  1769.  Lagrange  gab  drei  Untersnchungen  der  Bewegungsgleichungen ;  die 
erste  gelegentlich  im  Zusammenhange  mit  dem  Prinzip  der  kleinsten  Wirkung 
in  den  „MisceUanea  Taurinensia",  2,  1760,  und  (Eurresl,  Paris  1867—92;  zwei- 
tens in  dem  „Memoire  sur  la  Theorie  du  Mouvement  des  Fluides",  Nouv.  mem. 
de  VAcad.  de  Berlin^  1781,  und  (Euvres  IV;  und  drittens  in  der  „Micanique 
Analytiquef',  In  der  letzten  Arbeit  beginnt  er  mit  der  zweiten  Form  der  Glei- 
chungen (siehe  §  13),  aber  er  geht  dann  sogleich  zu  der  Eulerschen  Form  über. 

2)  Im  Hinblick  auf  spätere  Entwicklungen  unter  dem  Titel  „Wirbel- 
bewegung*^ ist  es  wichtig,  zu  beachten,  daß  die  Ableitungen  nicht  notwendig  als 
stetig  vorauszusetzen  sind. 
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lieh  klein,  so  daß  die  Linie  PP'  immer  dieselbe  Größenordnung  be- 
hält. Wenn  wir  uns  eine  kleine  geschlossene  Fläche  um  P  gelegft 
denken  und  diese  sich  mit  der  Flüssigkeit  bewegen  lassen,  so  wird 
sie  folglich  immer  dieselbe  Substanz  einschließen.  Und  jede  beliebige 
Fläche,  welche  sich  mit  der  Flüssigkeit  bewegt,  trennt  vollständig 
und  dauernd  die  Substanz  auf  ihren  beiden  Seiten. 

§  6.  Die  Werte  u,  v,  w  für  aufeinanderfolgende  Werte  t  geben 
gewissermaßen  eine  Reihe  von  Bildern  der  aufeinanderfolgenden  Be- 
wegungsstadien, wobei  es  jedoch  kein  direktes  Mittel  gibt,  die  Iden- 
tität eines  Teilchens  zu  verfolgen. 

Um  die  Änderung  einer  Funktion 

für  ein  bewegtes  Teilchen  zu  bestimmen,  beachten  wir,  daß  zur  Zeit 
t  +  dt  das  Teilchen,  welches  sich  ursprünglich  in  dem  Punkte  (a;,  y,  g) 
befand,  im  Punkte  {pc  +  u  -  Öt,  y  -\-  v  -  öt,  z  +  w  -  öt)  ist,  sodaß  der 
entsprechende  Wert  von  F  folgendermaßen  lautet: 

F{x  +  uöt,  y  +  vöt,  z  +  wöt,  t  +  öt)=^F+uöt^^^^+vöt^^- 

Wenn  wii-  mit  Stokes  durch  das  Zeichen  ^  eine  Differentiation 

bezeichnen,  die  der  Bewegung  der  Flüssigkeit  folgt,  so  wird  der 
neue  Wert  von  F  durch 


ausgedrückt,  daher: 

B 

i)i  ~  dt    '    "  a.r    '    "  dy    '    *"  dz 


BF      dF  .       dF  ,       dF  ,        dF  ... 


§  6.  Um  die  Bewegungsgleichungen  zu  bilden,  bezeichnen  wir 
mit  p  den  Druck,  mit  q  die  Dichte,  mit  X,  Y,  Z  die  Komponenten  der 
äußeren  Kräfte,  in  bezug  auf  die  Masseneinheit,  im  Punkte  (x,  y,  z) 
zur  Zeit  t  Wir  nehmen  ein  Element,  das  als  Zentrum  den  Punkt 
(.r,  y,  z)  und  die  Kanten  Öx,  dy,  dz  parallel  zu  den  Achsen  des  recht- 
winkligen Koordinatensystems  hat.  Der  Betrag,  um  den  die  J -Kom- 
ponente des  Momentes  dieses  Teilchens  wächst,  ist 

dies   muß    der  a;-Komponente   der  Kräfte   gleich   sein,   die   auf  das 
Element  wirken.     Hiervon  geben  die  äußeren  Kräfte: 

Q  äx  dy  dz  •  X. 

Der  Druck  auf  die  y^er-Ebene,  die  nächst  dem  Koordinaten- 
ursprung liegt,  ist  schließlich: 
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der  auf  die  gegenüberliegende  Ebene: 

Die  Differenz  beider  Ausdrücke  gibt  eine  Resultante 

—  ^  '  dx  dy  dz 

in  Richtung   der   positiven   a;- Achse.     Die  Drucke   auf  die   übrigen 
Flächen  sind  senkrecht  zu  x.     Wir  haben  dann: 

Q  dx  8y  ^^  ^  =^  Q  ^^  Sy  de  X—  ^  Sx  8y  6z, 

Setzen  wir  den  Wert  für  ^^     aus  (1)  ein  und  schreiben  die  analogen 
Gleichungen  darunter,  so  haben  wir: 


du   ,  du   .  du  ,        du  ^       1  dp 

dt  dx   ^  dy           dz  q  dx 

dv    .  dv    .  dv  ,        dv  ^       1  dp 

dt  cx   *  dy           dz  q  cx 

dw    ,  dw   .  dtü  .        dw  r,        1  dp 

et  dx   ^  dy           dz  9  dz 


(2) 


§  7.  Zu  diesen  dynamischen  Gleichungen  müssen  wir  zunächst 
eine  gewisse  kinematische  Beziehung  zwischen  Uy  v,  w,  q  hinzufügen^ 
die  folgendermaßen  erhalten  wird. 

Wenn  V  das  Volumen  eines  bewegten  Flüssigkeitselementes  ist, 
so  haben  wir  wegen  der  Konstanz  der  Massen: 

Dt     '^^ 
oder: 

1      Dy 
Um    den   Wert    von   —  •  ^-     zu    berechnen,    nehmen    wir    an, 

V      Dt  '  ' 

daß    das    fragliche    Element    zur    Zeit  t  den    rechtwinkligen    Raum 

dx  dy  dz  ausfüllt,  dessen  eine  Ecke  P  im  Punkte  (x^  y,  z)  und  dessen 

Kanten  PL,  PM,  PN  parallel  zu  den  Koordinatenachsen   sind;    zur 

Zeit  t  +  dt  wird  das  Element  ein  schiefes  Parallelepiped  bilden;  und 

da  die  relativen  Geschwindigkeitskomponenten  des  Teilchens  L  in  be- 

zug  auf  das  Teilchen  P 

dti  V         cv  ^         dw  ^ 
w—ox,    —   öx,     -^     öx 

cx        ^     cx       ^     cx 

1)  Mit  Hilfe  des  Taylorschen  Satzes  erkennt  man  leicht,  daß  der  Mittel- 
wert deg  Druckes  über  einer  Fläche  des  Elementes  6x  8y  8  z  dem  Druck  im 
Mittelpunkt  dieser  Fläche  gleich  gesetzt  werden  kann. 
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sind^  so  sind  die  Projektionen  der  Kante  VL  nach  der  Zeit  öti 

{^  +  rx^^)^'^>  ax*^*^'   IJ«^«^- 

VemaclilaBsigt  man  die  Glieder  höherer  Ordnung  von  dt,  so  ist 
die  Länge  dieser  Kante  jetzt 

and  analog  für  die  übrigen  Kanten.  Da  die  Winkel  des  Parallele- 
pipedons  unendlich  wenig  von  rechten  Winkebi  verschieden  sind,  so 
ist  das  Volumen  stets  durch  das  Produkt  der  drei  Kanten  gegeben, 
d.  h.  wenn  man  sich  auf  die  erste  Ordnung  beschränkt: 

'+s«'-|i+(r:+li+-':)"i  *'*!"" 

oder: 

V    Dt  '~'öx'^dy'^  dz'  v^/ 

Folgüch  lautet  (1): 

i'. + «•  (r: + ai + ':)  -  "■  (») 

Dies  ist  die  „KontinuiU'Usgleichung'', 

Der  Ausdruck 

du       dv       dir 

ca-'^  dy       dz  ^ 

welcher,  wie  wir  sahen,  den  Betrag  der  Volumenzunahme  der  Flüssig- 
keit im  Punkte  {x,  y,  z)  mißt,  wird  gewöhnlich  als  „räumliche  Di- 
Imitation''  in  diesem  Punkte  bezeichnet. 

§  8.  Ein  anderes,  jetzt  gebräuchlicheres  Verfahren,  um  diese 
Gleichung  zu  erhalten,  ist  die,  anstatt  der  Bewegung  eines  Flüssig- 
keitselementes zu  folgen,  die  Aufmerksamkeit  auf  ein  Itaumelement 
dxdydz  zu  richten,  und  die  Veränderung  zu  berechnen,  die  das 
Fließen  durch  die  Begrenzungsflächen  in  der  eingeschlossenen  Masse 
bewirkt.  Wenn  der  Mittelpunkt  des  Elements  im  Punkte  (x,  y,  e) 
liegt,  so  ist  der  Betrag  der  Substanz,  der  in  der  Zeit  1  durch  die 
yz-Fl&che  unmittelbar  beim  Anfangspunkt  eintritt: 

und  der  Betrag,  welcher  es  an  der  entgegengesetzten  Seite  verläßt,  ist: 

Die  beiden  Flächen  geben  in  der  Zeit  1  einen  Überschuß 

—      ^        OX  Ol   oz. 
ex 
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Berechnen  wir  auf  dieselbe  Weise  die  Wirkung  des  Fließens  durch 
die  anderen  Flachen,  so  haben  wir  für  den  gesamten  Überschuß  der 
Masse  für  den  Raum  dx  dy  de  in  der  Zeit  1  den  Ausdruck 

-  ff#  +  '-!?+ ^^)  '^  'y '- 

Da  der  Betrag  der  Substanz  in  einem  Gebiet  sich  nur  infolge  des 
Fließens  durch  die  Gfrenzfiächen  ändern  kann,  muß  dies  gleich 

f^  ((.  8x  dy  de) 

sein,  woraus  wir  die  Eontinuitätsgleichung  in  der  Form 

erhalten. 

§  9.  Es  bleibt  noch  übrig,  die  physikalischen  Eigenschaften  der 
Flüssigkeit  in  Betracht  zu  ziehen,  insofern  diese  die  Gb*ößen  beein- 
flussen, die  in  unseren  Gleichungen  auftreten. 

In  einer  y,inkompressiblen^^  oder  tropfbar  flüssigen  Flüssigkeit  haben 

wir  -ßj  =  0,  sodaß  die  Eontinuitätsgleichung  die  Form 

|^  +  |£  +  |!^  =  0  (1) 

dx  *   dy       dz  ^  ^ 

annimmt. 

Es  wird  hier  nicht  vorausgesetzt,  daß  die  Flüssigkeit  gleichförmige 
Dichte  besitzt,  obwohl  dies  natürlich  der  bei  weitem  wichtigste  Fall  ist. 

Wenn  wir  die  geringe  Kompressibilität  der  tropfbaren  Flüssig- 
keiten in  Rechnung  ziehen  wollen,  würden  wir  eine  Beziehung  fol- 
gender Form  haben: 

p^yc  ^^^^  (2) 

oder: 

wo  X  als  „VolumenddstieitiW^  bezeichnet  wird. 

Im  Falle  eines  Gases,  dessen  Temperatur  konstant  und  gleich- 
mäßig ist,  haben  wir  die  „isotherm&^  Beziehimg: 

v.-i-  w 

wo  Pq,  Qq  ein  Paar   entsprechender  Werte   für  die   fragliche  Tempe- 
ratur sind. 

In  den  meisten  Fällen  der  Bewegung  eines  Gases  jedoch  ist  die 
Temperatur  nicht  konstant,  sondern  sie  steigt  und  fällt  für  jedes 
Element,  je  nachdem  das  Gas  zusammengedrückt  oder  ausgedehnt 
wird.    Wenn  der  Wechsel  so  rasch  vor  sich  geht,  daß  wir  den  Über- 


(.:)'.  (^) 
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schuß  oder  Verlust  eines  Elementes  an  Wärme ,  der  durch  Leitung 
oder  Strahlimg  hervorgerufen  wird^  vernachlässigen  können;  so  er- 
halten  wir  die  „adiabcUische^^  Beziehung: 

JPo  ' 

wo  Pq  und  Qq  ein  Paar  entsprechender  Werte  für  das  betrachtete 
Element  sind.  Die  Eonstante  y  ist  das  Verhältnis  der  beiden  spezi- 
fischen Wärmen  des  Gases;  für  Luft;  und  einige  andere  Gase  ist  dieser 
Wert  =  1,408. 

§  10.  An  etwaigen  Grenzflächen  der  Flüssigkeit  ist  die  Eonti- 
nuitätsgleichung  durch  besondere  Oberflächenbedingungen  zu  ersetzen. 
An  einem  festen  Eörper  muß  die  Geschwindigkeitskomponente  der 
Flüssigkeit  senkrecht  zur  Oberfläche  =  0  sein,  d.  h.  wenn  l,  w,  n  die 
Richtungskosiuusse  der  Normalen  sind,  ist 

Iti  +  mv  +  nw  =  0.  (1) 

An  einer  Diskontinuitätsfläche  femer,  d.  h.  an  einer  Fläche,  wo 
die  Werte  von  u,  v,  w  sich  plötzlich  ändern,  wenn  wir  von  einer 
Seite  zur  anderen  übergehen,  müssen  wir 

l  (wj  —u^)  +  m  (^i\  -  Vj)  +  n  (wj^  —  w^)  =  0  (2) 

haben,  wo  die  Indices  gebraucht  sind,  um  die  Werte  auf  beiden  Seiten 
zu  unterscheiden.  Die  gleiche  Beziehimg  muß  an  der  gemeinschaft- 
lichen Fläche  einer  Flüssigkeit  und  eines  bewegten  Eörpers  gelten. 
Die  allgemeine  Oberflächenbedingung,  von  welcher  diese  nur 
spezielle  Fälle  sind,  besteht  darin,  daß  wir  für  jeden  Punkt  der 
Grenzfläche 

^f  =  0  (3) 

haben  müssen,  wenn  deren  Gleichung 

F  (x,  //,  ^,0  =  0 
lautet. 

Denn  die  Geschwindigkeit  eines  Teilchens,  das  in  der  Fläche 
liegt,  in  Bezug  auf  diese  muß  gänzlich  tangential  gerichtet  oder  »-  0 
sein,  andernfalls  hätten  wir  ein  Strömen  von  Flüssigkeit  durch  diese 
Fläche.  Hieraus  folgt,  daß  der  jeweilige  Betrag  der  Variation  von  F 
für  einen  Punkt  der  Oberfläche  =  0  sein  muß. 

Ein  vollständiger  Beweis,  der  von  Lord  Eelvin^)  stammt,  ist  der 
folgende.  Um  die  Größe  der  Bewegung  v  der  Oberfläche  F{x,  y,  z,t)^0 
in  senkrechter  Richtung  zu  sich  selbst  zu  finden,  schreiben  wir: 

1)  (W.  Thomson),  „Notes  on  Hydro dynamicB,"  Camh.  afid  Dubh  Math. 
Journ.,  Febr.  1848.  Mathematical  and  Physical  Papcrs,  Cambridge  1882  .  .  ., 
Bd.  I,  S.  83. 
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F(x  +  lvdty  y  +  mi^dt,  ß  +  nvdt,  t  +  dt)^0, 

wo  l^  m,  n  die  Richtongskosinusse  der  Normalen  im  Punkte  {Xj  y,  b) 

sind,  woraus 

.  /jdF  ,        dF  ,       dt\   ,   BF      ^ 


folgt. 

Da  nun 


dF 

1       dx 

dF 

m  =  — -- 

dF 

dt 


wo 


« -  V(©"'+  (ij)*+  m- 


dy 
so  haben  wir: 

1  dF 

R   dt 


V  ^^-^  -.-r  .  (4> 


In  jedem  Punkt  der  Oberfläche  müssen  wir 

V  =»  Zm  +  ^wy  +  wm; 

haben,  was  zur  Gleichung  (3)  führt,  wenn  man  die  obigen  Werte 
für  ly  m,  n  einsetzt. 

Die  partielle  DiflFerentialgleichung  (3)  wird  auch  durch  eine  Fläche 
erfüllt,  die  sich  mit  der  Flüssigkeit  bewegt.     Dies  folgt  sogleich  aus 

der  Bedeutung  des  Operators  ^.     Es  erhebt  sich  die  Frage,  ob  die 

Umkehrung  notwendig  gut,  d.  h.  ob  eine  bewegte  Oberfläche,  deren 
Gleichung  F=0  die  Gleichung  (3)  befriedigt,  stets  aus  denselben 
Teilchen  besteht.  Betrachten  wir  eine  solche  Fläche  und  richten  wir 
unsere  Aufmerksamkeit  auf  ein  Teilchen  P,  das  in  ihr  zu  der  Zeit  t 
liegt.  Die  Gleichung  (3)  drückt  aus,  daß  die  Größe,  um  welche  P  von 
der  Fläche  entfernt  ist,  in  diesem  Augenblick  =>  0  ist;  und  wenn  die 
Bewegung  stetig  ist  (gemäß  der  Definition  von  §  4),  so  ist  leicht 
einzusehen,  daß  die  normale  Geschwindigkeitskomponente  eines  Teil- 
chens, das  sich  in  unendlich  kleiner  Entfernung  g  von  der  bewegten 
Oberfläche  befindet,  in  Bezug  auf  diese  von  der  Größenordnung  J  ist, 
d.  h,  sie  ist  =  6r  •  5,  wo  G  einen  endlichen  Wert  hat.  Daher  kann 
die  Bewegungsgleichung  des  Teilchens  P  in  Bezug  auf  die  Oberfläche 
folgendermaßen  geschrieben  werden: 

Dt 


=  G  .  t 
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schuß  oder  Verlust  eines  Elementes  an  Wärme,  der  durch  Leitung' 
oder  Strahlimg  hervorgerufen  wird,  vernachlässigen  können ,  so  er- 
halten wir  die  „adiabdtische^^  Beziehung: 

k  -  ü'  (») 

wo  Pq  und  Po  ein  Paar  entsprechender  Werte  für  das  betrachtete 
Element  sind.  Die  Konstante  y  ist  das  Verhältnis  der  beiden  spezi- 
fischen Wärmen  des  Gases;  für  Luft;  und  einige  andere  Gase  ist  dieser 
Wert  =  1,408. 

§  10.  An  etwaigen  Grenzflächen  der  Flüssigkeit  ist  die  Eonti- 
nuitätsgleichung  durch  besondere  Oberflächenbedingungen  zu  ersetzen. 
An  einem  festen  Körper  muß  die  Geschwindigkeitskomponente  der 
Flüssigkeit  senkrecht  zur  Oberfläche  =  0  sein,  d.  h.  wenn  Z,  w,  n  die 
Richtungskosinusse  der  Normalen  sind,  ist 

Zu  +  mv  +  nw  =  0.  (1) 

An  einer  Diskontinuitätsfläche  ferner,  d.  h.  an  einer  Fläche,  wo 
die  Werte  von  w,  t?,  iv  sich  plötzlich  ändern,  wenn  wir  von  einer 
Seite  zur  anderen  übergehen,  müssen  wir 

l  (tii  —  tij)  +  m  {t\  —  t'j)  +  n  (t<7i  —  w^  ==  0  (2) 

haben,  wo  die  Indices  gebraucht  sind,  um  die  Werte  auf  beiden  Seiten 
zu  unterscheiden.  Die  gleiche  Beziehung  muß  an  der  gemeinschaft- 
lichen Fläche  einer  Flüssigkeit  und  eines  bewegten  Körpers  gelten. 
Die  allgemeine  Oberflächenbedingung,  von  welcher  diese  nur 
spezielle  Fälle  sind,  besteht  darin,  daß  wir  für  jeden  Punkt  der 
Grenzfläche 

haben  müssen,  wenn  deren  Gleichimg 

¥  ix.,  y,  z,t)  =  0 
lautet. 

Denn  die  Geschwindigkeit  eines  Teilchens,  das  in  der  Fläche 
liegt,  in  Bezug  auf  diese  muß  gänzlich  tangential  gerichtet  oder  =  0 
sein,  andernfalls  hätten  wir  ein  Strömen  von  Flüssigkeit  durch  diese 
Fläche.  Hieraus  folgt,  daß  der  jeweilige  Betrag  der  Variation  von  F 
für  einen  Punkt  der  Oberfläche  =  0  sein  muß. 

Ein  vollständiger  Beweis,  der  von  Lord  Kelvin  M  stammt,  ist  der 
folgende.  Um  die  Größe  der  Bewegung  v  der  Oberfläche  F{x,  y,  js!,t)^0 
in  senkrechter  Richtung  zu  sich  selbst  zu  finden,  schreiben  wir: 

1)  (\V.  Thomson),  „Notes  on  Hydrodynamics,"  Camb.  and  Duhl,  Math, 
Joum.,  Febr.  1848.  Matheinatical  and  Physical  Papers,  Cambridge  1882  .  .  .» 
Bd.  I,  S.  83. 
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F(x  +  Ivöty  y  +  mvöty  z  +  nvSt^  ^  +  (J^)  ==  0, 

wo  Ij  m,  n  die  Richtongskosinusse  der  Normalen  im  Punkte  (x,  y^  z) 

sind,  woraus 

.  /jBF  ,        a-F  ,       dF\    .   dF      ^ 


folgt. 

Da  nun 


dF 

1       dx 

aF 
aF 


wo 


so  haben  wir: 


" = V(iD'+ (ID  ■+  (iiy. 


1  aF 


(4> 


In  jedem  Punkt  der  Oberfläche  müssen  wir 

V  ^lu  +  mv  +  nw 

haben,  was  zur  Gleichung  (3)  führt,  wenn  man  die  obigen  Werte 
für  ly  m,  n  einsetzt. 

Die  partielle  Differentialgleichung  (3)  wird  auch  durch  eine  Fläche 
erfüllt,  die  sich  mit  der  Flüssigkeit  bewegt.     Dies  folgt  sogleich  aus 

der  Bedeutung  des  Operators  ^.     Es  erhebt  sich  die  Frage,  ob  die 

Umkehrung  notwendig  gilt,  d.  h.  ob  eine  bewegte  Oberfläche,  deren 
Gleichung  2^=0  die  Gleichung  (3)  befriedigt,  stets  aus  denselben 
Teilchen  besteht.  Betrachten  wir  eine  solche  Fläche  und  richten  wir 
unsere  Aufmerksamkeit  auf  ein  Teilchen  P,  das  in  ihr  zu  der  Zeit  t 
liegt.  Die  Gleichung  (3)  drückt  aus,  daß  die  Grröße,  um  welche  P  von 
der  Fläche  entfernt  ist,  in  diesem  Augenblick  =  0  ist;  und  wenn  die 
Bewegung  stetig  ist  (gemäß  der  Definition  von  §  4),  so  ist  leicht 
einzusehen,  daß  die  normale  Geschwindigkeitskomponente  eines  Teil- 
chens, das  sich  in  unendlich  kleiner  Entfernung  ^  von  der  bewegten 
Oberfläche  befindet,  in  Bezug  auf  diese  von  der  Größenordnung  J  ist, 
d.  h.  sie  ist  =«  6r  •  5,  wo  G  einen  endlichen  Wert  hat.  Daher  kann 
die  Bewegungsgleichung  des  Teilchens  P  in  Bezug  auf  die  Oberfläche 
folgendermaßen  geschrieben  werden: 


10  !•  Dio  Bewegungsgleichnngen. 

Dies  zeigty  daß  Iog(  in  einem  endlichen  Verhältnisse  wachst,  und  da 
es  im  Anfang  —  oo  ist  (für  (==  0),  bleibt  es  stets  so,  d.  h.  (  bleibt 
0  für  das  Teilchen  P. 

Das  gleiche  Ergebnis  folgt  ans  der  Beschaffenheit  der  Lösung  von 

dF.     dF  .     dF  .      dF     ^  ... 

angesehen  als  partielle  Differentialgleichung  fär  F,  ^)  Das  Hilfssystem 
von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  ist 

dt  =  ^''  =  ^-^  =  ^,  (6) 

wo  X,  y,  z  als  Funktionen  der  unabhängigen  Yariabeln  t  betrachtet 
sind.  Dies  sind  offenbar  die  Gleichungen;  aus  denen  man  die  Wege 
der  Teilchen  finden  kann,  und  ihre  Integrale  können  in  den  Formen 

^  =-  /i  («,  6,  c,  t)  J 

angesetzt  werden,  wo  die  drei  willkürlichen  Konstanten  a,  h^  c  dazu 
dienen,  ein  Teilchen  zu  identifizieren;  sie  können  z.  B.  die  Koordi- 
naten der  Anfangslage  sein.  Die  allgemeine  Lösung  von  (5)  wird 
dann  durch  die  Elimination  von  a,  hy  c  aus  den  Gleichungen  (7)  und 
der  Gleichung 

F=n>ia,  b,  c)  (8) 

gefunden,  wo  ^  eine  willkürliche  Funktion  darstellt.  Dies  beweist, 
daß  ein  Teilchen,  das  einmal  in  der  Fläche  F  =^  0  war,  in  ihr  wäh- 
rend der  ganzen  Bewegung  verbleibt. 

Energiegleichung. 

§  U.     In  den   meisten  Fällen,  die  wir  betrachten  werden,  be- 
sitzen die  äußeren  Kräfte  ein  Potential,  d.  h.  wir  haben 

cSl  \ 


y  =  —  ^P" 

dy 
^  ^  -  'd'z 


(1) 


Die  physikalische  Bedeutung  von  Sl  ist  die,  daß  es  die  potentielle  Energie, 
bezogen  auf  die  Masseneinheit,  im  Punkte  {x,  y,  z)  in  Hinsicht  auf 
Kräfte  darstellt,  die  in  einer  gewissen  Entfernung  wirken.     Es  wird 

1)  Lagranpre,  (Euvres  IV,  S.  706. 
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zunächst  genügen,  den  Fall  zu  betrachten,  wo  das  Feld  der  äußeren 
Kräfte  von  der  Zeit  unabhängig  ist,  d.  h.  wo 

et 

ist.  Wenn  wir  jetzt  die  Gleichungen  (2)  des  §  6  der  Reihe  nach  mit 
%  V,  w  multiplizieren  und  addieren,  so  erhalten  wir  ein  Resultat,  das 
folgendermaßen  geschrieben  werden  kann: 

Wenn  wir  dies  mit  dxdydz  multiplizieren  und  über  irgend  einen 
Bereich  integrieren,  finden  wir: 

V-^fJJ^Qdxdydz]  j 

d.  h.  T  und  V  bezeichnen  die  kinetische  und  die  potentielle  Energie 
der  Flüssigkeit,  welche  gerade  den  betreffenden  Raum  einnimmt,  in 
Bezug  auf  das  Feld  der  äußeren  Kräfte.  Das  dreifache  Integral  auf 
der  rechten  Seite  von  (2)  kann  durch  ein  Verfahren  umgewandelt 
werden,  welches  bei  unserem  Gegenstand  öfters  in  Anwendung  kommt. 
Wir  führen  nämlich  eine  partielle  Integration 

JJJu  If  dx  dy  dz  ^Jj[pu]  dy  dz  -Jjjp  |~  ^^  ^y  dz 

aus,  wo  die  Schreibweise  \j>u]  gebraucht  ist,  um  anzudeuten,  daß  die 
Werte  von  pu  für  die  Punkte  genommen  sind,  wo  die  Grenzfläche 
des  Volumens  von  einer  Parallelen  zur  a:- Achse  getroffen  wird.  Wenn 
2,  m,  n  die  Richtimgskosinusse  der  nach  Innen  gerichteten  Normalen 
eines  Elementes  dS  der  Grenzfläche  sind,  so  haben  wir: 

dy'dz=^±l'dS, 

wo  die  Vorzeichen  für  die  aufeinanderfolgenden  Abschnitte  wechseln. 
Wir  finden  so,  daß 

ff[pu]  dy  dz ffpu  l  dS, 

wo  die  Integration  über  die  ganze  Grenzfläche  zu  erstrecken  ist. 

Transformieren    wir   die   übrigen  Ausdrücke   in   gleicher  Weise, 
80  erhalten  wir: 

§-^{T  +  r)  =ffp Gw  +  mv  +  nw)  dS 

+fffi  IB + H + j") " "'  ''■      (« 
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Im  Falle  einer  inkompressiblen  Flüssigkeit  reduziert  sich  dies 
auf  den  Ausdruck 

^^(T+V)  ^jj  (lu  +  mv  +  nw) p  dS.  (5) 

Da  lu  +  mv  +  nw  die  Geschwindigkeit  eines  Flüssigkeitsteilchens 
in  Richtung  der  Normalen  bezeichnet^  so  gibt  das  letztere  Integral 
die  Arbeit  an^  welche  die  Drucke  päS  leisten,  die  von  außen  auf  die 
verschiedenen  Elemente  dS  der  Grenzfläche  ausgeübt  werden.  Daher 
ist  die  gesamte  Zunahme  der  kinetischen  und  potentiellen  Energie 
eines  Flüssigkeitsteiles  der  Arbeit  gleich,  die  von  dem  Drucke  gegen 
dessen  Grenzflächen  geleistet  wird. 

Falls  die  Flüssigkeit  überall  von  festen  Wänden  begrenzt  ist, 
haben  wir  an  der  Grenzfläche: 

lu  +  mv  +  nw  =«  0 
und  deshalb 

T  +  F  =  konst.  (&} 

Eine  ähnliche  Deutung  kann  der  allgemeineren  Gleichung  (4) 
gegeben  werden,  vorausgesetzt,  daß  p  nur  Funktion  von  q  ist. 
Schreiben  wir: 

£=-P(J),  (7) 

SO  ist  E  ein  Maß  für  die  Arbeit,  die  von  der  Masse  1  der  Flüssigkeit 
gegen  den  äußeren  Druck  geleistet  wird,  wenn  sie  unter  der  an- 
genommenen Beziehung  zwischen  p  und  q  von  ihrem  wirklichen 
Volumen  auf  ein  Einheitsvolumen  gebracht  wird.  Wenn  z.  B.  die 
Masse  der  Einheit  in  einen  Zylinder  mit  gleitendem  Kolben  von  der 
Fläche  Ä  eingeschlossen  ist,  und  wenn  der  Kolben  um  die  Strecke  da? 
nach  außen  verschoben  wird,  so  ist  die  geleistete  Arbeit: 

pÄ  •  dx, 

wobei  der  Faktor  Äöx  die  Zunahme  des  Volumens,  d.  h.  von  p"\ 
angibt.     Im  Falle  der  adiabatischen  Zustandsänderung  finden  wir: 

Wir  können  E  als  die  innere  Energie  der  Flüssigkeit,  bezogen 
auf  die  Masse  1,  bezeichnen.  Erinnern  wir  uns  jetzt  an  die  in  §  7 
gegebene  Deutung  des  Ausdruckes 

ex'*'  cy       dz  ^ 
so  sehen   wir,  daß  das  Volumen -Integral  in  (4)   den   Energieverlust 
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mißt,  den  die  yersciliedenen  Elemente  der  Flüssigkeit  bei  der  Aus- 
dehnung^) erfahren;  dies  ist  daher 

~        Dt  ' 
wo 

W  -JSJE  q  dx  dy  dz,  (9) 

Folglich 

^  (T  +  F+  TT)  =  ffpQu  +  mv  +  nw)  dS,  (10) 

Die  gesamte  Energie,  welche  jetzt  zum  Teil  kinetische,  zum  Teil 
potentielle  in  bezug  auf  ein  konstantes  Kraftfeld,  und  zum  Teil  innere 
ist,  wächst  daher  in  demselben  Verhältnis,  als  auf  die  Grenzfläche 
durch  einen  äußeren  Druck  Arbeit  geleistet  wird. 

Erzeugung  der  Bewegung  durch  Stoß. 

§  12.  Wenn  in  einem  Augenblick  Stoßkräfte  auf  die  Flüssig- 
keitsmasse wirken  oder  wenn  die  Grrenzbedingungen  sich  plötzlich 
ändern,  so  wird  eine  plötzliche  Änderung  in  der  Bewegung  statt- 
finden. Der  letztere  FaU  tritt  z.  B.  ein,  wenn  ein  Körper,  der  in  die 
Flüssigkeit  eingetaucht  ist,  plötzlich  in  Bewegung  gesetzt  wird. 

Es  sei  Q  die  Dichte,  m,  v,  w  seien  die  Geschwindigkeitskompo- 
nenten unmittelbar  vor,  w',  v\  w  unmittelbar  nach  dem  Stoß,  X',  Y',  Z 
die  Komponenten  der  äußeren  Stoßkräfte  auf  die  Masseneinheit, 
S?  der  durch  den  Stoß  erzeugte  Druck  im  Punkte  (a?,  y,  z).  Die 
Änderung  des  Momentes  parallel  zur  :r- Achse  ist  dann  für  das  in 
%  6  definierte  Element: 

Q  •  dx  öy  dz  '  (u  —  u)] 

die  x-Komponente  der  äußeren  Stoßkräfte  ist: 

Q  '  dx  öy  dz  '  X' 

und  der  resultierende  impulsive  Druck  in  der  gleichen  Richtung  ist: 

—  p—  •  da;  dy  dz. 

Da  ein  Stoß  als  eine  unendlich  große  Kraft  betrachtet  wird,  die 
für  eine  unendlich  kurze  Zeit  (r)  wirkt,  so  können  die  Wirkungen 
aller  endlichen  Kräfte  während  dieser  Zeit  vernachlässigt  werden. 


1)  Auf  andere  Weise: 

(du  ,  dv   .  dw\  ^    ,    _ 


{ 
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I.  Die  Bewegongsgleichungen. 


Deshalb  ist: 


dm 


oder 


Q  dx  dy  Se  (u'—  w)  =»  p  äx  öy  öz  X'—  ^  öx  öy  de 


analog 


/  ^,       1  dfü 

ii  —  ti  ==  A   —    -  >> 

Q  dx 

9  dy 


w  —  iv  =  Z  — 


1  da 

Q   dz 


(1) 


Diese  Gleichungen  können  auch  von  Gleichung  (2)  des  §  6  abgeleitet 
werden,  indem  man  die  letztere  mit  6t  multipliziert  und  fiir  die 
Grenzen  0  und  r  integriert,  wobei  man 


X'^fxdt, 

0 

X 

U 

t 

Z'  =fz  dt, 


Vi 


fp  dt 


ü 


setzt  und  dann  r  unendlich  klein  werden  läßt. 

In  einer  tropfbaren  Flüssigkeit  kann  ein  augenblicklicher  Be- 
wegungswechsel durch  die  Wirkung  von  impulsivem  Druck  allein 
hervorgebracht  werden,  selbst  wenn  keine  impulsiven  Kräfte  auf  die 
Masse  der  Flüssigkeit  wirken.     In  diesem  Falle  haben  wir: 

x'=r  =  ^  =  o, 

sodaß 

1  da\ 
Q  dx 

1  dsi 


u  —  M  =  — 


V  —  r  =  — 


IV  —  w 


9  dy 
1  da 


(2) 


Wenn  wir  diese  Gleichungen  nach  x,  bzw.  y,  bzw.  z  diflferenzieren 
und  addieren,  und  wenn  wir  weiter  annehmen,  daß  die  Dichte  gleich- 
formig  ist,  so  finden  wir  aus  der  Gleichung  (1)  des  §  9,  daß 


c  a    .   0  oi    ,   c   w  AI 

dx*  "^  dy*  "^  d~z*  ■"  ^' 
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Die  Aufgabe  besteht  dann  in  einem  gegebenen  Falle  darin^  einen 
Wert  von  Vif  zu  bestimmen,  der  dieser  Gleichung  und  den  besonderen 
Grenzbedingungen  genügt^)*,  der  augenblickliche  Wechsel  der  Be- 
wegung wird  dann  durch  Gleichung  (2)  gegeben. 

Die  Lagrangeschen  Gleichungen. 

§  13.  Es  seien  a^  b,  c  die  Koordinaten  der  Anfangslage  eines 
FlüssigkeitsteilchenSy  x^  y,  s  dessen  Koordinaten  zur  Zeit  t.  Wir  be- 
trachten jetzt  X,  y,  z  als  Funktionen  der  unabhängigen  Variablen 
aj  b,  e,  t'^  deren  Werte  geben  dann  die  ganze  Geschichte  jedes  ein- 
zelnen Flüssigkeitsteilchens.  Die  Geschwindigkeitskomponenten  des 
Teilchens  (a,  b,  c)  zur  Zeit  t  parallel  zu  den  Koordinatenachsen  sind 

dx       dy       dz 

dt'   Jt'    dt' 

und  die  Komponenten  der  Beschleunigung  in  diesen  Richtungen  sind 

d*x       d*y       d^z 
dt**     ~W'     di^' 

Es  sei  p  der  Druck  und  q  die  Dichte  in  der  Nachbarschaft 
dieses  Teilchens  zur  Zeit  t;  X,  Y,  Z  seien  die  Komponenten  der 
äußeren  Kräfte,  die  auf  die  Masseneinheit  wirken.  Betrachten  wir 
die  Bewegung  der  flüssigen  Masse ,  welche  zur  Zeit  t  das  Volumen- 
element  dx  äy  djs  einnimmt,  so  finden  wir  durch  die  gleiche  Über- 
legung wie  in  §6: 

d*x        Y  —   ^  --^^ 

at«  "^     Q  dx' 

d*y  _  Y^  L  ^ 

dt*        ^        9  dy' 

d*_z^       ^__  JL  dp 
dt*  ""  ^        Q  dz' 

Diese  Gleichungen  enthalten  die  Ableitungen  nach  Xy  y,  e,  wäh- 
rend unsere  unabhängigen  Variabein  a,  6,  c,  t  sind.  Um  diese  Diffe- 
rentialquotienten zu  eliminieren,  multiplizieren  wir  die  obigen  Glei- 
chungen mit 

dx       dy       dz 

da'     da'     da' 

und  addieren  sie;  das  zweite  Mal  mit 

dx       dy       dz 
dh'     db'     d'b' 

und  addieren  sie;  und  schließlich  das  dritte  Mal  mit 


1)  Es  wird  sich  im  dritten  Kapitel  zeigen,  daß  der  Wert  von  O  auf  diese 
Weise  bis  auf  eine  additive  Konstante  bestimmt  ist. 
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dx      dy      dz 
de  ^     de  '     de 

und  addieren  sie.     Dann  erhalten  wir  die  drei  Gleichungen: 

(d'x       ^\  dx       (d'y       y\  dy       (d'z        rÄdz         1  dp       ^ 
(d^x       ^\dx       (d^y       xÄ^y  a.  (^*^       y\dz         1  dp       ^ 

\dt' ""  ^;  ac  +  [d~t' "^Jd^^  [dt'"'^)  ä7  +  7ä7  ^  "• 

Dies  ist  die  „Lagrangesdte  Form"  der  hydrodynamischen  Gleichungen. 

§  14.  Um  den  Ausdruck  zu  finden,  den  die  Kontinuitätsgleichung, 
.;auf  die  jetzigen  Variabeln  bezogen,  annimmt,  betrachten  wir  ein 
JPlüssigkeitselement,  welches  ursprünglich  ein  rechtwinkliges  Parallele- 
j)iped  einnimmt,  das  seinen  Mittelpunkt  im  Punkt  (a,  6,  c)  und  seine 
Kanten  da,  db,  de  parallel  zu  den  Achsen  hat.  Zur  Zeit  t  bildet 
dieses  Element  ein  schiefes  Parallelepiped.  Der  Mittelpunkt  hat  jetzt 
die  Koordinaten  x,  y,  b\  und  die  Projektionen  der  Kanten  auf  die 
Achsen  sind  jetzt  bzw.: 

dx  j.         dy  j^         dz  j. 
^    da,    ^oa,     5    oai 
da        'da        'da        ' 

lf<^^'  U'^'  %''-^ 

^-  de,     o    dCy     A -  de. 

de        'de        '      de 

Das  Volumen  des  Parallelepipeds  ist  darum: 

dx       dy       dz 
da^      da'      da 

\dx       dy       dz  ^  j.      .,    V 

\'d_x       dy^       dz_ 
\de  '     de  '     de 

oder,  wie  man  oft  schreibt: 

^^;-^y''}dadbde, 

d  {a,  b,  e) 

Da  die  Masse  des  Elementes  uugeändert  ist,  haben  wir  folglich: 

d{x,y,z)  ,-^ 

^  ä-(a,  67^)  =  ^0,  (1) 

wo  Qq  die  anfängliche  Dichte  im  Punkte  (a,  6,  c)  ist. 

Im  Falle  einer  inkompressiblen  Flüssigkeit  ist  q  =  Qq,  sodaß  (1)  in 


d  {X,  y,  z) 
übergeht. 


C[,a,b,c)  ^  ^ 
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Die  Webersche  Transformation. 

§  IB.  Wenn  die  Kräfte  Xj  Yy  Z,  wie  in  §  11,  ein  Potential  ß  haben, 
so  lassen  sich  die  Gleichungen  des  §  13  folgendermaßen  schreiben: 

d^  dx       d^  dy_   .   d^  dz^ ^__  ^  dp 

W  da^  W  da'^  dt^da"       Ji       7  ^a'  ^®^* 

Wir   integrieren  diese   Oleichungen   zwischen   den   Ghrenzen  0  und  t 
Hierbei  beachten  wir,  daß: 

/d^xdxy        rdxd^xi        Cdx  d*x     ,. 
dt'  dl^^^ldi  da]  "J  diVadi  ^^ 

0  0      0 

dx  d 


f  -  ^0  -  i  A/ßf  )'^^' 


dt  d 

0 


wo  Uq  der  Anfangswert  der  x- Komponente  der  Geschwindigkeit  des 
Teilchens  (a,  6,  c)  ist.     Wenn  wir  darum 


t 


-/[/^+«-M(lf)'+(lf)'+(lT)1]'"  (') 


dz    dz 
dt   da 

dl 
®     da 

dz  dz 
dt   db 

dl 
^0=    db 

dz  dz 
dt  de 

dl 
^0-   ae 

(2) 


0 

schreiben,  so  finden  wir^): 

dx  dx       dy^  dy_   , 
dt  da  "*"  dt  da  "*" 

dx  d^   i    dy  d_y_   . 
dt   db  "^  Tt   db^ 

dx  dx       dy^  dy    , 
dt    de  "^  dt  'de  "^ 

Diese  drei  Gleichungen,  zusammen  mit 

t-/t+«-*((-in+(if)*+(-i^)*l     (») 

und  der  Kontinuitätsgleichung,  sind  die  partiellen  Differentialglei- 
chungen, welchen  die  fünf  unbekannten  Größen  x,  y,  Zy  p,  %  genügen 
müssen;  hierbei  wird  vorausgesetzt,  daß  q  bereits  mit  Hilfe  einer  der 
Gleichungen  des  §  9  eliminiert  ist. 

Die  Anfangsbedingungen,  denen  Genüge  zu  leisten  ist,  lauten 

X  =  a,    y  =  6,    z  ^  c,    %  =  0. 

§  16.  Es  muß  bemerkt  werden,  daß  die  Größen  a,  b,  c  nicht 
notwendig  die  anfänglichen  Koordinaten  eines  Teilchens  zu  bezeichnen 
brauchen;  sie  können  irgend  welche  drei  (Größen  sein,  die  dazu  dienen, 

1)  H.  Weber,  „Über  eine  Transfoimation  der  hydrodynamischen  Gleichungen^^ 
OrelUi  Jaum.^  68,  1868. 

L»iDb,  HjdxodTnftinlk.  ^ 
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ein  Teilchen  zn  kennzeichnen^  und  welche  von  einem  Teilchen  zu 
einem  anderen  stetig  variieren.  Wenn  wir  die  Bedeutung  von  a,  b^  c 
so  veraUgemeinem,  wird  die  Form  der  Gleichungen  des  §  13  nicht 
geändert;  um  die  Gestalt  zu  finden,  welche  die  Eontinuitätsgleichung 
annimmt;  bezeichnen  wir  jetzt  mit  Xq,  y^,  Zq  die  Anfangskoordinaten  der 
Teilchen,  auf  welche  sich  a,  b,  c  beziehen.  Das  anfängliche  Volumen 
des  Parallelepipeds,  dessen  Mittelpunkt  (:ro,yQ,^o)  ist,  imd  dessen  Kanten 
den  Variationen  da,  ab,  de  der  Parameter  a,  b,  c  entsprechen,  ist 

d  {et,  0,  c)  ' 

sodaß  wir 

^  ^(^,  y,  ^)      ^  djpo^jjojjo)  /i\ 

^  d~(a,b,c)  ""^0    d(a,b,c)  ^"^^ 

haben,  oder  fßr  eine  inkompressible  Flüssigkeit: 

d  (a,  b,  c)  d  (a,  b,  c)  ^   ^ 


w  =  — 


Zweites  Kapitel. 

Integration  der  Oleiehungen  in  speziellen  Fällen. 

§  17.  In  einer  wichtigen  und  großen  Klasse  von  Fällen  können 
die  Geschwindigkeitskomponenten  m,  v,  w  durch  eine  einzige  Funktion  9 
folgendermaßen  ausgedrückt  werden: 

ex ' 

dfp 

dz  ' 

Diese  Fimktion  heißt  ,,GeschwindiglceitspotentiaV^  wegen  der  Analogie 
mit  der  Potentialfanktion,  welche  in  der  Theorie  der  Attraktion,  der 
Elektrostatik  usw.  auftritt.  Die  allgemeine  Theorie  des  Geschwindig- 
keitspotentials ist  für  das  nächste  Kapitel  verschoben;  aber  wir  geben 
sogleich  einen  Beweis  des  folgenden  wichtigen  Satzes: 

Wenn  ein  Geschwindigkeitspotential  in  irgend  einem  Augenblick 
für  einen  endlichen  Teil  einer  vollkommenen  Flüssigkeit  unter  der 
Wirkung  von  Kräften,  die  ein  Poteotial  haben,  existiert,  dann  gibt 
es  ein  Geschwindigkeitspotential  für  diesen  Teil  der  Flüssigkeit  zu 
allen  früheren  oder  späteren  Zeitpunkten,  vorausgesetzt,  daß  die 
Dichte  der  Flüssigkeit  entweder  konstant  oder  eine  Funktion  des 
Druckes  allein  ist.*) 


1)  Die  Gründe  für  Einführung  des  Minus -Zeichens  sind  im  Vorwort  dar- 
gelegt. 

2)  Lagrange,  ,,Mämoire  sur  la  Theorie  du  Mouvement  des  Fluides",  Nouv. 
mem.  de  VAcad,  de  Berlin,  1871;  (Euvres  IV,  S.  714.  Der  Satz  ist  in  der 
Mecanique  Analytique  abgedruckt. 

Die  Darstellung  und  der  Beweis  von  Lagraugo  waren  gleich  unvollkommen; 
der  erste  strenge  Beweis  stammt  von  Cauchy,  „^l^moire  sur  la  Theorie  des  Ondes", 
Mim.  de  VAcad.  roy.  des  Sciences,  1,  1827;  (lluvres  CompUtes,  Paris  1882  .  .  ., 
1.  Ser.,  Bd.  I,  S.  38;  das  Datum  der  Abhandlung  ist  1816.  Ein  anderer  Beweis 
ist  von  Stokes  gegeben,  Camh.  Trans.,  8,  1845,  zusammen  mit  einer  hervor- 
ragenden historischen  und  kritischen  Darstellung  dieses  Gebietes  (siehe  auch: 
Math,  and  Fhys.  Papers,  Cambridge  1880  . . .,  Bd.  I,  S.  106,  158,  und  Bd.  II,  §>.^^^. 
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In  den  Gleichungen  des  §  15  soll  der  Zeitpunkt^  in  welchen  ein 
Oeschwindigkeitspotential  9^  existiert^  als  Anfangspunkt  der  Zeit  ge- 
wonnen werden;  wir  haben  dann: 

Uq  da  +  t*o  db  +  tv^  de  =  --  dq)^ 

in  dem  ganzen  betr.  Teile  der  Müssigkeit.  Multiplizieren  wir  die 
Gleichungen  (2)  des  §  15  der  Reihe  nach  mit  da,  db,  de  und  addieren 
sie,  so  wird: 

-^  dx  +  -^-  dy  +    ~  dz  —  (u^da  +  v^ db  +  tv^ de)  =^  —  d%, 

oder  in  der  Eulerschen  Schreibweise: 

udx  -{-  vdy  +  w  dz  =^  —  d  (q)^  +  ;!:)  =  —  dq). 

Da  die  obere  Grenze  von  t  in  Gleichung  (1)  des  §  15  positiv  oder 
negativ  sein  kann,  so  ist  der  Satz  hierdurch  bewiesen. 

Es  muß  besonders  erwähnt  werden,  daß  die  bestandige  Existenz 
eines  Geschwindigkeitspotentials  nicht  von  Teilen  des  Baumes,  sondern 
von  Teilen  der  Flüssigkeit  ausgesagt  wird.  Ein  Teil  der  Flüssigkeit, 
für  den  ein  Geschwindigkeitspotential  existiert,  bewegt  diese  Eigen- 
schaft weiter  uud  trägt  sie  mit  sich,  aber  der  Raum,  der  ursprüng- 
lich eingenommen  war,  wird  im  Laufe  der  Zeit  von  Flüssigkeit  er- 
füllt, welche  nicht  ursprünglich  diese  Eigenschaft  besaß,  und  sie 
darum  nicht  erhalten  kann. 

Die  Klasse  der  Fälle,  in  denen  ein  Geschwindigkeitspotential 
existiert,  schließt  alle  diese  ein,  wo  die  Bewegung  unter  Wirkung  von 
Kräften  der  hier  angenommenen  Art  aus  der  Ruhe  hervorgeht;  denn 
wir  haben  dann  ursprüngUch: 

Uq  da  +  Vq  db  +  tÜQdc  =  0 
oder: 

q)Q  =  konst. 

Die  Einschränkungen;  imter  denen  der  obige  Satz  bewiesen  ist, 
müssen  sorgfältig  beachtet  werden.  Es  wird  nicht  nur  vorausgesetzt^ 
daß  die  äußeren  Kräfte  X,  F,  Z,  bezogen  auf  die  Masseneinheit,  ein 
Potential  haben,  sondern  daß  die  Dichte  q  gleichförmig  oder  nur  Funktion 
von  p  allein  ist  Die  letzte  Bedingung  ist  z.  B.  in  dem  Falle  nicht 
erfüllt,  wenn  Konvektionsströmungen  durch  ungleichmäßige  Erwär- 
mung entstehen;  femer  bei  der  Wellenbewegung  einer  inhomogenen, 
aber  inkompressiblen  Flüssigkeit,  die  ursprünglich  in  horizontalen 
Schichten  gleicher  Dichte  angeordnet  war.  Eine  andere  Ausnahme 
bilden  die  „elektromagnetischen  Rotationen'^  (vgl.  §  29). 

§  18.  Ein  Vergleich  der  Formel  (1)  mit  den  Gleichungen  (2) 
des  §  12  führt  zu  einer  einfachen  physikalischen  Deutung  von  9. 
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Irgend  ein  tatsächlicher  Bewegungszustand  einer  Flüssigkeit,  für 
welchen  ein  einwertiges  Geschwindigkeitspotential  vorhanden  ist,  könnte 
plötzlich  aus  dem  Ruhezustand  heraus  durch  die  Anwendung  eines 
richtig  gewählten  Systems  von  impulsiven  Drucken  erzeugt  werden. 
Dies  erhellt  aus  den  genannten  Gleichungen,  die  überdies  zeigen,  daß 

op  ^^       4-  konst.  ist:  somit  bestimmt 

iü  =  Q(p  -\-  C 

das  verlangte  System.     Auf  die  gleiche  Weise  gibt 

üJ  =  —  Qq)  +  C 

das  System  der  impulsiven  Drucke,  welche  die  Bewegung  vollständig 
hemmen  würden.  Das  Auftreten  einer  willkürlichen  Konstanten  in 
diesen  Gleichungen  zeigt,  was  auch  sonst  einleuchtend  ist,  daß  ein 
gleichförmiger  Druck,  der  durch  die  ganze  Masse  der  Flüssigkeit 
wirkt,  keinen  Einfluß  auf  diese  Bewegung  hervorbringt.^) 

Im  Falle  eines  Gases  kann  9  als  das  Potential  der  äußeren  im- 
pulsiven Kräfte  angesehen  werden,  welche  in  einem  bestimmten  Zeit- 
punkt den  wirklichen  Bewegungszustand  momentan  aus  der  Ruhe 
heraus  erzeugt  hätten. 

Ein  Bewegungszustand,  für  den  ein  Geschwindigkeitspotential 
nicht  vorhanden  ist,  kann  durch  die  Wirkung  von  impulsiven  Drucken 
oder  von  äußeren  impulsiven  Kräften,  die  ein  Potential  haben,  nicht 
erzeugt  oder  aufgehoben  werden. 

§  19.  Die  Existenz  eines  Geschwindigkeitspotentials  zeigt  übri- 
gens gewisse  kinematische  Eigenschaften  der  Bewegung  an. 

Eine  „Betve(jungslini&^  oder  jjStromlini&^^)  wird  definiert  als  eine 
Linie,  die  so  von  Punkt  zu  Punkt  gezogen  ist,  daß  ihre  Richtung 
überall  mit  derjenigen  der  Bewegung  der  Flüssigkeit  zusammenfällt. 
Die  Diflferentialgleichungen  dieses  Systems  von  Linien  sind: 

(Li-         dy         dz 


U  V  w 


(2) 


Wenn  ein  Geschwindigkeitspotential  existiert,  so  zeigen  die  Glei- 
chungen (1),  daß  die  Stromlinien  überall  senkrecht  zu  einem  System 
von    Flächen    sind,    nämlich    den    jjAquijyofentialflädien'^    (p  =  konst. 

Wenn  wir  femer  von  dem  Punkte  {x,  y,  z)  ein  Linienelement  ös  in 
der  Richtung  (Z,  ;w,  n)  ziehen,  so  ist  die  Geschwindigkeitskomponente 
in  dieser  Richtung 

lu  +  mv  +  nw 

1)  Diese  Deutung  stammt  von  Cauchy,  /.  c,  und  von  Poisson,  Mem.  de 
VAcad,  roy.  des  Sciences,  1,  1816. 

2)  Manche  Autoren  ziehen  vor,  den  Gebrauch  des  Wortes  „Stromlinie*'  auf 
den  Fall  der  stationären  Bewegung  (§  21)  zu  beschiilnken. 
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oder 


was 


dtp  dx 

dx  ds 

_  ^ff  dy  _ 
dy  ds 

?^ 

CS 

dtp  dz 

dz   ds  ' 

ist.  Die  Geschwindigkeit  in  irgend  einer  Richtung  ist  darum  gleich 
dem  Gefälle  von  9  in  dieser  Richtung. 

Nehmen  wir  ds  normal  zu  der  Fläche  q)  ^  konst.^  und  ziehen 
wir  eine  Reihe  von  solchen  Flächen,  die  äquidistanten  Werten  von  q> 
entsprechen,  wobei  die  gemeinsame  Differenz  unendlich  klein  ist,  so 
sehen  wir,  daß  die  Geschwindigkeit  in  einem  Punkt  umgekehrt  pro- 
portional zur  Entfernung  zweier  aufeinanderfolgender,  diesem  Punkte 
benachbarter  Flächen  ist. 

Wenn  daher  eine  Äquipotentialfläche  sich  selbst  schneidet,  so  ist 
die  Geschwindigkeit  auf  der  Schnittlinie  =  0.  Die  Schnittlinie  zweier 
verschiedener  Äquipotentialflächen  würde  eine  unendlich  große  Ge- 
schwindigkeit bedeuten. 

§  20.  Unter  den  Bedingungen,  die  in  §  17  aufgestellt  sind, 
sind  die  Bewegungsgleichungen  für  den  Teil  der  Flüssigkeit  integrabel, 
für  welchen  ein  Geschwindigkeitspotential  vorhanden  ist.  Denn  in 
Rücksicht  auf  die  Beziehungen: 

dv  cjr 

dz        dy  ' 

d  w        d  u 

dx        ds  ' 

du dv 

dy  ~~  dx' 

welche  in  (1)  enthalten  sind,  kann  man  die  Gleichungen  des  §  6 
folgendermaßen  schreiben : 

d^<p      ,       du    .       dv    ,  dfc  dSl         1   dp 

dx'dt  ox   ^      ex   ^  ex  ex        Q  dx' 

d^(p  ,  du  ,  (V  ,  die  r5i  1   dp 

dydt  ^  dy  '  cy  '  c^y  ey  q  cy' 

d^w  ,  dti  ,  dr  ,  dw  dSl  1   dp 

dZ'dt  dz  c?z  dz  cz  q  cz 

Diese  haben  das  Integral 

wo  q  die  resultierende  Geschwindigkeit  {xr  +  r^  +  vr")  und  jp(0  eine 
willkürliche  Funktion  von  t  bezeichnet.     Es  empfiehlt  sich  oft,  anzu- 

nehmen,  daß  diese  willkürliche  Funktion  in  dem  Werte  von  ^^  ein- 
'  et 
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geschlossen  ist;  dies  ist  gestattet^  da  nach  Gleichung  (1)  die  Werte 
von  u,  V,  w  hierdurch  nicht  beeinflußt  werden. 

Unsere  Gleichungen  nehmen  eine  besonders  einfache  Form  für 
den  Fall  einer  inkompressiblen  Flüssigkeit  an;  dann  haben  wir  nämlich: 

-^-  =  ^^--a-i2»  +  F(0,  (4) 

zusammen  mit  der  Eontinuitatsgleichung 

welche  der  Gleichung  (1)  des  §  9  entspricht.  In  manchen  Fällen, 
welche  wir  zu  betrachten  haben,  sind  die  Grenzbedingungen  rein 
kinematische;  dann  besteht  das  Verfahren  der  Lösung  darin,  eine 
Funktion  zu  finden,  welche  der  Gleichung  (5)  und  den  vorgeschrie- 
benen Grenzbedingungen  genügt.  Der  Druck  p  wird  dann  durch 
Gleichung  (4)  gegeben  und  ist  bis  auf  eine  additive  Funktion  von  t 
bestimmt.  Er  ist  völlig  bestimmt,  wenn  der  Wert  von  p  an  einem 
Punkte  der  Flüssigkeit  für  alle  Werte  von  t  gegeben  ist. 

Nehmen  wir  z.  B.  an,  daß  wir  einen  oder  mehrere  feste  Körper 
haben,  die  sich  in  einer  vollständig  von  festen  Wänden  eingeschlosse- 
nen Flüssigkeit  bewegen,  und  daß  es  möglich  ist,  einen  willkürlichen 
Druck  auf  eine  Stelle  der  Begrenzung  auszuüben  (z.  B.  vermittels 
eines  Kolbens).  Wie  auch  immer  die  Änderungen  sein  mögen,  denen 
die  Größe  des  auf  den  Kolben  ausgeübten  Druckes  unterworfen  wird, 
die  Bewegung  der  Flüssigkeit  und  der  Körper  wird  völlig  unbeein- 
flußt sein,  indem  der  Druck  an  allen  Punkten  momentan  um  gleiche 
Beträge  wächst  oder  fällt.  Physikalisch  liegt  die  Ursache  dieses 
Paradoxons  darin,  daß  die  Flüssigkeit  als  absolut  inkompressible  be- 
handelt wird.  In  Wirklichkeit  werden  in  tropfbaren  Flüssigkeiten 
Druckänderungen  mit  einer  sehr  großen,  aber  nicht  unendlich  großen 
Geschwindigkeit  fortgepflanzt. 

Stationäre  Bewegung. 

§  31.  Wenn  die  Geschwindigkeit  in  jedem  Punkt  nach  Größe 
und  Richtung  konstant  ist,  d.  h.  wenn  überall 


dt       ^' 
dt      ^' 

dt     ^ 


(1) 


ist,  so  heißt  die  Bewegung  „stcUionär'^, 

Bei   einer  stationären  Bewegung  fallen   die  Stromlinien  mit  den 
Bahnen   der   Teilchen   zusammen.     Denn   wenn  P  und   Q  zwei   auf- 
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einanderfolgende  Punkte  auf  einer  Stromlinie  sind;  so  bewegt  sich 
ein  Teilchen;  das  sich  in  einem  Augenblick  in  P  befindet;  in  der 
Richtimg  der  Tangente  von  P  xmd  wird  deshalb  nach  einer  unend- 
lich kleinen  Zeit  in  Q  sein.  Da  die  Bewegung  stationär  ist,  so 
bleiben  die  Stromlinien  dieselben.  Deshalb  ist  die  Richtung  der  Be^ 
wegung  in  Q  entlang  der  Tangente  derselben  Stromlinie;  d.  h.  das 
Teilchen  beschreibt  dauernd  diese  Linie. 

Bei  der  stationären  Bewegung  lautet  die  Gleichung  (3)  des 
letzten  Paragraphen: 

^__a_^g«  +  konst.  (2) 

Das  Gesetz  der  Druckveranderung  längs  einer  Stromlinie  kann 
jedoch  in  diesem  Fall  gefunden  werden;  ohne  daß  die  Existenz  eines 
Geschwindigkeitspotentiales  vorausgesetzt  wird.  Denn  wemi  ds  ein 
Element  einer  Stromlinie  bezeichnet;  so  ist  die  Beschleunigung  in  der 

Bewegungsrichtung  2  ö^;  ^nd  wir  haben: 

^  C8  ds         Q   ds  ^ 

folglich;  wenn  wir  entlang  der  Stromlinie  integrieren: 


/ 


/ 


'^  =  -£i-\q'  +  C.  (3) 

Dies  ist  der  gleiche  Ausdruck  wie  (2);  aber  er  ist  aUgemeiner, 
da  er  die  Existenz  eines  Geschwindigkeitspotentiales  nicht  voraus- 
setzt. Es  muß  jedoch  besonders  bemerkt  werden;  daß  die  Konstante 
der  Gleichung  (2)  und  das  C  der  Gleichung  (3)  verschiedene  Be- 
deutung haben ;  da  die  erstere  eine  absolute  Konstante  ist;  während 
letzteres  längs  einer  bestimmten  Stromlinie  konstant  ist;  aber  sich 
ändern  kanU;  wenn  wir  von  einer  Stromlinie  zu  einer  anderen  über- 
gehen. 

§  22.  Die  Formel  (ß)  steht  in  engem  Zusammenhang  mit  dem 
Energieprinzip.  Wenn  dieses  unabhängig  vorausgesetzt  wird;  so  kann 
die  Formel  folgendermaßen  abgeleitet  werden.^)  Nehmen  wir  zunächst 
den  besonderen  Fall  einer  tropfbaren  Flüssigkeit  und  betrachten  wir 
eine  unendlich  dünne  RöhrC;  deren  Wände  den  Stromlinien  folgen; 
und  zwar  den  Teil,  der  zwischen  zwei  Querschnitte  A  und  B  ein- 
geschlossen ist;  wobei  die  Beweg\m<a^  in  der  Richtung  von  A  nach  B 
erfolgt.  Für  den  Punkt  A  sei  p  der  Druck,  q  die  Geschwindigkeit, 
Ä  das  Potential  der  äußeren  Kräfte,   6  die  Fläche  des  Querschnittes; 


1)  Dies  ist  tatsächlich   eiue  Rückkehr  zu  den  Methoden  von  Daniel  Ber- 
noulli,  Hydrodynamica,  Argentorati  17.?»8. 
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und  die  entsprechenden  Werte  für  den  Punkt  B  sollen  durch  Accente 
unterschieden  werden.  In  jeder  Zeiteinheit  tritt  die  Masse  gqö  bei 
A  in  die  BöhrC;  während  eine  gleiche  Masse  gqö'  sie  bei  B  verlaßt. 

Daher  ist: 

qö  =»  q  6, 


Femer  ist  pq6  die  Arbeit,  die  von  der  bei  A  eintretenden  Masse 
in  der  Zeiteinheit  geleistet  wird,  während  pc[&  der  Verlust  an  Arbeit 
im  Punkte  B  ist.     Die  erstere  Masse  bringt  die  Energie 

mit  sich;  während  die  letztere  den  Energiebetrag 

mit  sich  nimmt.  Da  die  Bewegung  stationär  ist,  so  gewinnt  der  be- 
trachtete Teil  der  Röhre  weder  Energie,  noch  verliert  er  Energie, 
sodaß 

pqtS  +  Qqö  (iq'  +  £1)  ^p'q'ö'  +  Qq<^{\q^  +  Ä')- 

Division  durch  gqö  ^  gq  ts'  gibt: 

B  +  ^g2  +  ß  =,  ?:  +  ^q't  +  ß; 

oder,  wenn  wir  C  in  dem  gleichen  Sinne  wie  vorher  gebrauchen: 

f Sl-^q^  +  G;  (4) 

dies  ist  aber  die  Gleichung  (3)  für  konstantes  q. 

Um  die  entsprechende  Formel  für  kompressible  Flüssigkeiten 
zu  beweisen,  hat  man  zu  beachten,  daß  die  bei  A  eintretende  Flüssig- 
keit noch  eine  innere  Energie  pro  Masseneinheit  mit  sich  bringt,  die 
zu  der  kinetischen  und  potentiellen  Energie  zu  addieren  ist,  nämlich: 


oder: 


Die  Addition  dieser  Ausdrücke  zu  (4)  gibt  die  Gleichung  (3). 

Die  Bewegung  eines  Gases  ist  in  der  Regel  dem  adiabatischen 
Gesetz  unterworfen 

?  =  M",  (5) 

und  die  Gleichung  (3)  nimmt  dann  die  Form  an: 

,1-1  ^-  =  -  ß  -  %q^  +  C.  (6) 


26  n*  Integration  der  Gleichungen  in  speziellen  Fällen. 

§  23.  Die  Yorstehenden  Gleichungen  zeigen^  daß  bei  stationärer 
Bewegung  und  für  Punkte  entlang  einer  Stromlinie^)  der  Druck 
ceteris  paribus  dort  am  größten  ist,  wo  die  Geschwindigkeit  am 
kleinsten  ist^  und  umgekehrt.  Obwohl  dieser  Satz  den  gewöhnlichen 
VorsteUungen  widerspricht,  wird  er  dennoch  einleuchtend,  wenn  wir 
bedenken,  daß  ein  Teilchen,  welches  aus  einem  Gebiete  höheren 
Druckes  zu  einem  solchen  niederen  Druckes  übergeht,  eine  Beschleu- 
nigung erfahren  muß  und  umgekehrt.^ 

Es  folgt,  daß  in  jedem  Falle,  auf  den  die  Gleichungen  des  letzten 
Paragraphen  angewendet  werden,  eine  Grenze  der  Geschwindigkeit 
existiert,  welche  nicht  überschritten  werden  kann.')  Nehmen  wir 
z.  B.  an,  daß  wir  eine  tropfbare  Flüssigkeit  haben,  die  aus  einem 
Gefäß  ausfließt,  wo  die  Geschwindigkeit  vernachlässigt  werden  kann, 
und  der  Druck  p^  ist,  wobei  äußere  Kräfte  yernachlässigt  werden 
können.     Wir  haben  dann  in  Gleichung  (4): 

Q 

und  folglich: 

Obwohl  man  nun  gefanden  hat,  daß  eine  Flüssigkeit,  aus  der 
alle  Spuren  der  Luft  oder  anderer  absorbierter  Gase  entfernt  sind, 
einen  negativen  Druck  oder  einen  Zug  von  beträchtlicher  Größe*) 
aushalten  kann,  ist  dies  nicht  der  Fall  mit  Flüssigkeiten,  wie  wir  sie 
unter  gewöhnlichen  Bedingungen  finden.    Praktisch  lehrt  Gleichung  (7) 

also,  daß  q  den  Wert  1/  ■  nicht  übersteigen  kann.  Diese  Grenz- 
geschwindigkeit ist  natürlich  diejenige,  mit  welcher  die  Flüssigkeit 
aus  dem  Behälter  in  ein  Vakuum  ausströmen  würde.  Im  Falle  von 
Wasser,  das  unter  atmosphärischem  Druck  steht,  ist  dies  die  Ge- 
schwindigkeit, die  von  der  Höhe  des  Wasserbarometers  herrührt  und 
ungefähr  45  Fuß  pro  Sekunde  beträgt. 

Wenn  wir  in  einem  Falle  der  Flüssigkeitsbewegung,  in  dem  es 
uns  geglückt  ist,  den  analytischen  Ausdruck  zu  gewinnen,  annehmen, 
daß  die  Bewegung  allmählich  beschleunigt  wird,  bis  die  Geschwindig- 
keit an  einigen  Punkten  die  hier  angegebene  Grenze  erreicht,  so  wird 


1)  Diese  Einschränkung  ist  unnötig,  wenn  ein  Geschwindigkeitspotential 
vorhanden  ist. 

2)  Einige  interessante  praktische  Erläuterungen  dieses  Prinzipes  sind  von 
Fronde  gegeben,  Nature,  13,  1876. 

3)  Vgl.  Helmholtz,  „Über  diskontinuierliche  Flüssigkeitsbewegungen", 
Berl  MonaUher,,  1868;  Fhil  Mag,,  Nov.  1868;  Gesammelte  Ahh.,  Leipzig  1882— 83, 
Bd.  I,  S.  146. 

4)  0.  Reynolds,  Manch.  Mein,,  6,  1877:  Scientific  Papers,  Cambridge  1900, 
Bd.  I,  S.  231.  ' 
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dort  eine  Höhlung  entstehen,  und  die  Voraussetzungen  der  Aufgabe 
sind  mehr  oder  weniger  verändert. 

Es  wird  im  nächsten  Kapitel  (§  44)  gezeigt  werden ,  daß  bei 
wirbelfreier  Bewegung  einer  Flüssigkeit,  gleichviel  ob  stationär  oder 
nicht;  die  Stelle  des  kleinsten  Druckes  immer  in  demselben  Punkte 
der  Grenzfläche  liegt,  vorausgesetzt,  daß  die  äußeren  E^räfte  ein  Po- 
tential Sl  haben,  daß  der  Gleichung 

d^si     d*_a    a«Ä  _  ^ 

geuügt.     Dies  schließt  natürlich  den  Fall  der  Schwerkraft  ein. 

Im  allgemeinen  Fall  einer  Flüssigkeit,  wo  p  als  Funktion  von  q 
gegeben  ist,  setzen  wir  in  Gleichung  (3): 

und  haben: 


-^/^- 


y  —  1  Po 


q'  =  2Jf.  (8) 

Für  ein  Gas,  das  dem  adiabatischen  Gesetz  unterworfen  ist,  gibt  dies: 

_  -^l^W-«'),  (10) 

wenn  c  =  1/—  =  1/ 3^  die  Schallgeschwindigkeit  im   Gas   bei  dem 

Druck  p  und  der  Dichte  q  bezeichnet,  und  Cq  die  entsprechende  Ge- 
schwindigkeit für  ein  Gas  unter  den  Bedingungen,  welche  im  Be- 
hälter herrschen  (vgl.  Kap.  X).   Daher  ist  die  Grenzgeschwindigkeit 

oder  2,214 Cq,  wenn  y  =  1,408  ist. 


§  24.  Wir  schließen  dieses  Kapitel  mit  einigen  einfachen  An- 
wendungen der  Gleichungen. 

Ausfluß  von  tropfbaren  Flüssigkeiten. 

Wir  behandeln  zunächst  den  Ausfluß  einer  tropfbaren  Flüssig- 
keit aus  einer  kleinen  Öffiiung,  die  sich  in  der  Wand  eines  Gefäßes 
befindet,  welches  bis  zu  einer  konstanten  Höhe  gefüllt  ist,  sodaß  die 
Bewegung  als  stationär  betrachtet  werden  kann. 

Den  Koordinatenanfang  legen  wir  in  die  obere  Fläche,  die  je?- Achse 
sei  vertikal  nach  imten  gerichtet,  sodaß 

Sl  =-  —  ga. 
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Nehmen  wir  an^  daß  die  obere  Fläche  groß  im  Vergleich  zur 
Öffnung  ist^  so  kann  die  Geschwindigkeit  in  ihr  yemachlässigt  werden. 
Bestimmen  wir  den  Wert  von  C  in  §  22  (4)  so,  daß  p  =»  P  {^  dem 
atmosphärischem  Druck)  f ür  ;?  =  0  wird,  so  haben  wir*): 

^  =  f+i7^-i3'.  (1) 

An  der  Oberfläche  des  austretenden  Strahles  haben  wir: 

und  deshalb: 

q'  =  2gz,  (2) 

d.  h.  die  Geschwindigkeit  ist  so  groß  wie  die^  welche  durch  den  Fall 
von  der  oberen  Fläche  hervorgebracht  wird.  Das  ist  das  Toricellische 
Theorem.  *) 

Wir  können  jedoch  dieses  Resultat  nicht  sogleich  anwenden^  um 
die  Menge  der  ausfließenden  Flüssigkeit  zu  bereclmen^  und  zwar  aus 
zwei  Gründen.  Erstens  muß  man  sich  den  austretenden  Strahl  aus 
einer  großen  Zahl  von  Elementarstrahlen  bestehend  denken ^  welche 
von  allen  Seiten  gegen  die  Öffiiung  konvergieren.  Die  Bewegung  ist 
darum  an  der  Ausflußfläche  nicht  überall  senkrecht  zu  dieser,  sondern 
sie  ist  mehr  und  mehr  schief  gerichtet,  je  weiter  wir  vom  Mittel- 
punkt nach  der  Seite  zu  gehen.  Femer  muß  die  konvergierende  Be- 
wegung der  Elementarstrahlen  bewirken,  daß  der  Druck  an  der  OflF- 
nung  im  Innern  des  Strahles  etwas  größer  ist  als  an  der  Oberfläche, 
wo  er  dem  atmosphärischen  Druck  gleich  ist.  Die  Geschwindigkeit 
im  Innern  des  Strahles  wird  deshalb  etwas  kleiner  sein,  als  es  Glei- 
chung (2)  ergibt. 

Der  Versuch  zeigt  jedoch,  daß  die  erwähnte  konvergierende  Be- 
wegung in  kurzer  Entfernung  von  der  Öffnung  aufhört,  und  daß  (im 
Falle  einer  kreisförmigen  Öffnung)  der  Strahl  dann  nahezu  zylindrische 
Form  annimmt.  Das  Verhältnis  des  Querschnittes  S'  des  Strahles  in 
diesem  Punkt  („i-cna  contracta"  genannt)  zu  dem  Querschnitt  S  der 
Öffnung  wird  als  „KontraJctionskoeffieient^'  bezeichnet.  Für  den  Fall, 
daß  die  Öffnung  einfach  ein  Loch  in  einer  dünnen  Wand  ist,  hat 
man  diesen  Koeffizienten  experimentell  zu  ungefähr  0,62  bestimmt. 

Die  Bahnen  der  Teilchen  in  der  Vena  contracta  sind  nahezu  ge- 
radlinig, daher  ist  nur  eine  kleine  oder  gar  keine  Andenmg  des 
Druckes  vorhanden,  wenn  wir  von  der  Achse  zu  der  Oberfläche  des 
Strahles  gehen.  Wir  können  deshalb  die  Geschwindigkeit  in  dem  Quer- 
schnitt als  gleichförmig  ansehen,  und  ihr  den  durch  Gleichung  (2) 
gegebenen  Wert  zuschreiben,  wo  z  jetzt  die  Tiefe  der  Vena  contracta 


1)  Dieses  Ergebuis  stammt  von  D.  Bemoulli,  1.  c,  S.  24. 

2)  „De  motu  gravi  um  naturaliter  accelerato",  Firenze  1(U3. 
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unter  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit  im  öefaß  bezeichnet.  Die  Aus- 
flußmenge ist  deshalb 

V2gz .  qS\  (3) 

Die  Berechnung  der  Gestalt  des  austretenden  Strahles  bietet  große 
Schwierigkeiten,  welche  nur  in  wenigen  besonderen  Fällen  der  zwei- 
dimersionalen  Bewegung  überwunden  sind  (yg].  Kap.  lY).  Es  kann 
jedoch  gezeigt  werden,  daß  der  EontraktioDskoefflzient  im  allgemeinen 
zwischen  ^  und  1  liegen  muß.  Um  den  Beweis  in  seiner  einfachsten 
Form  zu  bringen,  wollen  wir  zunächst  den  Fall  annehmen,  daß  eise 
Flüssigkeit  aus  einem  Gefäß  fließt,  wo  der  Druck  in  einer  gewissen 
Entfernung  von  der  Öffhuug  den  äußeren  Druck  um  den  Wert  P 
überstei^^,  vorausgesetzt,  daß  die  Schwerkraft  vernachlässigt  wird. 
Wenn  die  öfibiung  durch  eine  Platte  verschlossen  ist,  so  ist  der  resul- 
tierende Druck  der  Flüssigkeit  auf  das  umgebende  Gefäß  natürlich  =  0. 
Wir  nehmen  nun  bei  Entfernung  der  Platte  für  einen  Augenbb'ck  an, 
daß  der  Druck  auf  die  Wände  gleich  P  bleibt;  dann  wird  ein  unaus- 
geglichener Druck  PS  auf  das  Gefäß  wirken,  der  die  ent;jegengesetzte 
Richtung  von  der  des  Strahles  hat  und  ihn  zurückzuziehen  bestrebt 
ist.  Die  gleiche  und  entg^engesetzte  Wirkung  auf  die  Flüssigkeit 
übt  in  der  Zeiteinheit  die  Geschwindigkeit  q  der  Masse  QqS  aus,  die 
durch  die  Vena  contracta  fließt;  folglich  ist 

PS  «  Qq^S".  (4) 

Das  Energieprinzip  ergibt  wie  in  §  22 

P-iQi'.  (5) 

sodaß  wir  durch  Vergleich 

5-  =  IS 

erhalten.  Die  Formel  (1)  lehrt,  daß  der  Druck  gegen  die  Wände, 
besonders  in  der  Nähe  der  Öffiiung,  in  Wirklichkeit  etwas  unter  den 
statischen  Druck  P  sinkt,  sodaß  die  linke  Seite  der  Gleichung  (4) 
eine  untere  Grenze  ist.  Das  Verhältnis  S' :  S  ist  daher  im  allge- 
meinen >  \, 

In  einem  besonderen  Falle,  nämlich  wenn  ein  kurzes  zylindrisches 
Rohr  nach  innen  zu  an  der  Öfi&iung  angebracht  ist,  ist  die  obige  An- 
nahme genau  erfüllt,  und  der  Wert  ^  für  den  Koeffizienten  stimmt 
dann  gut  mit  dem  Versuch  überein. 

Diese  Erwägung  läßt  sich  leicht  so  umändern,  daß  die  Schwere 
(oder  andere  konservative  Kräfte)  in  Rechnung  gezogen  wird.  Wir 
haben  nur  für  P  den  Überschuß  des  statischen  Druckes  an  der 
Mündungsebene   über   den   äußeren   Druck   zu    setzen.     Die   Niveau- 
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differenz    zwischen    Öffnung   und   Vena    contracta    ist   hier    vernach- 
lässigt. ^) 

Ausströmen  von  Gasen. 

§  26.  Wir  betrachten  zunächst  das  Ausströmen  eines  Gases, 
Yon  dem  wir  annehmen;  daß  es  durch  eine  kleine  Öffnung  aus  einem 
Gefäß;  wo  der  Druck  p^  und  die  Dichte  Qq  ist;  in  einen  Raum  strömt, 
wo  der  Druck  p^  ist.  Wir  nehmen  an,  daß  die  Bewegung  stationär 
geworden  ist  und  die  Ausdehnung  gemäß  dem  adiabatischen  Gesetz  vor 
sich  geht. 

Wenn  das  Verhältnis  Pq  :  p^  der  inneren  und  äußeren  Drucke 
eine  gewisse  Grenze  nicht  übersteigt;  die  sogleich  angegeben  werden 
wird;  so  wird  das  Strömen  ganz  in  der  gleichen  Weise  vor  sich 
gehen  wie  im  Falle  einer  tropfbaren  Flüssigkeit;  und  die  ausströmende 
Menge  kann  gefunden  werden;  wenn  man  in  §  23  (9)  p  ^  Pi  setzt  und 
den  resultierenden  Wert  von  q  mit  der  Fläche  S  der  Vena  contracta 
multipliziert.     Dies  gibt  für  die  ausfließende  Menge  den  Betrag') 

Es  ist  jedoch  klar;  daß  eine  Grenze  der  Anwendbarkeit  dieses 
Resultates  vorliegt;  denn  sonst  würden  wir  zu  dem  widersinnigen 
Schlüsse  geführt  werden;  daß  für  p^  =  0,  nämlich  für  den  Ausfluß 
in  ein  Vakuum,  die  Menge  0  fließen  würde.  Die  Aufklärung  dieses 
Punktes  verdankt  man  Prof.  Osborne  Reynolds.^)  Mit  Hilfe  der 
Gleichung  (8)  des  §  23  wird  leicht  gefunden;  daß  qg  ein  Maximimi, 
d.  h.    der    Querschnitt    eines    Stromfadens    ein    Minimum    ist,    wenn 

g*  =  ^ ;  das  bedeutet,  daß  die  Strömungsgeschwindigkeit  gleich  der 

Schallgeschwindigkeit  in  einem  Gas  von  dem  Druck  und  der  Dichte 
ist,  welche  dort  herrschen.  Auf  Grund  der  adiabatischen  Annahme 
gibt  dies,  zufolge  §  23  (Gleichung  10): 


;  -  u  .)*.  « 


1)  Die  obige  Theorie  stammt  von  Borda  (Mem.  de  VAcad,  des  Sciences, 
1766),  der  auch  Versuche  mit  besonderen  Formen  von  Mundstücken  gemacht 
und  S :  S*  >=  1,942  gefunden  hat.  Sie  wurde  von  Hanion  (JVoc.  lA>nd.  Math. 
Süc,,  3,  S.  4,  1869)  wiederentdeckt;  die  Frage  ist  weiter  durch  einen  Zusatz  ge- 
fördert worden,  den  Maxwell  dieser  Arbeit  angefügt  hat.  Vgl.  auch  Fronde  und 
J.  Thomson,  Proc.  Glasgow  Phil,  Soc.,  10,  1876. 

2)  Ein  entsprechendes  Ergebnis  stammt  von  Saint  Venant  und  Wantzel, 
Journ,  de  VEcole  Polyt,  16,  S.  92,  1839. 

3)  „On  the  Flow  of  Gases",  Proc.  Manch.  LH,  and  Phil,  Soc,  17.  Nov.  1885; 
Phil,  Mag.,  März  1886.  Eine  ähnliche  Darlegung  gab  Hugoniot,  Comptrs  Pendus, 
28.  Juni,  26.  Juli,  13.  Dez.  1886.  Ich  habe  mich  oben  bemüht,  die  Beweis- 
führung dieser  Autoren  zu  vereinigen. 
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und,  da  c*  ~  9^'^y 


1 


Qo'^k+V        '    Po        \Y  +  V       '  ^^^ 

oder,  wenn  y  =  1,408  gesetzt  wird, 

()  =  0,634()o,     i?-0,527i)o. 

Ist  Pi  kleiner  als  dieser  Wert,  so  erweitert  sich  der  Strom  wieder, 
nachdem  er  an  dem  fraglichen  Punkt  Yorüber  ist,  bis  er  sich  in 
einiger  Entfernung  in  die  Wirbel  auflöst,  die  von  der  Reibung  her- 
rühren. Die  kleinsten  Querschnitte  der  Elementarströme  liegen  nahe 
bei  der  OflFnung,  imd  deren  Summe  S  kann  als  die  virtuelle  Fläche 
der  letzteren  bezeichnet  werden.  Die  Ausflußgeschwindigkeit,  die  sich 
aus  (2)  ergibt,  ist: 

q  =  0,911  Co- 

Die  Ausflußmenge  ist  dann  ^  QqS^  wo  q  und  q  die  eben  er- 
haltenen Werte  haben,  und  sie  ist  darum  nahezu  unabhängig  Yom 
äußeren  Druck  p^,  solange  dieser  unter  0,527  p^  liegt.  Die  physi- 
kalische Bedeutung  hiervon  ist  nach  den  Auseinandersetzungen  Rey- 
nolds' folgende:  Solange  die  Geschwindigkeit  in  einem  Punkte  die 
Schallgeschwindigkeit  unter  den  dort  herrschenden  Bedingungen  über- 
schreitet, kann  keine  Druckschwankung  sich  von  diesem  Punkte  aus 
nach  rückwärts  fortpflanzen,  die  die  Bewegung  stromaufwärts  beein- 
flussen könnte. 

Diese  Schlüsse  scheinen  in  guter  Übereinstimmung  mit  dem 
Experimente  zu  sein. 

Unter  ähnlichen  Umständen  wie  die  Drucke  sind  die  Ausfluß- 
geschwindigkeiten verschiedener  Gase  (soweit  man  für  y  denselben 
Wert  bei  jedem  annehmen  kann)  proportional  den  entsprechenden 
Schallgeschwindigkeiten.  Daher  ist  die  Ausflußgeschwindigkeit  (wie 
im  X.  Kapitel  gezeigt  werden  wird)  umgekehrt  und  die  Ausflußmenge 
direkt  proportional  der  Quadratwurzel  aus  der  Dichte.^) 

Rotation  einer  Flüssigkeit. 

§  26.  Wir  wollen  den  Fall  einer  Flüssigkeit  betrachten,  die 
unter  dem  Einfluß  der  Schwere  allein  mit  konstanter  und  gleich- 
förmiger Winkelgeschwindigkeit  o  um  die  £: -Achse  rotiert,  die  vertikal 
nach  oben  gezogen  ist. 

Nach  Voraussetzung  ist: 

II  =  —  coli,  ^  =  "^'i  ^^  =  0, 

x=r=o,  z  =  -o. 

1)  Vgl.  Graham,  Fhil.  Trans,  1846. 
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Die  Eontinoitatsgleichung  wird  identisch  erfOllt^  und  die  Bewegungs- 
gleichnngen  lauten  offenbar: 


Q  dx 

A  l  dp 

Q  dz       ^  ' 


(1) 


Diese  haben  das  gemeinsame  Integral: 

|-  =  ^oj^  (a;»  +  y»)  -  ^i^  +  konst.  (2) 

Die  freie  Oberfläche  p  =  konst.  ist  deshalb  ein  ümdrehungs- 
Paraboloid  um  die  ;? -Achse ,  das  nach  oben  konkav  ist,  und  dessen 
Parameter 

ist. 

^*  dv     du     ^ 

dx      dy  ' 

so  gibt  es  kein  GeschwindigkeitspotentiaL  Eine  derartige  Bewegung 
konnte  deshalb  in  einer  vollkommenen  Flüssigkeit  nicht  erzeugt  werden, 
d.  h.  in  einer  Flüssigkeit^  in  der  tangentiale  Spannungen  nicht  be- 
stehen können. 

« 
§  27.  Anstatt  die  Winkelgeschwindigkeit  o  gleichförmig  anzu- 
nehmen ^  wollen  wir  sie  eine  Funktion  der  Entfernung  r  von  der 
Achse  sein  lassen,  und  wollen  untersuchen,  welche  Form  diese  Funk- 
tion haben  muß,  damit  für  die  Bewegung  ein  Oeschwindigkeits- 
potential  vorhanden  ist.     Wir  finden: 

dv       du       ^       ,      d(o 
€x       dy  '       dr  ^ 

und  damit  dies  verschwindet,  muß 

d.  h.  konstant  sein.     Die  Geschwindigkeit  in  einem  Punkte  ist  dann 

r  ' 
sodaß  die  Gleichung  (2)  des  §  21 

I  =  konst.  -  i  'j;  (1) 

lautet,  falls  keine  äußeren  Kräfte  wirken.  Um  den  Wert  von  q>  zu 
finden,  haben  wir  unter  Anwendung  von  Polarkoordinaten: 

d^__(\       ^  ^  ^  ^ 
dr  ""     '       rde  r  ' 


Rotation  einer  Flüssigkeit. 
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folglich: 


9  =  —  ftö  +  konst.  «  —  fi  tang"^  ~  +  konst. 


(2) 


Wir  haben  hier  ein  Beispiel  einer  y,zy]clischen''  oder  „mehrwertigen^^ 
Funktion.  Eine  Funktion  heißt  „einwertig^'  innerhalb  eines  Raumes, 
wenn  wir  jedem  Punkte  dieses  Raumes  einen  bestimmten  Wert  der 
Funktion  derart  zuordnen  können,  daß  diese  Werte  eine  stetige  Auf- 
einanderfolge bilden.  Dies  ist  nicht  möglich  bei  der  Funktion  in 
Gleichung  (2);  denn  wenn  der  Wert  Ton  tp  sich  auch  stetig  ändert, 
so  ändert  er  sich  um  —  2»/*,  wenn  der  Punkt,  auf  den  sie  sich  be- 
zieht, einen  Yollständigen  Umlauf  um  den  Eoordinatenanfangspunkt 
beschreibt.  Die  allgemeine  Theorie  der  zyklischen  Geschwindigkeits- 
potentiale wird  im  nächsten  Kapitel  gegeben  werden. 

Wenn  die  Schwerkraft  in  Wirkung  tritt,  und  wenn  die  ;? -Achse 
senkrecht  nach  oben  gezogen  ist,  müssen  wir  zu  Gleichung  (1)  den 
Ausdruck  —  gz  addieren.  Die  freie  Oberfläche  wird  deshalb  durch  die 
Umdrehung  der  Hyperbel 

x^g  =  konst. 
um  die  j? -Achse  erzeugt. 

Bei  zweckmäßiger  Verknüpfung  der  beiden  vorstehenden  Lösungen 
erhalten  wir  den  Fall  von  Rankines  „kombiniertem  Wirbd^^.  Da  die 
Bewegung    überall   auf   koachsialen   Kreisen   stattfindet,   wollen  \wir 

annehmen,  daß  die  Geschwindigkeit  or  von  r  =  0  bis  r  ^  a  und  ^^ 

für  r  >  a  ist.  Die  entsprechen- 
den Formen  der  freien  Ober- 
fläche werden  dann  durch 


und 


a^)  +  C 


'-S(«*-"t)  +  C 


gegeben,  die  für  r  ^  a  in- 
einander übergehen.  Die  Tiefe 
der    mittleren    Senkung    unter    die    allgemeine    Oberfläche    ist    des- 

halb  '^. 


§  28.  Zum  Unterschied  soll  jetzt  der  Fall  äußerer  Ej-äfke,  die 
kein  Potential  haben,  betrachtet  werden;  wir  nehmen  an,  daß  eine 
Flüssigkeit  einen  geraden  Kreiszylinder  erfallt  und  sich  aus  der 
Ruhelage  unter  dem  Einfluß  der  Kräfte 

X^Äx  +  By, 

Y^Bx  +  Cy, 

Z  =  0 

Lftmb,  Hydrodynamik.  8 
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bewegt;  wobei  die  jer- Achse  mit  der  des  Zylinders  zusammenfallt. 
Wenn  wir  annehmen^  daß 

t?    «     (OXy 

W7  «=  0, 

wo  (D  eine  Fanktion  von  t  allein  ist^  so  genügen  diese  Werte  der 
Eontinuitatsgleicbung  und  den  Orenzbedingungen.  Die  Bewegungs- 
gleichungen sind  offenbar: 


(1) 


Differenzieren  wir  die  erste  nach  y,  die  zweite  nach  x,  und   subtra- 
hieren letztere,  so  fällt  p  heraus,  und  wir  finden 

^-i(B'-£).  (2) 

Die  Flüssigkeit  rotiert  daher  als  ein  Ganzes  um  die  ;er-Achse  mit 
gleichförmig  beschleunigter  Winkelgeschwindigkeit,  ausgenommen  in 
dem  speziellen  Falle,  wo  B^  S.     Um  p  zu  finden,  setzen  wir  den 

Wert  von  ^  in  (1)  ein  und  integrieren;  dann  ist 
wo 


^    -  icD*  (x»  +  y*)  +  \{Ax^  +  2ßxy  +  Cy')  +  konst, 

2ß  =  B  +  B, 


§  29.  Als  letztes  Beispiel  wollen  wir  eines  betrachten,  das  der 
Theorie  der  „deJctromngndischen  Botationen^^  seinen  Ursprung  verdankt. 

Wenn  man  in  einem  gleichförmigen  magnetischen  Feld  einen 
elektrischen  Strom  von  einem  Draht  als  Achse  in  radialer  Richtung 
durch  eine  leitende  Flüssigkeit  nach  einem  metallischen  Zylinder  ala 
Wand  gehen  läßt,  so  sind  die  äußeren  Kräfte  von  folgender  Form^): 


1)  Wenn  C  die   gesamte   von   der  Längeneinheit   der  Achse  nach   außen 
strömende  Elektriziifttsmenge,  und  y  die  Komponente   der  magnetischen   Kraft 

parallel  zur  Achse  bezeichnet,  so  haben  wir  ti  =  '-  Über    die    Geschichte 

solcher  Versuche  siehe:  Winkelmann,  Handbuch  der  Physik,  Bd.  III  (2),  S.  816. 
Der   obige  Fall  ist  besonders  einfach,   da   die  Kräfte  X,   Y,  Z  ein   Potential 

Ä  ==  —  fi  •  tang-*  [  - )  haben,  das  allerdings  „zyklisch"  ist.  Bei  elektromagne- 
tischen Rotationen  haben  die  mechanischen  Kräfte  X,  Y,  Z  in  der  Regel  kein 
Potential. 


ElektiomagnetiBche  Rotation. 
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z«=o. 

Nehmen  wir  an,  daß 

.      u  ==      ©y, 

t?  =*  (ox, 

w^O, 

wo  o  eine  Funktion  Yon  r  und  t  allein  ist,  so  haben  wir: 

^  d«                           r'         p  dx 

d(o          o               iia;        1  dp 
ae            ^            r«         Q  dy  ^ 

•  • 

(1) 


Durch  Elimination  von  p  erhalten  wir 

^  äi  +  ''  dvit  ^  ^• 


Die  Lösung  hiervon  ist: 


ö=  -r-  +/ W> 


wo   F  und  /"  willkürliche   Funktionen   bezeichnen. 
1 1^0,  so  haben  wir 

^  +  rw  -  0, 

und  deshalb 

Fffl  -  F(0)        X 


Da   (0  =  0   für 


(2) 


wo  A  eine  Funktion  von  t  ist,  die  för  ^  =  0  verschwindet.  Durch 
Einsetzen  in  Gleichung  (1)  und  Integrieren  findet  man 

Da  p  notwendig  eine  eindeutige  Funktion  ist,  müssen  wir 

S  =  '*  ""^^^  ^  =  f-* 

haben.  Daher  rotiert  die  Müssigkeit  mit  einer  Winkelgeschwindig- 
keit, welche  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  des  Abstandes  von 
der  Achse  und  beständig  direkt  proportional  zu  der  Zeit  ist. 
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Drittes  Kapitel. 

Wirbelfreie  Bewegung. 

§  80.  Das  vorliegende  Kapitel  ist  hauptsächlich  der  Auseinander- 
setzimg  einiger  allgemeiner  Theoreme  gewidmet,  die  sich  aaf  die  Arten 
der  Bewegung  beziehen,  die  soeben  in  den  §§  17 — 20  betrachtet  sind, 
nämlich  solche,  wo  in  der  ganzen  Flüssigkeit 

udx  +  f^dy  +  ^(^d£ 

ein  Yollstandiges  Differential  ist.  Es  empfiehlt  sich,  mit  der  folgenden 
Analyse  der  allgemeinsten  Bewegung  eines  FlQssigkeitselementes  zu 
beginnen,  die  von  Stokes^)  herrührt. 

Die  Geschwindigkeitskomponenten  im  Punkte  (Xy  y,  z)  seien  u,  t;,  ti^; 
dann  sind  die  Komponenten  der  relativen  Geschwindigkeit  in  einem 
xmendlich  benachbarten  Punkte  {x  +  dx,  y  +  dy,  e  +  öz)i 


i  du  j.      ,   du  j.      t   du  ^ 

du  =^  ^  ox  +  w-dy+  ^-  dg 
dx  dy    ^      dz 

•>         dv  j^_  ,    dv  ^     ,   dv  ^ 

dx         ^    dy    ^      dz 

M?  =  ö—  da:  +  3-  oy  +  3—  0  i& 

dx         ^   dy     ^      dz 


(1) 


J\r  schreiben: 

a  ■■ 

du 

"  dx' 

h 

dv 

dy' 

c 

dtc 

dz  ' 

/.       1   idw   ,    dv\ 
'  "^  2  Vay  "^  dz)' 

^        1   (dtc       dv\ 
^'^  2  \dy       dz)' 

1   (du       dw\ 
^""2   \dz  '^  dx)' 

1   (du       dto\ 
^        2   \dz       dx)' 

2\dx'^dy)'  ^'^2\dx      dy)' 


1)  ,fOn  the  Theoiies  of  the  Internal  Friction  of  Fluids  in  Motion,  etc. 
Camh.  Phil  Trans,,  8,  1845;  Math,  and  Phys,  Papers  I,  S.  80. 
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dann  lauten  die  Gleichungen  (1): 

du  =  adx  +  hdy  +  gÖB  +  lyd^r  —  %dy 

dv  =  hdx  +  bdy  +  fde  +  iSx  --Idz   •  (2) 

dw  =  gSx  +  f8y  +  cdz  +  l^äy  —  rjäx, 

Deshalb  kann  man  sich  die  Bewegung  eines  kleinen  Elementes,  dessen 
Zentmm  im  Punkte  (x,  y,  z)  liegt,  aus  drei  Teilen  zusammengesetzt 
denken. 

Der  erste  Teil,  dessen  Komponenten  u,  t;,  w  sind,  ist  eine  Trans- 
lation des  Elementes  als  ganzes. 

Der  zweite  Teil,  der  durch  die  ersten  drei  Glieder  auf  der  rechten 
Seite  der  Gleichungen  (2)  ausgedrückt  wird,  bedeutet  eine  Bewegung, 
wo  jeder  Punkt,  wenn  dXy  dy,  de  als  laufende  Koordinaten  angesehen 
werden,  sich  in  der  Richtung  der  Normalen  derjenigen  Flache  zweiter 
Ordnung  des  Systemes 

a(dxy  +  b(dyy  +  c(dzy  +  2fdy dz  +  2gdzdx  +  2h 6x äy  =- konst.  (3) 

bewegt,  auf  welcher  er  liegt.  Wenn  wir  die  Gleichungen  dieser  Flächen 
zweiter  Ordnung  auf  ihre  Hauptachsen  beziehen,  so  sind  die  ent- 
sprechenden Komponenten  der  Geschwindigkeiten  parallel  zu  diesen 
Achsen 


(4) 


öu  =  a  '  öx 

dv  =  h' '  öy 

dtv  =  c  '  dz' 
wenn 

a{dxy  +  V{6yy  +  c\8zy  -  konst., 

was  aus  (3)  durch  eine  Transformation  zu  erhalten  ist  Die  Formeln  (4) 
drücken  aus,  daß  die  Länge  jeder  Linie  des  Elementes  parallel  zu  x' 
pro  Zeiteinheit  um  den  (positiven  oder  negativen)  Wert  a'  verlängert 
wird,  während  die  Parallelen  zu  y'  und  /  in  gleicher  Weise  um  die 
Größen  V  bzw.  c  verlängert  werden.  Eine  derartige  Bewegung  heißt 
eine  reine  Deformation,  und  die  Hauptachsen  der  Flächen  zweiter 
Ordnung  (3)  heißen  die  Achsen  der  Deformation. 

Die  letzten  beiden  Ausdrücke  auf  der  rechten  Seite  der  Glei- 
chungen (2)  drücken  eine  mtation  des  Elementes  im  ganzen  um  eine 
augenblickliche  Achse  aus;  die  Komponenten  der  Drehgeschwindigkeit 
sind  g,  12,  l^) 

Diese  Erörterung  kann  durch  die  sog.  „Zxuntnar^'-Bewegung  einer 
Flüssigkeit  erläutert  werden,  wo 


1)  Die  Giößen,  welche  den  Werten  £,  i],  £  in  der  Theorie  der  unendlich 
kleinen  Verrückungen  eines  kontinuierlichen  Mediums  entsprechen,  sind  von 
Cauchy  als  die  „mittleren  Botationen"  eines  Elementes  gedeutet  worden,  Exer- 
cises  d' Analyse  et  de  Physique,  Paris  1841,  Bd.  11,  S.  802. 
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DL  Wirbel&eie  Bewegung. 


t;  =  M?  ==  0, 


Bodaß 


h  =  fi 

S  =  — f*- 

Wenn  Ä  ein  rechtwinkliges  Flüssigkeitselement  darstellt^  das 
von  Ebenen,  die  zu  den  Eoordinatenebenen  parallel  sind,  begrenzt 
wird,  so  gibt  B  die  Veränderung,  die  an  ihm  in  einer  kurzen  Zeit 
durch  die  Deformation  hervorgebracht  ist,  und  C  diejenige,  die  von 
Deformation  und  Rotation  herrührt. 


Es  ist  leicht  einzusehen,  daß  die  obige  Zerlegung  der  Bewegung 
die  einzige  ist.  Wenn  wir  annehmen,  daß  die  Bewegung  relativ 
zu  dem  Punkte  {x,  y,  z)  aus  einer  Deformation  und  Rotation  zu- 
sammengesetzt werden  kann,  wo  die  Achsen  und  die  Koeffizienten  der 
Deformation,  sowie  die  Achse  und  die  Winkelgeschwindigkeit  der 
Rotation  willkürlich  sind,  und  wenn  wir  dann  die  Komponenten 
der  Relativgeschwindigkeit  dt«,  öv,  öw  berechnen,  so  erhalten  wir 
Ausdrücke,  die  denen  auf  der  rechten  Seite  von  (2)  ähnlich  sind, 
aber  willkürliche  Werte  von  a,  6,  c,  /)  ^,  A,  S,  t^,  g  besitzen.  Setzen 
wir  jedoch  die  Koeffizienten  von  dXy  öy,  dz  gleich,  so  finden  wir, 
daß  a,  6,  c  usw.  dieselben  Werte  wie  vorher  haben  müssen.  Daher 
hängen  die  Achsenrichtungen  der  Deformation,  die  Größe  der  Aus- 
dehnung oder  Zusammenziehung  längs  ihnen,  sowie  die  Achse  und 
Winkelgeschwindigkeit  der  Rotation  in  einem  Punkte  der  Flüssigkeit 
nur  von  der  relativen  Bewegung  in  diesem  Punkte,  und  nicht  von 
der  Lage  der  Koordinatenachsen  ab,  auf  die  sie  bezogen  sind. 

Wenn  in  einem  endlichen  Gebiet  einer  Flüssigkeit  überall 
5  =  ly  =  g  «=  0  ist,  so  besteht  die  Relativbewegung  eines  Elementes 
dieses  Gebietes  nur  in  einer  Deformation  und  wird  als  ^^wirheUosef^ 
oder  „rotationslose^^  oder  „Pö/€W^/ai"-Bewegung  bezeichnet. 

§  81.     Der  Wert  des  Integrals 

jiudx  +  vdy  +  wde) 


?r 
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oder 


/( 


dx   ,       dy   ,        dg\  j 


entlang  einer  Linie  ABCD  heißt ^)  die  ,yStrömun^  der  Flüssigkeit 
Yon  A  nach  D  entlang  dieser  Linie.  Wir  bezeichnen  sie  der  Kürze 
halber  mit 

J{ABCB), 

Wenn  A  nnd  B  zusammenfallen^  sodaß  die  Linie  eine  geschlossene 
Kurve  oder  eine  Umkreisung  bildet,  so  heißt  der  Wert  des  Integrals 
die  „Zirkulation^^  in  dieser  Kurve.     Wir  bezeichnen  sie  mit 

J{ABCA). 
Wird  in  beiden  Fällen  die  Integration  in  der  entgegengesetzten  Rieh- 

d  X    d  ti    d  £ 

tung  ausgeführt,  so  werden  die  Vorzeichen  von  ^,  ^,  ^  umgekehrt, 

sodaß 

J(AB) J{BA) 

und 

J(ABCA) J(ACBA), 

Femer  ist  einleuchtend,  daß 

J{ABCB)  =  J{AB)  +  J{BG)  +  J(CD), 

Nun  kann  jede  Fläche  durch  eine  doppelte  Schar  krummer 
Linien,  die  auf  ihr  liegen,  in  unendlich  kleine  Elemente  geteilt 
werden.  Die  Summe  der  Zirkulationen 
um  die  Orenzlinien  dieser  Elemente, 
alle  in  dem  gleichen  Sinne  genommen, 
ist  gleich  der  Zirkulation  um  die  ur- 
sprüngliche Grenzlinie,  wobei  zunächst 
angenommen  ist,  daß  sie  aus  einer 
einzigen  geschlossenen  Kurve  besteht. 

Denn  in  der  Summe  kommt  die  Strömung  längs  jeder  Seite,  die 
zwei  Elementen  gemeinsam  ist,  zweimal  vor,  je  einmal  für  jedes 
Element,  aber  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen,  und  deshalb  ver- 
schwindet sie  im  Resultat.  Daher  bleiben  nur  die  Strömungen  längs 
den  Seiten,  welche  Teile  der  ursprünglichen  Grenzlinie  sind;  hieraus 
folgt  die  Richtigkeit  des  obigen  Satzes. 

Es  ergibt  sich  durch  Stetigkeitsbetrachtungen,  daß  die  Zirkulation 
um  die  Grenzlinie  eines  Flächenelementes  öS,  das  eine  bestimmte 
Lage  und  Gestalt  hat,  schließlich  der  Fläche  des  Elementes  propor- 
tional ist. 


1)  W.  Thomson,  „On  Vortex  Motion",  Edinb.  Trans.,  26,  1869. 
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Wenn  das  Element  ein  Rechteck  dydz  ist^  das  sein  Zentrum  im 
Punkte  (x,  y,  e)  hat,  dann  woUen  wir  die  Zirkulation  um  dasselbe 
in  der  Richtung  rechnen,  die  die  Pfeile  in  der  untenstehenden  Figur 
angeben.    Wir  haben: 


f 


B 


1) 


y 


0 


J{BC)^[w  +  i^Qdy]öz, 

J{BA)  =  -[w-i,i^)8y]dz, 
und  folglich 
J{ABCDA)  =  i^^---'^)öy9z. 

Hieraus  schließen  wir,  daß  die  Zir- 
kulationen um  die  Grenzen  der 
unendlich  kleinen  Flächen  SS^j 
dS^y  dS^,  deren  Ebenen  parallel 
zu  den  Eoordinatenebenen  sind, 
die  Beträge 

2|(JS„  2f}8S„  2tdS,     (l) 

haben. 

Beziehen    wir    uns    femer   auf 

die    Figur    und    die   Schreibweise 
des  §  2,  so  haben  wir 

J(ÄBCA)  =  J{PBCP)  +  J{PCäP)  +  J{PABP) 

=  2g.ZA  +  2i2mA  +  2g.nA, 

woraus  wir  schließen,  daß  die  Zirkulation  um  die  Grenze  einer  be- 
liebigen unendlich  kleinen  Fläche  6S 

2{n  +  mri  +  n%)8S  (2) 

ist.  Wir  haben  hier  einen  unabhängigen  Beweis  daiiir,  daß  die 
Größen  |,  17,  ^  als  die  Komponenten  eines  Vektors  betrachtet  werden 
können. 

Es  muß  bemerkt  werden,  daß  ein  bestimmter  Brauch  in  der 
Beziehung  zwischen  dem  Richtungssinn,  in  welchem  die  Zirkulation 
um  die  Grenzlinie  von  6S  gerechnet  wird,  und  der  Richtung  der  Nor- 
malen (?,  w,  n)  existiert.  Um  eine  klare  Vorstellung  hiervon  zu  haben, 
werden  wir  in  diesem  Buch  annehmen,  daß  die  Koordinatenachsen 
ein  yjBechtssystem"  bilden;  wenn  daher  die  x-  und  die  j^-Achse  nach 
Osten  bzw.  nach  Norden  zeigen,  so  geht  die  ;?- Achse  senkrecht  nach 
oben.^)     Der  Sinn,   in   dem   die   Zirkulation   nach   der  Annahme   in 


1)  Maxwell,  Proc.  Land.  Math.  Soc.,  3,  S.  279  und  280.    In  der  obigen  Figur 
iit  anzunehmen,  daß  die  a^-Achse  auf  den  Leser  zu  gerichtet  ist. 
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X 

r 

y 


_5__  ^    ^ 

ky  ^zy  »»8- 


(3) 


(4) 


Gleichung  (2)  gerechnet  wird,  bezieht  sich  dann  auf  die  Richtung 
der  Normalen  (/,  m,  n)  in  der  Weise,  die  durch  eine  Rechtsschraube 
charakterisiert  ist.^) 

Die  Unterscheidung  zweier  Blassen  von  Vektoren  ist  jetzt  all- 
gemein gebräuchlich.  Wenn  wir  in  ein  anderes  Koordinatensystem  mit 
den  rechtwinkligen  Achsen 

Ox',  Oy,  Osf\ 

transformieren,  dessen  Richtungen  in  der  üblichen 
Weise  durch  das  nebenstehende  Schema  der  Rich- 
tungskosinusse bestimmt  sind,  so  haben  wir  in  allen 
Fällen : 

u  =  l^u  +  ni^v  +  n^w 

Andererseits  aber  finden  wir: 

wo  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  zu  nehmen  sind,  je  nachdem  die 
beiden  Achsensysteme  kongruent  sind  oder  nicht.^)  Ein  Vektor,  der, 
wie  die  Geschwindigkeit  (u,  v,  w\  durch  Formeln  von  dem  Typus  (3) 
transformiert  wird,  heißt  ,,polar^']  ein  Vektor  hingegen,  der,  wie  (S,  rj,  5), 
durch  Formel  (4)  transformiert  wird,  wird  als  ^yOchsialer*^  Vektor 
unterschieden.') 

§  82.  Formulieren  wir  jetzt  die  Tatsache,  daß  die  Zirkulation 
um  den  Rand  einer  endlichen  Fläche  gleich  der  Summe  der  Zirku- 
lationen um  die  Grenzen  der  unendlich  kleinen  Elemente  ist,  in  welche 
die  Fläche  geteilt  werden  kann,  so  haben  wir  nach  (2): 

r{udx  +  vdy  +  wdz)  =  ^ffO^l  +  vnn  +  ^0  ^^y  (5) 

oder  wenn  wir  für  S,  t^,  £  die  Werte  aus  §  30  einsetzen: 

WO  das  einfache  Integral  über  die  Grenzlinie,  das  Doppelintegral  über 


1)  Vergl.  MaxweU,  Electrtcity  and  Magnetism,  Oxford  1873,  §  28. 

2)  Zwei  RechtsBjBteme  oder  zwei  Linkssysteme  unter  sich  sind  kongruent, 
während  es  ein  Rechts-  und  ein  Linkssystem  nicht  sind. 

8)  Vergl.  M.  Abraham,  „Geometrische  Grundbegriffe  der  Mechanik  deformier- 
barer Körper**,  Enzyklopädie  der  math.  Wissenschaften,  Bd.  IV,  Leipzig  1901. 
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ilia  F^he  zu  erstrecken  ist')  In  diesen  Formeln  sind  die  Größen  l,m,n 
die  RichtungskoBinusse  der  M^ormalen,  die  immer  nach  einer  Seite  der 
Fläche  gezogen  ist,  welche  wir  als  die  poeitire  Seite  bezeichnen 
können;  die  Richtung  fOr  die  Integration  in  dem  ersten  Glied«  ist 
dann  diejenige,  in  der  ein  Mensch,  der  auf  der  positiven  Seite  der 
Fische  dicht  bei  der  Begrenzung  wandert,  gehen  muß,  am  die  Fläche 
stete  auf  der  Linken  zu  haben. 

Der  Satz  (5)  oder  (6)  kann  offenbar  auch  auf  eine  Fläche  ans- 
gedehnt  werden,  deren  Begreazong  ans  zwei  oder  mehreren  ge- 
HchloBsenen  Kurven  besteht,  vorausgesetzt,  daß  die  Integration  in 
dem  ersten  Glied  um  jede  derselben  in  der  ent- 
sprechenden Richtung  ausgeführt  wird,  gemäfi 
der  eben  gegebenen  Regel.  Wenn  also  das  Ober- 
flächenintegral in  (6)  über  den  schraffierten  Teil 
der  nebenstehenden  Figur  erstreckt  wird,  so  sind 
die  Richtungen,  nach  welchen  die  Zirkulationen 
in  den  einzelnen  Teilen  der  Begrenzni^  zn 
nehmen  sind,  durch  die  Pfeile  bezeichnet,  wobei 
die  positive  Seite  der  Fläche  die  ist,  welche 
dem  Leser  zugekehrt  ist. 
Der  Wert  des  Oberflachenintegrals  fOr  eine  geschlossene  Fläche  ist  0. 
Es  mi^  bemerkt  werden,  daß  die  Gleichung  (6)  einen  rein  mathe- 
matischen Satz  darstellt,  imd  daß  sie  richtig  ist,  gleichviel  was  für 
Funktionen  von  x,  y,  e  die  Größen  u,  v,  w  sein  mögen,  wobei  nnr 
vorausgesetzt  ist,  daß  sie  in  allen  Punkten  der  Fläche  stetig  und 
differenzierbar  sind.') 

§  33.     Der  Rest  dieses  Kapitels   ist  der  Untersuchung  der  all- 
gemeinen kiaematischea  Eigenschaften  der  wirbelfreien  Bewegung  ge- 
widmet, wie  sie  durch  die  Gleichungen 
1-01 
1-0  (1) 

s-ol 

definiert  ist,  d.  h.  wo  die  Zirkulation  in  jeder  unendlich  kleinen  ge- 
schlossenen Kurve  0  ist.  Die  Existenz  und  die  Eigenschaften  des 
Geschwind  igkeitapotentiales  in  den  verschiedenen  vorkommenden  Fällen 
erscheinen  dann  als  Folgen  dieser  Definition. 

1)  Dieser  Satz  stammt  von  Stoke^,  SmiOi'a  Prüe  ExamiTtatio«  Papers  for 
1854.  Der  erste  Beweis,  der  Teröffentlicht  wurde,  scheint  von  Hankel  gegeben 
ra  sein:  Zur  allgemeinen  Theorie  der  Bewegung  der  FlUisigkeiten,  Gtlttingen  1861, 
S,  3fi,  Der  oben  gegebene  stammt  von  Lorii  Kelvin,  '.  c.  S.  39.  Vergl.  auch 
Thomson- Tait,  Natural  PhHosophy,  %  190  (j),  und  Maxwell,  Electricity  utid  Mag- 
netiam,  %  24. 

2j  Ea  ist  nicht  nQtig,  daß  ihre  Ableitungen  stetig  sind. 
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Die  physikalische  Bedeutung  dieses  Gegenstandes  besteht  darin, 
daß  die  Bewegung  eines  Teiles  der  Flüssigkeit,  die  zu  einem  be- 
liebigen Zeitpunkt  wirbellos  war,  unter  gewissen,  sehr  allgemeinen 
Bedingungen  auch  weiterhin  wirbellos  bleibt.  Wie  wir  sehen  werden, 
ist  dies  praktisch  bereits  durch  den  Lagrangeschen  Satz,  der  in  §  17 
bewiesen  ist,  ausgesagt  worden,  aber  die  Wichtigkeit  dieses  Gegen- 
standes erfordert  eine  Wiederholung  der  Untersuchung  in  der  Euler- 
schen  Schreibweise,  wie  sie  von  Lord  Kelvin  gegeben  ist.^) 

Betrachten  wir  zunächst  eine  endliche  Linie  AB,  die  in  der 
Flüssigkeit  gezogen  ist,  und  nehmen  wir  an,  daß  jeder  Punkt  dieser 
Linie  sich  stets  mit  der  Geschwindigkeit  bewegt,  die  die  Flüssigkeit 
in  diesem  Punkte  besitzt.  Wir  wollen  dann  berechnen,  um  welchen 
Betrag  die  Strömung  längs  dieser  Linie,  von  Ä  nach  B,  zunimmt. 
Wenn  dx,  äy,  äsf  die  Projektionen  eines  Linienelementes  auf  die 
Koordinatenachsen  sind,  so  haben  wir: 

Dd  X 
Jetzt  ist  —jyff  der  Betrag,  um  den  da;  im  Verlauf  der  Flüssigkeits- 
bewegung pro  Zeiteinheit  wächst,  gleich  der  Differenz  der  Geschwindig- 
keiten parallel  zur  x-Achse  an  den  beiden  Enden,  nämlich  gleich  du; 

der  Wert  von  y.-   ist  in  §  6  gegeben.     Durch  solche  Betrachtungen 

finden  wir  daher,  wenn  q  Funktion  von  p  allein  ist,  und  wenn  die 
äußeren  Kräfte  X,  Y,  Z  ein  Potential  St  haben, 

7)                                               a  Vi 
^  {udx  +  vdy  +  w6z)  = —  dSl  +  udu  +  vdv  +  wäw. 

Integrieren  wir  längs  der  Linie  AB,  so  erhalten  wir: 

B  B 

^-J\»dx  +  vdy  +  wäg)  =  [-f^  -  Ä  +  H'],  (2) 

A  A 

oder  die  Schnelligkeit,  mit  welcher  die  Strömung  auf  dem  Wege  von  A 
nach  B  wächst,  ist  gleich  dem  Überschuß  des  Wertes 


-/'f  -  ^  +  i^' 


in  B  über  den  in  A,  Dieser  Satz  umfaßt  die  ganze  Dynamik  einer 
vollkommenen  Flüssigkeit.  Z.  B.  können  die  Gleichungen  (2)  des 
§  15  hieraus  abgeleitet  werden,  wenn  man  für  AB  die  unendlich 
kleine  Linie  nimmt,  deren  Projektionen  ursprünglich 

da,  d6,  äc 

1)  l.  c.  S.  39. 
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waren,  und  die  Koeffizienten  dieser  unendlich  kleinen  Größen  einzeln 
gleich  0  setzt. 

Wenn  £1  eindeutig  ist,  so  ist  der  Ausdruck  in  der  Klammer  auf 
der  rechten  Seite  von  (2)  eine  eindeutige  Funktion  von  x,  y,  z.  Wenn 
daher  die  Integration  auf  der  linken  Seite  über  eine  geschlossene 
Kurve  erstreckt  wird,  sodaß  B  mit  A  zusammenfällt,  haben  wir: 

^  /  {udx  +  vdy  +  wdz)  =  0,  (3) 

oder:  die  Zirkulation  in  einer  geschlossenen  Kurve,  die  sich  mit  der 
Flüssigkeit  bewegt,  ist  von  der  Zeit  unabhängig. 

Hieraus  folgt,  daß  die  Bewegung  eines  Teiles  einer  Flüssigkeit, 
die  anfänglich  wirbelfrei  war,  diese  Eigenschaft;  immer  behält;  denn 
sonst  würde  die  Zirkulation  in  jeder  unendlich  kleinen  geschlossenen 
Kurve  nicht  fortwährend  0  sein,  wie  es  am  Anfang  gemäß  Gleichung  (5) 
des  §  32  der  Fall  ist. 

§  84.  Betrachten  wir  jetzt  irgend  ein  Gebiet,  das  von  einer 
wirbelfreien  fließenden  Flüssigkeit  erfüllt  ist,  so  ersehen  wir  aus 
Gleichung  (5)  des  §  32,  daß  die  Zirkulation  in  jeder  geschlossenen 
Kurve  0  ist,  durch  die  eine  stetige,  ganz  in  dem  Gebiet  liegende 
Fläche  gelegt  werden  kann,  oder  mit  anderen  Worten,  welche  zu 
einem  Punkt  zusammengezogen  werden  kann,  ohne  dabei  das  Gebiet 
zu  verlassen.  Eine  derartige  geschlossene  Kurve  wird  als  „reduzierbar^ 
bezeichnet. 

Betrachten  wir  femer  zwei  Kurven  AGB  und  ABB,  die  zwei 
Punkte  A  und  B  des  Gebietes  verbinden,  und  zwar  so,  daß  jede 
durch  stetige  Veränderung  in  die  andere  übergeführt  werden  kann, 
ohne  daß  dabei  das  Gebiet  verlassen  wird.  Solche  Linien  heißen 
,jineinander  uberführbat^'.  Da  die  geschlossene  Kurve  ACBBA  re- 
duzierbar ist,  so  haben  wir: 

J(ACBDA)==0 

oder,  da  J{BBÄ)  =  -  J{ADB), 

so  folgt  J(ACB)  =  J(ABB), 

d.  h.  die  Strömung  längs  zwei  überführbaren  Linien  ist  die  gleiche. 
Ein  Gebiet  heißt  ^^infach  zttsammenhängend^'y  wenn  alle  Linien, 
die  zwei  beliebige  Punkte  desselben  verbinden,  ineinander  überführbar 
sind.  Ein  solches  Gebiet  ist  z.  B.  das,  welches  von  einer  Kugel  oder 
von  zwei  konzentrischen  Kugeln  begrenzt  wird.  Im  folgenden,  bis 
zu  §  46,  betrachten  wir  nur  einfach  zusammenhängende  Räume. 

§  85.  Die  wirbellose  Bewegung  einer  Flüssigkeit  in  einem  ein- 
fach zusammenhängenden  Raum  ist  durch  die  Existenz  eines  eindeu- 
tigen Geschwindigkeitspotentiales  charakterisiert.    Bezeichnen  wii'  mit 
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—  (p  die  Strömung  yon  einem  festen  Punkte  Ä  nach  einem  variablen 

Punkte  P,  so  ist: 

p 

(p^^  --  f  (udx  +  vdy  4-  wdz),  (1) 

A 

Der  Wert  von  (p  ist,  wie  gezeigt  wurde,  unabhängig  von  dem 
Integrationswege,  vorausgesetzt,  daß  dieser  ganz  innerhalb  des  Ge- 
bietes liegt.  Deshalb  ist  (p  eine  eindeutige  Funktion  der  Lage  von  P; 
wir  nehmen  an,  es  sei  durch  die  Koordinaten  {Xj  y,  e)  dieses  Punktes 
ausgedrückt.  Verrücken  wir  P  nacheinander  um  unendlich  kleine 
Strecken,  parallel  zu  jeder  der  Koordinatenachsen,  so  finden  wir: 


u 

dtp 
dx 

V 

= 

dtp 

w 

dif 

(2) 


dz 

d.  h.  (p  ist  ein  Geschwindigkeitspotential  gemäß  der  Definition 
des  §  17. 

Ersetzen  wir  A  durch  einen  anderen  Punkt  B  als  untere  Grenze 
in  dem  Integral  (1),  so  kommt  nur  eine  willkürliche  Konstante  zu 
dem  Werte  von  ^  hinzu,  nämlich  die  Strömung  von  A  nach  B,  Die 
ursprüngliche  Definition  von  (p  (§17)  und  die  physikalische  Deutung 
(§  18)  bestimmen  in  gleicher  Weise  die  Funktion  bis  auf  eine  addi- 
tive Konstante. 

Folgen  wir  dem  Laufe  einer  Stromlinie,  so  nimmt  der  Wert  von 
fp  beständig  ab;  deshalb  können  die  Stromlinien  in  einfach  zusammen- 
hängenden Bäumen  niemals  geschlossene  Kurven  bilden. 

§  86.  Die  Funktion  9,  mit  der  wir  es  hier  zu  tun  haben,  ist 
naturgemäß  mit  ihren  ersten  Differentialquotienten  endlich,  stetig  und 
eindeutig  für  alle  Punkte  des  betrachteten  Raumes.  Im  Falle  der 
inkompressiblen  Flüssigkeiten,  die  wir  jetzt  ausführlicher  betrachten 
wollen,  muß  9  auch  der  Kontinuitätsgleichuug  (5)  des  §  20  genügen, 
oder,  wie  wir  künftig  kurz  schreiben  wollen,  es  muß 

VV  =  Ay  =  0  (1) 

für  alle  Pimkte  des  Gebietes  sein.  Daher  ist  ^  denselben  mathe- 
matischen Bedingungen  unterworfen,  wie  das  Potential  von  Massen, 
die  sich  nach  dem  Gesetze  des  umgekehrten  Quadrates  der  Entfernung 
anziehen  oder  abstoßen,  für  außerhalb  dieser  Massen  gelegene  Punkte; 
viele  Sätze,  die  in  den  Theorien  der  Attraktion,  der  Elektrostatik, 
des  Magnetismus  und  der  Wärmeleitung  aufgestellt  sind,  haben  auch 
eine  hydrodynamische  Anwendung.    Wir  gehen  dazu  über,  diejenigen 


46  ni.  Wirbelfreie  Bewegung. 

Sätze  zu  entwickeln,  welche  von  diesem  Gesichtspunkt  aus  am  wich- 
tigsten sind. 

Bei  einer  Bewegung  einer  inkompressiblen  Flüssigkeit  wird  das 
Oberflächenintegral  der  Normalkomponente  der  Geschwindigkeit,  er- 
streckt über  eine  beliebige  offene  oder  geschlossene  Flache,  als 
yjFluß'^  oder  y^Durchgangsmenge^'  durch  diese  Fläche  bezeichnet.  Dies 
ist  gleich  dem  Flüssigkeitsvolumen,  das  in  der  Zeiteinheit  durch  die 
Fläche  fließt. 

Weim  die  Bewegung  wirbelfrei  ist,  wird  der  Fluß  durch 


-// 


7  ds 

dn 


ff 


gegeben,  wo  dS  ein  Element  der  Fläche  und  dn  ein  Element  ihrer  Nor- 
malen bedeutet,  die  in  der  festgesetzten  Richtung  gezogen  ist.  In  einem 
Raum,  der  ganz  von  Flüssigkeit  erfüllt  ist,  ist  der  Fluß  durch  die  Grenz- 
fläche gleich  0,  d.  h. 

"  ^ll  dS  =  0,  (2) 

WO  das  Element  dn  der  Normalen  immer  nach  der  gleichen  Seite 
(z.  B.  nach  Innen)  gezogen  und  die  Integration  über  die  ganze  Be- 
grenzung zu  erstrecken  ist.  Dies  kann  als  eine  Verallgemeinerung 
der  Eontinuitätsgleichung  (1)  betrachtet  werden. 

Die  Stromlinien,  die  durch  die  verschiedenen  Punkte  einer  un- 
endlich kleinen  geschlossenen  Kurve  gezogen  sind,  bestimmen  ^en 
Faden,  der  als  ^ßtromfaden^^  bezeichnet  werden  kann.  Das  Produkt 
der  Geschwindigkeit  {cj)  mit  dem  Querschnitt  (<?)  ist  für  alle  Punkte 
des  Fadens  dasselbe. 

Wir  können  uns,  wenn  wir  wollen,  den  ganzen  von  der  Flüssig- 
keit erfüllten  Raum  aus  Stromfäden  bestehend  denken  und  annehmen, 
daß  die  Gestalt  der  Fäden  so  bestimmt  ist,  daß  das  Produkt  q6  ftir 
jeden  den  gleichen  Wert  besitzt.  Der  Fluß  durch  irgend  eine  Fläche 
ist  dann  der  Anzahl  der  Stromfäden  proportional,  welche  diese  durch- 
setzen. Für  den  Fall,  daß  die  Fläche  geschlossen  ist,  besagt  Glei- 
chung (2),  daß  ebenso  viele  Stromfäden  durch  die  Fläche  ein-,  wie 
austreten.  Daher  kann  eine  Stromlinie  nicht  in  einem  Punkte  der 
Hüssigkeit  beginnen  oder  enden. 

§  37.  Die  Funktion  tp  kann  in  einem  Punkte  innerhalb  der 
Flüssigkeit  kein  Maximum  oder  Minimum  haben;  denn  wenn  dies  der 
Fall  wäre,  so  müßten  wir  auf  einer  kleinen  geschlossenen  Fläche,  die 

diesen  Punkt  einschließt,   ^    überall    positiv    oder    überall    negativ 

haben.     Jeder  dieser  Fälle  ist  mit  Gleichung  (2)  nicht  verträglich. 

Ferner  kann  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  in  keinem  Punkte 
innerhalb  der  Flüssigkeit  ein  Maximum  haben.     Es  sei  die  :r -Achse 


§9*+  (if )*+  m 
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parallel    zur    Richtung    der    Geschwindigkeit    in    einem    Punkt  P. 
Die  Gleichung  (1)  und  ebenso  die  Gleichung  (2)  wird  erfüllt,  wenn 

wir   -^  anstatt  (p  schreiben.     Die  obige  Darlegung  zeigt  dann,  daß 

^  kein  Maximum  oder  Minimum  in  P  haben  kann.     Daher  muß  es 

ox 

in  der  unmittelbaren  Nachbarschaft  von  P  Punkte  geben,  wo  (^j , 
und  deshalb  um  so  mehr 

großer  ist  als  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  in  P.^) 

Andererseits  kann  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  für  einen 
Punkt  der  Flüssigkeit  ein  Minimum  sein.  Der  einfachste  Fall  ist 
der,  daß  die  Geschwindigkeit  0  wird;  man  vergleiche  z.  B.  die  Figur 
des  §  69. 

§  88.  Wir  wollen  die  Gleichung  (2)  auf  die  Oberfläche  eines 
kugelförmigen  Gebietes  der  Flüssigkeit  anwenden.  Wenn  r  den  Ab- 
stand eines  Punktes  vom  Zentrum  der  Kugel  bedeutet,  und  dST  den 
raumlichen  Gesichtswinkel,  unter  dem  ein  Element  ÖS  der  Oberfläche 
vom  Zentrum  aus  gesehen  wird,  so  haben  wir: 

dtp dq> 

dn  ~~       dr 
und 

Läßt  man  den  Faktor  r^  weg,  so  lautet  (2): 


oder 


If  dm  -  0, 


IS: 

I^JfipdV5  =  0.  (3) 


oder 

den  Mittelwert  von  tp  auf  der  Kugeloberfläche  angibt,  so  zeigt  Glei- 
chung (3),  daß  dieser  Mittelwert  unabhängig  vom  Radius  ist.    Er  ist 

1)  Dieser  Satz  wurde  in  anderem  ZuBammenhange  von  Lord  Kelvin  ans- 
gesprochen,  Phil.  Mag.y  Okt.  1850  {Reprint  of  Papers  on  Elektrostatics  etc.y  Lon- 
don 1872,  §  665).  Der  obige  Beweis  stammt  von  Kirchhoff,  Vorlesungen  über 
mathematische  Physik,  Bd.  I  (Mechanik),  Leipzig  1876,  S.  186.  Ein  anderer  Be- 
weis wird  unten  gegeben  werden  (§  44). 
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jEdso  derselbe  fiir  jede  beliebige  Kugel,  die  der  obigen  konzentrisch 
ist,  und  die  man  durch  allmähliche  Veränderung  des  Radius  in  diese 
überführen  kann,  ohne  das  Gebiet  zu  verlassen,  welches  von  der 
wirbellos  bewegten  Flüssigkeit  erfüllt  ist.  Wir  können  uns  daher  die 
Kugel  in  einen  Punkt  zusammengezogen  denken  und  erhalten  so  einen 
einfachen  Beweis  des  Satzes,  den  zuerst  Gauß^)  in  seiner  Abhandlung 
über  die  Theorie  der  Attraktion  gegeben  hat,  daß  nämlich  der  Mittel- 
wert von  (p  über  eine  Kugeloberfläche,  in  deren  Inneren  die  Gleichung  (1) 
erfüllt  ist,  gleich  dem  Werte  im  Mittelpunkte  selbst  ist. 

Der  in  §  37  bewiesene  Satz,  daß  (p  im  Inneren  der  Flüssigkeit 
kein  Maximum  oder  Minimum  haben  kann,  ist  eine  unmittelbare 
Folge  des  obigen. 

Dieser  Beweis  scheint  im  Prinzip  von  Frost*)  zu  stammen.  Eine 
andere,  der  Form  nach  etwas  verschiedene  Darstellung  ist  von  Lord 
Rayleigh')  gegeben  worden.  Die  lineare  Gleichung  (1)  wird  durch 
das  arithmetische  Mittel  einer  Anzahl  einzelner  Lösungen  (Pu  g>%f  (f^y  "  - 
erfüllt.  Wir  wollen  annehmen,  daß  eine  unbegrenzte  Zahl  recht- 
winkliger Achsensysteme  gleichmäßig  um  einen  Punkt  P  als  Aus- 
gangspunkt angeordnet  ist,  und  femer,  daß  9^,  (p^,  93,  •••  die 
Geschwindigkeitspotentiale  der  Bewegungen  sind,  welche  zu  diesen 
Systemen  in  derselben  Beziehung  stehen,  wie  die  ursprüngliche  Be- 
wegung (f  zu  dem  System  x,  y,  e.  In  diesem  Falle  ist  das  arith- 
metische Mittel  (als  ^  bezeichnet)  der  Funktionen  9>i,  9>j,  9>8,  •  •  • 
eine  Funktion  von  r,  dem  Abstand  von  P,  allein.  Es  mag  nun  durch 
9  eine  Bewegung  dargestellt  werden;  da  der  Fluß  durch  eine  Kugel- 
oberfläche gleich  0  ist,  die  zu  einem  Punkt  zusammengezogen  werden 
kann,  ohne  daß  der  von  der  Flüssigkeit  erfüllte  Raum  verlassen  wird, 
so  haben  wir: 

er 
oder 

9^  ==  konst. 

§  89.  Femer  wollen  wir  annehmen,  daß  der  Raum,  der  von 
der  wirbelfrei  bewegten  Flüssigkeit  erfüllt  wird,  ^yperiphraküsch"  ist*), 
d.  h.,  daß  er  im  Innern  von  einer  oder  mehreren  geschlossenen  Flächen 
begrenzt  sei,  und  wir  wollen  Gleichung  (2)  auf  das  Gebiet  anwenden, 
das  im  Innern  von  einer  (oder  mehreren)  dieser  Flächen,  sowie  außen 

1)  ,,Allgemeine  Lehrsätze  usw.",  Besullate  aus  den  Beobachtungen  des 
magnetischen  Vereins,  1831).  {Gesammelte  Werke,  Göttingen  1870—80,  Bd.V,  S.  199.) 

2)  Quarterly  Journal  of  Mathematics,  12,  1878. 

8)  Messetiger  of  Mathematics,  7,  S.  69,  1878;  Sc.  Papers  I,  S.  347. 

4)  Vergl.  Maxwell,  Eledricity  and  Magnetism,  §§18  und  22.  Ein  Gebiet 
heißt  „aperiphraktisch" ,  wenn  jede  geechlosBene  Fläche  in  ihm  zu  einem  Punkt 
zusammengezogen  werden  kann,  ohne  das  Gebiet  zu  vorlassen. 
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von  einer  Eugelfläche  eingeschlossen  wird,  welche  die  ersteren  voll- 
ständig umschließt  und  ganz  in  der  Flüssigkeit  liegt.  Wenn  M  den 
gesamten  Fluß  durch  die  inneren  Grenzflächen  in  diesen  Raum  be- 
deutet, so  finden  ,wir  mit  derselben  Bezeichnung  wie  früher: 


// 


I?  dS^-M, 

dr  ' 


wobei  die  Integration  über  die  Eugeloberfläche  allein  zu  erstrecken 
ist.     Dies  kann  folgendermaßen  geschrieben  werden: 

folglich 

.i-r'fß^s  =  rjf<p^^  =  w.  +  c.  (4) 

Es  ist  also  der  Mittelwert  von  q)  auf  einer  Kugeloberfläche,  welche 
den  oben  genannten  Bedingungen  genügt,  gleich 

wo  r  der  Radius,  M  eine  absolute  Konstante  und  C  eine  Größe  ist,  die 
unabhängig  vom  Radius  ist,  aber  von  der  Lage  des  Zentrums  ab- 
hängen kann.') 

Wenn  jedoch  das  ursprüngliche  Gebiet,  in  dem  die  wirbellose 
Bewegung  stattfindet,  nach  außen  hin  unbegrenzt  ist,  und  wenn  die 
ersten  (also  auch  alle  höheren)  Ableitungen  von  <p  im  Unendlichen 
verschwinden,  dann  ist  der  Wert  von  C  der  gleiche  für  alle  Kugel- 
flächen, welche  die  sämtlichen  inneren  Flächen  umschließen.  Denn 
wenn  eine  solche  Kugel  parallel  zur  o;- Achse')  ohne  Änderung  ihrer 
Größe   verschoben   wird,    so   ist   das   Gefälle   von  C    infolge   dieser 

Verschiebung  nach  (4)  gleich  dem  Mittelwert  von  —^  auf  der  Ober- 
fläche.    Da  ^  im  Unendlichen  verschwindet,  so  kann  man  den  letz- 

teren  Mittelwert  beliebig  klein  machen,  wenn  man  die  Kugel  groß 
genug  nimmt.  Daher  wird  C  bei  einer  Verschiebung  des  Kugelmittel- 
punktes parallel  zur  a;-Achse  nicht  verilndert.  Auf  die  gleiche  Weise 
sehen  wir,  daß  C  bei  einer  Verschiebung  parallel  zur  y-  oder  jer-Achse 
nicht  geändert  wird,  d.  h.  C  ist  absolut  konstant. 

Wenn  die  inneren  Grenzflächen  des  Gebietes  so  beschaffen  sind, 
daß    der   gesamte  Fluß  durch  sie  0  ist  (z.  B.  wenn   diese  die  Ober- 


1)  Selbstverständlich   sind   die  Kugelflächen,   für  welche  dieser  Satz  gilt, 
ineinander  überführbar,  in  einem  analogen  Sinne  wie  in  §  84. 

2)  Kirchhoflf,  Mechanik,  S.  191. 

Lftmb,  HydrodTuamik.  4 
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flächen  von  festen  Körpern  oder  von  Teilen  der  inkompressiblen  Flüssig- 
keit sind;  die  etwa  in  Wirbelbewegung  begriffen  sind),  so  haben  wir 

Jf=0, 

sodaß  der  Mittelwert  von  9  auf  jeder  beliebigen,  sie  einschließenden 
Eugelfläche  derselbe  ist. 

§  40.  1.  Ist  9  auf  der  Orenzfläche  eines  einfach  zusammen- 
hängenden Raumes,  der  von  einer  wirbelfrei  bewegten  Flüssigkeit  er- 
füllt ist,  konstant,  so  besitzt  es  denselben  konstanten  Wert  in  dem 
ganzen  Inneren  dieses  Raumes.  Denn  wenn  es  nicht  konstant  wäre, 
würde  es  notwendig  ein  Maximum  oder  Minimum  in  irgend  einem 
Punkte  dieses  Raumes  haben. 

Andererseits  haben  wir  in  den  §§  35  und  36  gesehen,  daß  die 
Stromlinien  nicht  in  einem  Punkt  des  Raumes  beginnen  oder  endigen 
können,  und  daß  sie  nicht  geschlossene  Kurven  bilden  können,  die 
ganz  in  ihm  liegen.  Sie  müssen  daher  den  Raum  durchsetzen,  indem 
sie  an  der  Ghrenzfläche  beginnen  oder  enden.  In  unserem  Falle  jedoch 
ist  dies  unmöglich,  denn  eine  solche  Linie  geht  immer  von  Punkten, 
wo  fp  größer  ist,  zu  Punkten,  wo  es  kleiner  ist.  Deshalb  kann  keine 
Bewegung  vorhanden  sein,  d.  h. 

dx      dy       dz         ' 
folglich  ist  (f  konstant  und  gleich  dem  Werte  an  der  Grenzfläche. 

o 

2.  Wenn    ^   in    jedem    Punkte    der   Oberfläche    des    oben    be- 

schriebenen   Oebietes  0  ist,   so   ist  <p  im  Inneren   überall   konstant. 

Denn  die  Bedingung  0^  =  0  drückt   aus,   daß   keine  Stromlinien  in 

das  Gebiet  eintreten  oder  es  verlassen,  sondern  daß  sie  alle  in  ihm 
eingeschlossen  sind.  Dies  ist  jedoch  mit  den  anderen  Bedingungen 
im  Widerspruch,  denen  die  Linien  unterworfen  sind.  Folglich  *  kann, 
wie  oben,  keine  Bewegung  stattfinden,  und  g)  ist  konstant. 

Dieser  Satz  kann  auch  folgendermaßen  ausgesprochen  werden: 
Es  kann  keine  kontinuierliche  wirbelfreie  Bewegung  einer  inkom- 
presBiblen  Flüssigkeit  in  einem  einfach  zusammenhängenden  Räume 
stattfinden,  der  ganz  von  festen  Wänden  begrenzt  wird. 

3.  Jetzt  wollen  wir  annehmen,  daß  die  Gbenzfläche  des  Raumes 
teilweise  aus  Flächen  S   besteht,  wo  9  einen  gegebenen  konstanten 

o 

Wert  hat,  und  teilweise  aus  anderen  Flächen  27,  wo  ^^  «=  0  ist.    Dem 

.o™.U»d.„  g^  k5..»  keine  StronüinL  vo."  eine»  P^.e 
von  8  zu  einem  anderen  gehen,  und  keine  Stromlinie  kann  durch  £ 
hindurchgehen.  Daher  existieren  keine  solchen  Linien;  9  ist  deshalb 
wie  vorher  konstant  und  gleich  seinem  Werte  auf  Ä 
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Es  folgt  aus  diesen  Sätzen,  daß  die  wirbellose  Bewegung  einer 
inkompressiblen  Flüssigkeit  in  einem  einfach  zusammenhängenden  Raum 
eindeutig  bestimmt  ist,  wenn  entweder  der  Wert  von  9  oder  der  Wert 

der  nach  Innen  gerichteten  Normalkomponente  —  «^  für  alle  Punkte  der 

Grenze  vorgeschrieben  ist,  oder  schließlich,  wenn  der  Wert  von  9  für 

einen  Teil  der  Grenzfläche  gegeben  ist  und  der  Wert  von  —  ~-  für  den 

übrigen  Teil.  Denn  wenn  ^^  und  9^  ^^^  Geschwindigkeitspotentiale 
zweier  Bewegungen  sind,  deren  jede  die  vorgeschriebenen  Grenz- 
bedingungen in  einem  dieser  Fälle  erfüllt,  so  genügt  die  Funk- 
tion 9i  —  g>2  der  Bedingung  (1)  oder  (2)  oder  (3)  dieses  Paragraphen, 
und  muß  deshalb  im  ganzen  Räume  konstant  sein. 

§  41.  Eine  Klasse  von  sehr  wichtigen  Fällen,  die  jedoch  in  den 
vorstehenden  Sätzen  nicht  völlig  einbegriffen  sind,  besteht  darin,  daß 
der  Raum,  den  die  wirbelfrei  bewegte  Flüssigkeit  einnimmt,  sich  bis  in 
das  unendliche  erstreckt,  jedoch  im  Innern  von  einer  oder  mehreren 
geschlossenen  Flächen  begrenzt  ist.  Wir  nehmen  zunächst  an,  daß 
der  Raum  einfach  zusammenhängend,  und  9  folglich  eindeutig  ist. 

Wenn  9  auf  der  inneren  Grenzfläche  konstant  ist,  und  in  unend- 
licher Entfernung  von  der  iuneren  Grenzfläche  überall  denselben 
konstanten  Grenzwert  besitzt,  so  ist  es  im  ganzen  Räume  konstant. 
Denn  andernfalls  würde  ^>  irgendwo  ein  Maximum  oder  Minimum  haben. 

Wir  schließen  gerade  wie  in  §  40,  daß  der  Wert  von  ^>  überall 
eindeutig  bestimmt  ist,  wenn  er  willkürlich  auf  der  inneren  Grenzfläche 
gegeben  ist  und  im  Unendlichen  einen  bestimmten  konstanten  Wert 
besitzt. 

Wichtiger  für  unsere  Zwecke  ist  der  Satz,  daß  ^>  überall  kon- 
stant ist,  wenn  die  normale  Komponente  in  jedem  Punkt  der  inneren 
Begrenzung  0  ist  und  die  Flüssigkeit  im  Unendlichen  ruht.  Wir 
können  dies  aber  nicht  sogleich  aus  dem  Beweis  des  entsprechenden 
Satzes  (§  40)  schließen.  Wir  dürfen  zwar  voraussetzen,  daß  der  Raum 
außen    von    einer    unendlich    großen    Fläche    begrenzt   wird,   wo    in 

jedem  Punkte  -^  unendlich  klein  ist,  aber  es  ist  wohl  denkbar,  daß 
das  Integral 

dn  ' 


II 


erstreckt  über  einen  Teil  dieser  Fläche,  dennoch  endlich  ist;  in  diesem 
Fall  würde  die  Schlußweise  ihre  Berechtigung  verlieren.  Wir  ver- 
fahren deshalb  folgendermaßen: 

Da    die    Geschwindigkeit    in    unendlicher    Entfernung    von    der 
inneren   Grenzfläche  (S)  sich   der  Grenze  0  nähert,   muß  es  möglich 

4* 
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sein,  eine  geschlossene  Fläche  E  zu  finden,  die  S  yoUständig  ein- 
schließt, und  außerhalb  deren  die  Geschwindigkeit  unter  einer  be- 
stimmten Grenze  s  liegt,  welche  beliebig  klein  gemacht  werden  kann, 
wenn  2J  genügend  groß  genommen  wird.  Nun  nehmen  wir  in  be- 
liebiger Richtung  Ton  S  einen  Punkt  P  an,  und  zwar  in  solcher  Ent- 
fernung von  27,  daß  der  räumliche  Gesichtswinkel,  unter  dem  U  in 
ihm  erscheint,  unendlich  klein  ist;  um  P  als  Mittelpunkt  legen  wir 
zwei  Kugeln,  von  denen  die  eine  S  gerade  ausschließt,  die  andere  ein- 
schließt. Wir  werden  nun  beweisen,  daß  der  Mittelwert  Ton  q)  auf 
jeder  dieser  Kugeln,  abgesehen  von  einer  imendlich  kleinen  Größe, 
der  gleiche  ist.  Denn  wenn  Q  und  Q'  Punkte  dieser  Kugeln  auf  dem 
gemeinschaftlichen  Radius  PQQ'  sind,  dann  können  die  entsprechenden 
Werte  Ton  (p  sich  zwar  um  eine  endliche  Größe  unterscheiden,  falls  Q 
und  Q'  innerhalb  U  liegen;  da  aber  der  Teil  jeder  Kugelfläche,  der  inner- 
halb £  liegt,  einen  unendlich  kleinen  Teil  der  ganzen  Kugel  bildet,  so 
kann  sich  folglich  kein  endlicher  Unterschied  der  Mittelwerte  ergeben. 
Wenn  andererseits  Q  und  Qf  außerhalb  £  liegen,  so  müssen  sieh  die 
entsprechenden  Werte  von  q)  um  weniger  als 

unterscheiden,  denn  €  ist  nach  Definition  die  obere  Grenze  für  das 
Gefälle  von  9.  Folglich  müssen  die  Mittelwerte  von  9  über  den 
beiden  Kugelflächen  sich  um  weniger  als  s  •  QQ^  unterscheiden.  Da  QQ^ 
endlich  ist,  während  s  beliebig  klein  gemacht  wird,  indem  man  £ 
groß  genug  nimmt,  so  kann  die  Differenz  der  Mittelwerte  unendlich 
klein  gemacht  werden,  wenn  P  in  genügender  Entfernung  ange- 
nommen wird. 

Nun  haben  wir  in  den  §§  38  und  39  gesehen,  daß  der  Mittel- 
wert von  (p  über  die  innere  Kugel  gleich  dessen  Werte  in  P  ist,  und 
daß  der  Mittelwert  über  die  äußere  Kugel  (da  Jf  ==  0)  gleich  der 
konstanten  Größe  C  ist.  Daraus  ergibt  sich  schließlich,  daß  der  Wert  9 
im  Unendlichen  überall  der  konstanten  Größe  C  zustrebt. 

Derselbe  Satz  gilt  auch,  wenn  die  Normalkomponente  der  Ge- 
schwindigkeit an  der  inneren  Grenzfläche  nicht  0  ist;  denn  in  dem 
Satz  des  §  39  ist  M  durch  r  dividiert,  welches  in  unserem  Falle  un- 
endlich ist. 

Wenn  also  in  allen  Punkten  der  inneren  Begrenzung  ^  =  0  ist,  und 

wenn  die  Flüssigkeit  im  Unendlichen  ruht,  so  folgt,  daß  sie  überall 
in  Ruhe  ist.  Denn  es  können  keine  Stromlinien  an  der  inneren 
Grenzfläche  beginnen  oder  endigen.  Wenn  also  Stromlinien  vorhanden 
sind,  so  müssen  sie  aus  unendlicher  Ferne  kommen,  die  Flüssigkeit 
durchsetzen  und  wieder  in  das  Unendliche  gehen,  d.  h.  sie  müssen 
unendlich  lange  Linien  zwischen  Gebieten  bilden,  wo  9,  bis  auf  eine 
unendlich  kleine  Größe,  den  gleichen  Wert  C  besitzt,  was  unmöglich  ist. 
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Ad8  denselben  Gründen,  wie  in  §  40,  folgt  der  Satz,  daß  die 
Bewegung  eindeutig  bestimmt  ist,  wenn  die  Flüssigkeit  im  Unend- 

liehen  in  Ruhe  ist  und  der  Wert  von  —  —■  auf  der  inneren  Begrenzung 

vorgeschrieben  ist. 

Der  Greensohe  Satz. 

§  42.  In  den  Lehrbüchern  über  Elektrostatik  usw.  werden  viele 
wichtige  Eigenschaften  des  Potentials  gewöhnlich  mit  Hilfe  des 
Greenscben  Satzes  hergeleitet.  Von  diesen  Eigenschaften  haben  wir 
die,  die  Ton  unserem  Standpunkt  aus  am  wichtigsten  erscheinen,  bereits 
gegeben.  Aber  da  der  Satz  unter  anderem  zu  einem  sehr  zweck- 
mäßigen Ausdruck  fiir  die  kinetische  Energie  in  irgend  einem  Falle 
rotationsloser  Bewegung  führt,  so  soll  eine  Darstellung  desselben  hier 
Platz  finden. 

Es  seien  U,  F,  W  drei  beliebige  Funktionen,  welche  endlich,  ein- 
deutig und  differenzierbar  in  allen  Punkten  eines  einfach  zusammen- 
hängenden Raumes  sind,  der  von  einer  oder  mehreren  geschlossenen 
Flächen  S  vollständig  begrenzt  ist;  es  sei  dS  ein  Element  einer 
dieser  Flächen,  imd  l,  m,  n  seien  die  Richtungskosinusse  der  nach 
Innen  gerichteten  Normalen.     Wir  wollen  zunächst  beweisen,  daß 

fJllU+  mr+  „W)dS  =  -jJ0^  +  ^+'J^)ä.dyd.,    (1) 

WO  das  dreifache  Integral  über  den  ganzen  Raum  und  das  Doppel^ 
integral  über  dessen  Begrenzung  zu  erstrecken  ist. 

Wir  denken  uns  eine  Schar  von  Flächen  so  gezogen,  daß  sie 
den  Raum  in  eine  Anzahl  einzelner  Teile  zerlegen;  dann  ist  das 
Integral 

ff(lU+  mV+  nW)dS,  (2) 

über  die  ursprüngliche  Grenzfläche  erstreckt,  gleich  der  Summe 
ähnlicher  Integrale,  deren  jedes  über  die  ganze  Begrenzung  eines 
dieser  Teile  zu  nehmen  ist.  Denn  für  jedes  Element  d(f  einer  dieser 
Schnittflächen  haben  wir  in  den  Integralen  Elemente 

(IU+  mV+  nW)d6  bezw.  {VU+  mV+  nW)d(f, 

welche   den   Teilen    entsprechen,    die   auf   den   beiden    Seiten   dieser 
Fläche  liegen.    Da  aber  die  Normalen,  zu  denen  /,  m,  n  und  T,  m,  n 
gehören,  stets  nach  Innen  zu  gezogen  sind,  so  haben  wir 

V l 


m  ^  —  m 
n'  =  —  n. 


Bilden  wir  darum  die  Summe  der  genannten  Integrale,  so  verschwinden 
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alle  Elemente,  die  von  den  Schnittflächen  herrühren,  und  es  bleiben 
nur  die  übrig,  die  der  ursprünglichen  Grens^äche  entsprechen. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  daß  die  Schnittflächen  aus  drei 
Systemen  von  Ebenen  bestehen,  die  in  unendlich  kleinen  Abständen 
parallel  zu  den  Koordinatenebenen  gezogen  sind.  Sind  x,  y,  z  die 
Koordinaten  des  Mittelpunktes  eines  der  hierdurch  gebildeten  recht- 
winkligen Räume,  und  öx,  dy,  öz  dessen  Kantenlängen,  so  ist  der  Teil 
des  Integrals  (2),  der  von  der  dem  Koordinatenanfangspunkt  zunächst 
gelegenen  y^er-Fläche  herrührt, 

und  derjenige,  der  Ton  der  entgegengesetzten  Seite  herrührt,  ist 

Die  Summe  beider  ist: 

—  :5—  •  dxdydz. 

ox  " 

Berechnen  wir  auf  die  gleiche  Weise  die  Teile  des  Integrals,  die  Ton 

den    übrigen   Paaren    von   Flächen    herrühren,    so    erhalten   wir    als 

Endresultat: 

fdU  ,   dV  ,   dW 


/dU   ,    dV  ,    dW\^    j.    j. 


dy 

Daher  drückt  Gleichung  (1)  einfach  die  Tatsache  aus,  daß  das  Ober- 
flächenintegral (2),  genommen  über  die  Begrenzung  des  Gebietes, 
der  Summe  ähnlicher  Integrale  gleich  ist,  die  über  die  Grenzen  der 
Elemente  erstreckt  sind,  in  die  wir  uns  den  Raum  geteilt  dachten. 
Es  geht  aus  (1)  hervor,  oder  kann  durch  eine  Koordinatentrans- 
formation direkt  bewiesen  werden,  daß  der  Ausdruck 

du  ,dvdw 

dx       dy        dz 

eine  ,^kalar&*  Größe  ist,  wenn  (U,V,W)  einen  „polarenf^  Vektor  dar- 
stellt; d.  h.  sein  Wert  wird  bei  einer  Koordinatentransformation  nicht 
geändert  Dieser  Ausdruck  wird  jetzt  gewöhnlich  als  die  ,yDivergemf^ 
des  Vektorfeldes  im  Punkte  {x,  y,  z)  bezeichnet. 

Wenn  (J7,  F,  TT)  die  Geschwindigkeit  einer  kontinuierlichen  Sub- 
stanz darstellt,  so  ist  die  Deutung  einfach.  In  dem  speziellen  Falle 
einer  wirbelfreien  Bewegung  erhalten  wir  ferner: 

fP/,dS  =  -fffA<pdxdydz,  (3) 

WO  dn  ein  Element  der  nach  Innen  gerichteten  Normale  der 
Fläche  S  ist. 
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Wenn  wir 

11'=' QU, 

r-  QV, 

setzen,  so  kommen  wir  wieder  zu  der  Untersuchung  des  §  8. 
Ein  anderer  wichtiger  Schluß  wird  gewonnen,  wenn  man 

?7—  uq), 

r^vq), 

W=  wtp 

setzt,  wo  Uy  V,  w  die  Beziehung 

dx      dy       dz  ^ 
innerhalb  des  Raumes  erfüllen,  und  an  der  Grenze 

lu  +  mv  +  nw  =  0 
machen.    Wir  finden: 


///( 


Die  Funktion  9  ist  hier  nur  den  Einschränkungen  unterworfen,  im 
ganzen  Gebiet  endlich,  eindeutig  und  stetig  zu  sein,  und  endliche 
erste  Ableitungen  zu  haben. 

§  43.  Es  seien  jetzt  q>  und  tp'  zwei  beliebige  Funktionen, 
welche,  zusammen  mit  ihren  ersten  und  zweiten  Ableitungen,  im 
ganzen  betrachteten  Raum  endlich  und  eindeutig  sind;  wir  wollen 


ü= 

9 

F  = 

9 

dy' 

setzen,  sodaß 


TT- 9.%?^ 

^     dz 
lU+mV  +  nW=-(p^^ 


Durch  Einsetzen  in  Gleichung  (1)  finden  wir: 

fMt « -  -f/M  '^ + If  Iv + H  %y-"'' 

-^jihpAfp'dxdydjs,         (5) 
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Durch  Vertauschen  Ton  (p  und  fp'  erhält  man 

JJ^  dn  JJJ\dx  ex    '   cy  cy       dz   dz/  ^ 

—  jj  ((f'^ff  dx  dy  dz.  (6) 

Die  Gleichungen  (5)  und  (6)  bilden  zusammen  den  Ghreenschen  Satz.^) 

§  44.  Wenn  ^  und  q)'  die  Geschwindigkeitspotentiale  zweier  ver- 
schiedener Arten  Ton  wirbelfreier  Bewegung  einer  inkompressiblen 
Flüssigkeit  sind^  sodaß 

A(p'=or  ^' 

so  erhalten  wir 

fß'^äS^fß'l^äS.  (2) 

Wenn  wir  uns  an  die  in  §  18  gegebene  physikalische  Deutung  des 
Geschwindigkeitspotentiales  erinnern,  indem  wir  uns  die  Bewegung  aus 
der  Ruhe  durch  Impulse  hervorgebracht  denken,  so  erkennen  wir,  daß 
diese  Gleichung  ein  besonderer  Fall  des  bekannten  Satzes  der  Dynamik 
ist,  daß 

WO  p^^  q^  imd  p^'  q/  generalisierte  Komponenten  von  Impuls  und  Ge- 
schwindigkeit für  zwei  beliebige  mögliche  Bewegungen  des  Systems 
bezeichnen.^) 

Nehmen  wir  femer  in  §  43  (6) 

wo  fp  das  Geschwindigkeitspotential  einer  inkompressiblen  Flüssig- 
keit ist,  so  erhalten  wir: 

Um  dies  zu  deuten,  multiplizieren  wir  beide  Seiten  mit  \q.   Dann 

bezeichnet   auf  der   rechten   Seite  —  -^  die  Normalkomponente   der 

Geschwindigkeit  nach  dem  Innern  der  Flüssigkeit,  während  Qq>  (nach 
§  18)  der  impulsive  Druck  ist,  der  nötig  ist,  um  die  Bewegung  zu 
erzeugen.  Ein  Satz  der  Dynamik')  sagt,  daß  die  von  einer  impul- 
siven Kraft  geleistete  Arbeit  gleich  dem  Produkt  des  Impulses  mit 
der  halben  Summe  der  in  der  Richtung  des  Impulses  genommenen 

1)  6.  Green,  Essay  an  Electricity  and  Magnetism,  Nottingham  1828,  §  3 
{Maihematical  Papers  [ed.  Forrers],  Cambridge  1871,  S.  23). 

2)  Thomson-Tait,  iV^atwral  Philosophy,  %  813,  Gleichung  (11). 

3)  Thomson-Tait,  Natural  Phüosophy,  §  308. 


Die  kineÜBche  Energie.  57 

Anfangs-  und  Endgeschwindigkeit  des  Punktes  ist,  auf  welchen  er 
gewirkt  hat.  Daher  drückt  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (3)  in  der 
angegebenen  Modifikation  die  Arbeit  aus,  die  von  einem  System  von 
impulsiven  Drucken  geleistet  wird^  welches  die  tatsächliche  Bewegung 
erzeugen  würde,  wenn  es  auf  die  Oberfläche  S  wirken  würde;  die 
linke  Seite  hingegen  gibt  die  kinetische  Energie  dieser  Bewegung.  Die 
Formel  besagt,  daß  beide  QröBen  gleich  sind.  Wenn  darum  T  die 
gesamte  kinetische  Energie  der  Flüssigkeit  bezeichnet,  so  haben  wir 
das  wichtige  Resultat: 

Wenn  wir  in  Gleichung  (3)  ^  statt  q)  schreiben,  was   natürlich 
der  Gleichung 

dx 

genügt,  und  den  daraus  folgenden  Satz  auf  den  Raum  anwenden,  der 
Ton  einer  Kugel  mit  dem  Radius  r  und  einem  beliebigen  Mittelpunkt 
(Xy  y,  z)  eingeschlossen  wird,  dann  haben  wir  in  derselben  Schreib- 
weise wie  in  §  39: 

ir-  §.Jß'ä^  -fß  '^äS-  -JJ%  l  (IS  iS 


=///! 


IVrxV        \dxdy, 
Wenn  wir  folglich 

3*  =  ti*  +  t?*  +  w^ 
setzen,  ist: 

Da  der  letztere  Ausdruck  wesentlich  positiv  ist,  so  wächst  der  Mittel- 
wert von  q^,  der  auf  einer  Engel  mit  beliebigem  Zentrum  genommen 
ist,  mit  wachsendem  Radius  der  Kugel.  Folglich  kann  q^  in  keinem 
Punkte  der  Flüssigkeit  ein  Maximum  haben,  was  auf  andere  Weise 
in  §  37  bewiesen  worden  ist. 

Erinnern  wir  uns  überdies  an  die  Formel  für  den  Druck  in  dem  Falle 
einer  wirbellosen  Bewegung  einer  inkompressiblen  Flüssigkeit^  nämlich 

^-  =  |5'-a-i3»+F(0,  (6) 

so  schließen  wir  daraus,  falls  das  Potential  Sl  der  äußeren  Kräfte  die 

Bedinsrunir 

^^  AÄ-0  (7) 

erfüllt,   daß   der  Mittelwert   von  p   auf  einer  Kugel,  die   um    einen 
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Punkt  im  Innern  der  Flüssigkeit  beschrieben  ist,  mit  wachsendem 
Radius  abnimmt.  Die  Stelle  geringsten  Druckes  wird  deshalb  irgend- 
wo an  der  Begrenzung  der  Flüssigkeit  liegen.  Dies  steht  in  Be- 
ziehung zu  dem  in  §  23  erörterten  Punkte. 

§  45.  In  diesem  Zusammenhang  wollen  wir  einen  bemerkens- 
werten Satz  anführen,  der  yon  Lord  Kelvin^)  entdeckt  und  später 
von  ihm  als  eine  allgemeine  Eigenschaft  dynamischer  Systeme  ver- 
allgemeinert wurde,  die  aus  der  Ruhe  unter  vorgeschriebenen  Ge- 
schwindigkeiten durch  Impulse  in  Bewegung  gesetzt  werden.*) 

Die  wirbellose  Bewegung  einer  inkompressiblen  Flüssigkeit  in 
einem  einfach  zusammenhängenden  Raum  besitzt  geringere  kinetische 
Energie  als  jede  andere  Bewegung,  die  die  gleiche  (reschwindigkeit 
normal  zur  Grenzfläche  hat. 

Es  sei  T  die  kinetische  Energie  der  rotationslosen  Bewegung, 
auf  welche  das  Geschwindigkeitspotential  ^  sich  bezieht,  und  2\  die- 
jenige einer  anderen  Bewegung,  die  durch 


v  =  —  ~  +  ro 

«^  -  -  äi  +  «'• 


(8) 


gegeben    ist,   wo    zufolge    der   Kontinuitätsgleichung    und    der    vor- 
geschriebenen Grenzbedingung 

dx  ~^  dy        dz  ^^ 
im  ganzen  Raum  gilt,  imd 

Iuq  +  mvQ  +  nu?o  —  0 
auf  der  Begrenzung  sein  muß.    Wir  schreiben  femer: 

^0  --  ^9fff{<  +  V  +  'O^J^ dy  dz,  (9) 

Dann  finden  wir: 

Da  gemäß  §  42  (4)  das  letzte  Integral  verschwindet,   so  haben  wir: 

T,^T+T^,  (10) 

wodurch  der  Satz  bewiesen  ist. 


1)  W.  Thomaon,   „On   the  Via -Viva  of  a  Liquid  in  Motion",  Ckmb,  and 
Dub.  MaA,  Jaum.  1849  {Mathematical  and  Physical  Papers  I,  S.  107). 
t)  Tl&omson-Tait,  Natural  FküoMphy,  §  312. 
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§  46.  Wir  müssen  später  wissen,  wie  sich  der  Ausdruck  (4) 
für  die  kinetische  Energie  gestaltet,  wenn  sich  die  Flüssigkeit  bis 
in  das  Unendliche  erstreckt  und  sich  dort  in  Buhe  befindet,  während 
sie  nach  Innen  zu  von  einer  oder  mehreren  geschlossenen  Flächen  S 
begrenzt  ist.  Nehmen  wir  an,  daß  eine  große  geschlossene  Fläche  £ 
so  beschrieben  sei,  daß  sie  die  Flächen  S  sämtlich  einschließt.  Die 
Energie  der  Flüssigkeit,  die  sich  zwischen  S  und  £  befindet,  ist 

-^9jp^JS-^,JJ^%dZ,  (11) 

wo  die  Integration  in  dem  ersten  Ausdruck  über  5,  in  dem  zweiten 
über  £  zu  erstrecken  ist.     Da  iafolge  der  Kontinuitätsgleichung 

kann  die  Gleichung  (8)  folgendermaßen  geschrieben  werden: 

-  iQjß'P  -0)'^,dS-  ip£f(^  -C)'/^di:,  (12) 

wo  C  irgend  eine  Konstante  sein  mag,  hier  aber  den  bestimmten 
Wert  haben  soll,  dem  <p  (nach  §  39)  in  unendlicher  Entfernung 
Ton  S  zustrebt.  Wir  können  uns  nun  den  ganzen  Ton  Flüssigkeit 
erfüllten  Raum  aus  Stromfäden  zusammengesetzt  denken,  deren  jeder 
Ton  einem  Punkte  der  inneren  Grenzfläche  entweder  zu  einem  andern 
Punkt  derselben  oder  in  das  Unendliche  gehen  muß.  Deshalb  muß 
der  Wert  des  Integrals 


JJ  eil 


erstreckt  über  eine  beliebige  in  dem  Gebiet  liegende  Fläche,  endlich 
sein,  gleichviel  ob  sie  offen  oder  geschlossen,  endlich  oder  unendlich  ist. 
Wenn  wir  E  unendlich  groß  und  in  unendlicher  Entfernung  von  S  an- 
nehmen, so  folgt  schließlich,  daß  das  zweite  Glied  von  (12)  ver- 
schwindet^ und  wir  haben: 

2  ^ = -  ^j^^f  -^^rn  ^^'  (12) 

wo  die  Integration  nur  über  die  innere  Begrenzung  zu  erstrecken  ist. 
Ist  der  gesamte  Fluß  durch  die  innere  Fläche  Null,  so  haben  wir: 


//; 


ll  iS  -  0, 


sodaß  Gleichung  (13)  einfach  geschrieben  werden  kann: 
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Über  mehxfkoh  Busammenhftngende  Bäume. 

§  47.  Ehe  wir  die  Eigenschaften  der  wirbellosen  Bewegung  in 
mehrfach  zasammenhängenden  Räamen  untersuchen,  müssen  wir  die 
Eigenschaften  und  Einteilung  solcher  Räume  genauer  erörtern.  In 
der  folgenden  Übersicht  über  diesen  Zweig  der  Geometrie  der  Lage 
wiederholen  wir  der  Vollständigkeit  wegen  einige  bereits  gegebene 
Definitionen. 

Wir  betrachten  einen  zusammenhangenden  Raum,  der  von  Flachen 
begrenzt  wird.  Ein  Raum  heißt  ^^usammenhängen^,  wenn  es  möglich 
ist^  Yon  irgend  einem  Punkte  desselben  zu  einem  anderen  auf  imendlich 
Tielen  Wegen  zu  gelangen,  Ton  denen  jeder  ganz  in  dem  Räume  liegt. 

Irgend  zwei  solche  Wege,  oder  zwei  geschlossene  Kunren  heißen 
yyintuiander  überführbar^  oder  „vereinbar",  wenn  sie  durch  stetige  Ver- 
änderung zum  Zusammenfallen  gebracht  werden  können,  ohne  daß  der 
Raum  irgendwo  überschritten  wird.  Irgend  eine  geschlossene  Kurve, 
die  zu  einem  Punkt  zusammengezogen  werden  kann,  ohne  daß  dabei 
der  Raum  irgendwo  verlassen  wird,  heißt  ^reduMierbar^'.  Zwei  inein- 
ander überfUirbare  W^^  bilden  zusammen  eine  reduzierbare  ge- 
schlossene Kurve.  Wenn  zwei  Wege  oder  zwei  geschlossene  Kurven 
ineinander  überführbar  sind,  so  muß  es  möglich  sein,  sie  durch  eine 
stetige  Fläche  zu  verbinden,  welche  ganzlich  in  dem  Räume  liegt, 
und  deren  vollständige  Begrenzung  sie  bilden,  und  umgekehrt. 

Es  ist  weiter  passend,  zwischen  y^nfadi'^  und  ^^mdwfadi*^  un- 
reduzierbaren  Kurven  zu  unterscheiden.  Eine  j^mehrfachf^  geschlossene 
Kurve  ist  eine  solche,  die  man  durch  stetige  Veränderung  ganz  oder 
teilweise  als  die  mehrfiEM^he  Wiederholung  einer  anderen  geschlossenen 
Kurve  darstellen  kann.  Eine  y^nfarM**  geschlossene  Kurve  ist  eine  solche, 
wo  dies  nicht  möglich  ist 

Ein  „QuersAnHf"  oder  eine  JSckndetcand^*  ist  eine  Fläche,  die 
durch  den  lUum  gezogen  ist  und  von  der  Linie  oder  von  den  Linien  be- 
grenzt wird,  in  denen  sie  sich  mit  der  Begrenzung  des  Raumes  schneidet. 
Folglich  ist  ein  Querschnitt  notwendig  eine  zusammenhängende  Fläche, 
und  kann  nicht  aus  zwei  oder  mehr  getrennten  Flächen  bestehen. 

Ein  „eiit/adb  zusammenhängender^  Raum  ist  ein  solcher,  wo  alle 
Wege,  die  zwei  beliebige  Punkte  verbinden,  ineinander  überführbar 
sind,  oder  wo  alle  geschlossenen  Kurven,  die  in  ihm  gexog&n  sind, 
reduzierbar  sind. 

Ein  yjßtceifach  rtisammenkängender**  Raum  ist  ein  solcher,  wo 
zwei  und  nicht  mehr  Linien  zwischen  zwei  beliebigen  Punkten  A 
und  B  desselben  gezogen  werden  können,  die  sich  nicht  ineinander 
überführen  lassen;  d.  h.  jede  andere  Linie,  die  A  mit  B  verbindet, 
läßt  sich  in  eine  von  diesen  überführen,  oder  in  eine  Kombination  der 
beiden^  wobei  jede  eine  bestimmte  AnaaM  Male  genommen  ist.     Mit 
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anderen  Worten:  Der  Raum  ist  so  beschaffen,  daß  eine  einfache,  nicht 
reduzierbare  geschlossene  Kurve  in  ihm  gezogen  werden  kann,  während 
alle  anderen  geschlossenen  Kurven  entweder  in  diese  übergeführt  werden 
können  oder  reduzierbar  sind.  Als  Beispiel  eines  zweifach  zusammen- 
hängenden Raumes  können  wir  auf  den  Raum  hinweisen,  der  von  einer 
Ringfiäche  eingeschlossen  wird,  oder  auf  den  Raum,  der  außerhalb  dieser 
Fläche  liegt  und  sich  bis  in  das  Unendliche  erstreckt. 

Allgemein  heißt  ein  Raum  j^n-fach  zusammenhängend^^  wenn  n 
und  nicht  mehr  nicht  überführbare  Linien  zwischen  zwei  beliebigen 
Punkten  gezogen  werden  können,  oder  wenn  (n  —  1)  und  nicht  mehr 
einfache  unreduzierbare  und  nicht  überführbare  geschlossene  Kurven 
in  ihm  gezogen  werden  können. 

Der  schraffierte  Teil  der  Figur  auf  S.  42  ist  ein  zweidimensionaler 
dreifach  zusammenhängender  Raum. 

Es  kann  bewiesen  werden,  daß  die  obige  Definition  eines  mehrfach 
zusammenhängenden  Raumes  folgerichtig  ist.  In  den  einfachen  Fällen, 
wie  n  »  2,  n  »  3,  ist  dies  ohne  weiteres  klar. 

§  48.  Wir  wollen  jetzt  annehmen,  daß  ein  n-fach  zusammen- 
hängender Raum  vorliegt,  in  dem  n-1  unabhängige  unreduzier- 
bare geschlossene  Kurven  gezogen  sind.  Es  ist  dann  möglich,  einen 
Querschnitt  zu  ziehen,  der  eine  beliebige  dieser  Kurven  nfr  in  einem 
Punkte,  die  anderen  n  —  2  aber  gamicht  trifft.  Ein  solcher  Quer- 
schnitt stört  den  Zusammenhang  des  Raumes  nicht,  denn  die  durch- 
schnittene Kurve  bleibt  als  ein  Weg,  der  von  einer  Seite  nach  der 
anderen  führt  Die  Zusammenhangszahl  des  Raumes  ist  jedoch  um  1 
vermindert;  denn  jede  geschlossene  Kurve,  die  in  dem  veränderten 
Räume  gezogen  wird,  muß  sich  in  eine  oder  mehrere  der  n  —  2 
Kurven  überführen  lassen,  welche  den  Querschnitt  nicht  treffen. 

Ein  zweiter,  in  derselben  Weise  gezogener  Schnitt  wird  die  Zu- 
sammenhangszahl wieder  um  1  vermindern  usw.;  folglich  können  wir 
durch  n  —  1  Querschnitte  den  Raum  auf  einen  einfach  zusammen- 
hängenden zurückführen. 

Ein  einfach  zusammenhängender  Raum  wird  durch  einen  Schnitt 
in  zwei  getrennte  Teile  geteilt;  denn  sonst  wäre  es  möglich,  von 
einem  Punkte  auf  einer  Seite  des  Querschnittes  zu  einem  Punkt  auf 
der  anderen  Seite  vermittels  eines  Weges  zu  gelangen,  der  ganz  in 
dem  Räume  liegt  und  in  dem  ursprünglichen  Raum  eine  unreduzier- 
bare geschlossene  Kurve  gebildet  hätte. 

Folglich  kann  man  in  einem  n-fach  zusammenhängenden  Raum 
n  —  1  und  nicht  mehr  Querschnitte  ziehen,  ohne  den  Zusammenhang 
des  Raumes  zu  zerstören.  Diese  Eigenschaft  ist  bisweilen  zur  Defini- 
tion des  n-fach  zusammenhängenden  Raumes  verwendet  worden. 
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Wirbelfireie  Bewegung  in  mehrfach  zusammenhängenden  Bäumen. 

§  49.  Die  Zirkulation  ist  die  gleiche  in  zwei  ineinander  über- 
führbaren  Kurven  ABCA  und  A'B^CA\  die  in  einem  Raum  gezogen 
sind,  der  von  einer  wirbelfrei  bewegten  Flüssigkeit  erfüllt  ist.  Die 
beiden  geschlossenen  Kurven  nämlich  kömien  durch  eine  stetige,  ganz 
in  diesem  Raum  liegende  Fläche  verbunden  werden;  und  wenn  wir 
den  Satz  des  §  32  auf  diese  Fläche  anwenden  imd  uns  der  Regel 
über  die  Richtung  der  Integration  um  die  Berandung  erinnern,  so 
haben  wir: 

J(ABCA)  +  J{ACBA)  =  0 
oder 

J(ABCA)  =  J{ABCA), 

Wenn  eine  geschlossene  Kurve  ABCA  in  zwei  oder  mehrere  geschlossene 
Kurven  AB^CAy  Ä'B!'C'Ä'  usw.  zusammengenommen  übergeführt 
werden  kann,  so  können  wir  alle  diese  Kurven  durch  eine  stetige 
Fläche  verbinden,  die  ganz  in  diesem  Raum  liegt,  und  deren  voll- 
ständige Begrenzung  sie  bilden.     Daher  ist 

J{ABCA)  +  J{A'CBA)  +  J{A'C'B'A')  +  .  •  •  =  0 

oder 

J(ABCA)  =  JiABCA')  +  J(A'B'C'A')  +  •  •  •; 

d.  h.  die  Zirkulation  in  einer  geschlossenen  Kurve  ist  gleich  der 
Summe  der  Zirkulationen  in  den  einzelnen  Gliedern  irgend  einer  Reihe 
von  Kurven,  in  die  dieselbe  übergeführt  werden  kann. 

Es  sei  die  Zusammenhangszahl  des  Raumes  n  +  1,  sodaß  n  un- 
abhängige nicht  reduzierbare  geschlossene  Kurven  %,  o,,  •  •  •,  a^  in 
ihm  gezogen  werden  können;  femer  seien  die  Zirkulationen  in  diesen 
Kurven:  x^,  x^,  x,,  •  •  •,  x^.  Das  Vorzeichen  jedes  x  hängt  natürlich 
von  der  Richtung  der  Integration  längs  des  entsprechenden  Kreises 
ab;  die  Richtung,  für  welche  x  berechnet  wird,  soll  die  positive 
Richtung  der  geschlossenen  Kurve  heißen.  Der  Wert  der  Zirkulation 
für  eine  andere  geschlossene  Kurve  kann  jetzt  ohne  weiteres  gefunden 
werden.  Denn  die  betreffende  Kurve  kann  notwendig  in  eine  Kom- 
bination der  geschlossenen  Kurven  Oj,  o^,  •••,  a^  übergeführt  werden; 
hierbei  mag  a^,  ^^mal,  o^,  p^mtl  usw.  genommen  werden,  wo  p  negativ 
ist,  wenn  die  entsprechende  geschlossene  Kurve  in  negativer  Richtung 
genommen  wird.     Die  gesuchte  Zirkulation  ist  dann: 

Pl^  +  Pi^+''+Pn^n'  (1) 

Da  irgend  zwei  Linien,  die  zwei  Punkte  A  und  B  des  Raumes  ver- 
binden, zusammen  eine  geschlossene  Kurve  bilden,  so  folgt,  daß  die 
Werte  der  Strömung  längs  diesen  beiden  Linien  sich  um  eine  Größe 
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der  Form  (1)  unterscheiden,  wobei  natürlich  in  besonderen  Fällen 
einige  oder  alle  Größen  p  zu  Null  werden. 

§  60.  Wir  bezeichnen  mit  —  tp  die  Strömung  von  einem  festen 
Punkte  A  zu  einem  yariablen  Punkte  P,  nämlich: 

p 

9  «  —  /  {udx  +  vdy  +  ivdz),  (2) 

A 

Solange  der  Integrationsweg  Ton  A  nach  P  nicht  angegeben  ist,  wird 
9  bis  auf  eine  Größe  von  der  Form  (1)  bestimmt. 

Wenn  jedoch  nach  der  in  §  48  angegebenen  Weise  n  Querschnitte 
gezogen  werden,  um  den  Raum  in  einen  einfach  zusammenhängenden  zu 
verwandeln,  und  wenn  der  Integrationsweg  in  Gleichung  (2)  die  Ein- 
schränkung erföhrt,  daß  er  nur  in  dem  so  veränderten  Räume  liegen, 
d.  h.  keinen  der  Querschnitte  kreuzen  darf,  dann  wird  q>  eine  eindeutige 
Funktion  wie  in  §  35.  Es  ist  in  dem  veränderten  Raum  stetig,  aber  seine 
Werte  an  zwei  benachbarten  Punkten  auf  gegenüberliegenden  Seiten 
des  Querschnittes  unterscheiden  sich  um  ±  x.  Um  den  Wert  von  q> 
zu  bestimmen,  wenn  die  Integration  über  einen  Weg  im  unveränderten 
Räume  ausgeführt  wird,  müssen  wir  die  Größe  (1)  abziehen,  wobei 
p  angibt,  wie  viele  Male  dieser  Weg  die  entsprechenden  Querschnitte 
kreuzt.  Ein  Durchkreuzen  in  der  positiven  Richtung  der  geschlossenen 
Kurven,  die  vom  Querschnitt  getroffen  werden,  wird  hier  positiv,  ein 
Durchkreuzen  in  der  entgegengesetzten  Richtung   negativ  gerechnet. 

Verschiebt  man  P  um  eine  unendlich  kleine  Strecke  parallel  zu 
den  Koordinatenachsen,  so  findet  man: 

ex 
dtp  . 

d(p 

!<;  =  —  -X 

dz 

sodaß  (f  der  Definition  des  Geschwindigkeitspotentiales  (§  17)  ge- 
nügt. Es  ist  jetzt  aber  eine  y^mehrdeutige^^  oder  ^yUische^'  Funktion, 
d.  h.  es  ist  nicht  möglich,  jedem  Punkt  des  ursprünglichen  Raumes 
einen  einzigen  bestimmten  Wert  von  fp  so  zuzuordnen,  daß  diese  ein 
stetiges  System  bilden.  Im  Gegenteil,  wenn  P  eine  nicht  reduzier- 
bare geschlossene  Kurve  beschreibt,  wird  (p  im  allgemeinen  nicht  zu 
seinem  ursprünglichen  Werte  zurückkehren,  sondern  wird  sich  von  ihm 
durch  eine  Größe  der  Form  (1)  unterscheiden.  Die  Größen  Xj,  Xj,  •  •  •,  x^, 
welche  die  Beträge  angeben,  um  die  <p  abnimmt,  wenn  P  die  ver- 
schiedenen unabhängigen  geschlossenen  Kurven  des  Raumes  durch- 
läuft, werden  als  die  „zyklischen  Konstanten^'  von  fp  bezeichnet. 


f 
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Es  ist  eine  uDmittelbare  Folge  des  Zirkulationssatzes  (§  33), 
daß  unter  den  dort  angenommenen  Bedii^ungen  die  zyklischen  Eon- 
stanten von  der  Zeit  unabhängig  sind.  Die  Notwendigkeit  dieser 
Bedingungen  ist  an  der  Aufgabe  des  §  29  illustriert^  wo  das  Potential 
der  äußeren  Kräfte  selbst  eine  mehrdeutige  Funktion  ist. 

Die  vorstehende  Theorie  kann  durch  den  Fall  des  §  27  (Gleichung  2) 
erläutert  werden,  wo  der  Raum  zweifach  zusammenhängend  ist,  da 
die  Umgebung  des  Anfangspunktes  auszuschließen  ist,  wo  die  Formeln 
eine  unendlich  große  Geschwindigkeit  ergeben  würden;  daher  können 
wir  irgend  zwei  Punkte  A  und  B  des  Raumes  durch  zwei  Wege,  die 

nicht   ineinander   überfÜhrbar   sind,   ver- 
binden, indem  wir  auf  entgegengesetzten 
Seiten  der  jer- Achse  gehen,  z.  B.  auf  ACB 
und  auf  ABB  in  der  Figur.   Der  Teil  der 
jerrr- Ebene,  für  den  x  positiv  ist,  kann  als 
Querschnitt   genommen  werden,  und  der 
Raum  wird  auf  diese  Weise  in  einen  ein- 
fach zusammenhängenden  verwandelt.    Die  Zirkulation  in  irgend  einer 
geschlossenen  Kurve,  die  den  Querschnitt  nur  einmal  trifft,  z.  B.  iu 
ACBBA,  ist: 


%n 


S 


—  -rddy    oder    2%^, 

In  einer  geschlossenen  Kurve,  die  den  Querschnitt  nicht  trifft,  ist 
sie  Null.  In  dem  umgewandelten  Räume  kann  ^  gleich  einer  ein- 
deutigen Funktion,  z.  B.  — ■  fiö,  gesetzt  werden,  aber  deren  Wert  auf 
der  positiven  Seite  des  Querschnittes  ist  Null,  der  in  einem  beaach- 
harten  Punkt  der  negativen  Seite  ist  —2n^. 

Kompliziertere  Beispiele  der  wirbellosen  Bewegung  in  mehr- 
fach zusammenhängenden  zweidimensionalen  Räumen  werden  sich  im 
nächsten  Kapitel  darbieten. 

§  61.  Ehe  wir  weiter  gehen,  wollen  wir  kurz  ein  etwas  anderes 
Verfahren  zur  Darstellung  der  obigen  Theorie  angeben. 

Wir  wollen  von  der  Existenz  eines  Geschwindigkeitspotentials  aus- 
gehen, als  dem  charakteristischen  Merkmale  fär  die  Klassen  von  Be- 
wegungen, mit  denen  wir  uns  beschäftigen,  und  wir  wollen  die  zweite 
Definition  des  n  -f  1-fach  zusammenhängenden  Raumes  zu  Grunde  legen, 
die  in  §  48  angedeutet  ist.  Wir  beachten,  daß  in  einem  einfach 
zusammenhängenden  Raum  jede  Äquipotentialfläche  entweder  eine 
geschlossene  Fläche  sein  oder  andernfalls  einen  Querschnitt  bilden 
muß,  der  den  Raum  in  zwei  getrennte  Teile  zerlegt.  Denken  wir 
uns  daher  das  ganze  System  dieser  Flächen  gezeichnet,  so  sehen 
wir,  daß  eine  geschlossene  Kurve,  die  eine  Äquipotentialfläche  einmal 
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«durchschneidet,  sie  noch  ein  zweites  Mal  durchsetzen  muß,  und  zwar  in 
der  entgegengesetzten  Richtung.  Deshalb  entspricht  jedem  Element 
der  Kurve,  das  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  Äquipotentialflächen 
eingeschlossen  ist,  ein  zweites  Element,  das  so  beschaffen  ist,  daß  die 
Strömung  längs  desselben,  die  gleich  der  Differenz  der  entsprechenden 
Werte  Ton  (p  ist,  gleich  und  entgegengesetzt  der  Strömung  längs  des 
•ersteren  ist;  daher  ist  der  Betrag  der  Zirkulation  in  der  ganzen 
Kurve  =  0. 

Wenn  jedoch  der  Raum  mehrfach  zusammenhangend  ist,  so  kann 
eine  Äquipotentialfläche  einen  Querschnitt  bilden,  ohne  den  Raum  in 
2wei  getrennte  Teile  zu  teilen.  Wir  wollen  so  viele  Querschnitte 
ziehen,  als  mögUch  sind,  ohne  den  Zusammenhang  des  Raumes  zu  zer- 
stören. Die  Zahl  derselben  kann  nach  Definition  nicht  größer  als  n 
«ein.  Jede  andere  Äquipotentialfläche,  welche  nicht  geschlossen  ist, 
kann  offenbar  in  einen  oder  mehrere  dieser  Querschnitte  übergeführt 
werden.  Wird  eine  Kurve  von  einer  Seite  eines  Querschnittes  nach 
•der  anderen  gezogen,  ohne  einen  der  übrigen  Querschnitte  zu  treffen, 
490  wird  sie  jede  Äquipotentialfläche,  die  in  den  ersteren  Querschnitt 
überführbar  ist,  eine  ungerade  Anzahl  Male  treffen,  und  jede  andere 
Fläche  eine  gerade  Anzahl  Male.  Deshalb  wird  die  Zirkulation  in 
dieser  geschlossenen  Kurve  nicht  verschwinden,  <p  wird  eine  zykUsche 
Funktion  sein. 

Bei  der  vorigen  Methode  haben  wir  die  ganze  Theorie  auf  fol- 
j^ende  Gleichungen  gegründet: 


dy 

-L'-»l 

du 
dt 

-li-o 

dv 

dx 

du     ^ 

dy          ) 

(3) 


imd  wir  haben  die  Existenz  und  die  Eigenschaften  des  Geschwindig- 
keitspotentiales  in  den  verschiedenen  Fällen  als  notwendige  Folgen 
dieser  Gleichimgen  abgeleitet.  In  der  Tat  können  die  §§  34,  35,  49,  50 
als  eine  Abhandlung  über  die  Integration  dieses  Systemes  von  Diffe- 
rentialgleichungen betrachtet  werden. 

Die  Integration  der  Gleichungen  (3)  für  den  Fall,  daß  auf  der 
rechten  Seite  statt  0  bekannte  Funktionen  von  Xy  y,  z  stehen,  wird 
in  Kap.  VII  behandelt  werden. 

§  62.  Wir  gehen  jetzt,  wie  in  §  36,  zu  dem  besonderen  Fall 
«iner  inkompressiblen  Flüssigkeit  über.  Gleichviel  ob  ^>  mehrwertig 
ist  oder  nicht,  so  sind  doch  offenbar  die  ersten  Ableitungen 

^9     dqp     dqp 

dx^  dy^  de 

liftmb,  HydrodTiiainik.  6 
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TDOid  darum  alle  höheren  Ableitnngen  eindeutige  Funktionen,  sodaß  (p- 
stets  der  Eontinuitätsgleichung 

A(p^O  (1) 

oder  deren  gleichbedeutendem  Ausdruck 

y^ds^o  (2) 

genügt,   wo    das   Doppelintegral   über   die   ganze   Begrenzung    eines 
Teiles  der  Flüssigkeit  zu  erstrecken  ist. 

Nach  Satz  (1)  des  §  40  muß  fp  für  jeden  Punkt  im  Inneren 
eines  Raumes  konstant  sein,  für  den  Gleichung  (1)  gilt,  wenn  es  auf 
der  Begrenzung  konstant  ist.  Dieser  Satz  gilt  auch  für  einen  mehr- 
fach zusammenhängenden  Raum.  Weil  daher  <p  auf  der  Grenzfläche 
konstant  ist,  so  ist  es  notwendig  eindeutig. 

Die  übrigen  Sätze  des  §  40,  die  auf  der  Annahme  beruhen,  daß- 
die  Stromlinien  keine  geschlossenen  Kurven  bilden  können,  erfordern 
eine  Modifikation.  Wir  müssen  die  Bedingung  hinzunehmen,  daß  die 
Zirkulation  in  jeder  geschlossenen  Kurve  des  Raumes  Null  ist. 

Lassen  wir  diese  Einschränkimg  weg,  so  haben  wir  den  Satz,, 
daß  die  wirbelfreie  Bewegung  einer  Flüssigkeit,  die  einen  n-fach  zu- 
sammenhängenden Raum  erfüllt,  bestinmit  ist,  wenn  in  jedem  Punkte 
der  Grenzfläche  die  Normalkomponente  der  Geschwindigkeit  vor- 
geschrieben ist,  ebenso  wie  der  Wert  der  Zirkulation  in  jeder  der 
n  unabhängigen  und  unreduzierbaren  geschlossenen  Kurven,  die  in 
dem  Räume  gezogen  werden  können.  Denn  wenn  <p^  und  (p^  die 
mehrdeutigen  Geschwindigkeitspotentiale  zweier  Bewegungen  sind,  die 
den  obigen  Bedingungen  genügen,  dann  ist  ff  ^  g>i—  (Pi  eine  eindeutige 
Funktion,  welche  der  Gleichung  (1)  in  jedem  Punkt  des  Raumes  ge- 
nügt, und  den  Wert  «—  für  jeden  Pimkt  der  Grenzfläche  =  0  macht. 

Daher  ist  nach  dem  Satze  von  (§  40)  (p  konstant,  und  die  durch  tp^ 
und  fp^  bestimmten  Bewegungen  sind  identisch. 

Die  Theorie  der  mehrfach  zusammenhängenden  Räume  scheint 
zuerst  von  Riemann^)  für  zweidimensionale  Räume  entwickelt  worden 
zu  sein,  bei  Gelegenheit  seiner  Untersuchungen  über  die  Theorie  der 
Funktionen  einer  komplexen  Variablen,  wobei  zyklische  Funktionen 
auftreten,  die  der  Gleichung 

in  mehrfach  zusammenhängenden  Räumen  genügen. 

1)  Grundlagen  für  eine  allgemeine  Theorie  der  Funktionen  einer  veränder- 
lichen komplexen  Größe,  Göttingen  1851  {Mathematische  Werke ^  Leipzig  1876^ 
S.  8).  Außerdem:  ,,Lelir8&tze  aus  der  Analysis  Situs",  Grelles  Joum.,  54,  1857 
(Werke,  S.  84). 


Erweiterung  des  Greenschen  Satzes.  67 

Die  Bedeutung  dieser  Theorie  für  die  Hydrodynamik  und  die 
Existenz  mehrwertiger  Geschwindigkeitspotentiale  in  gewissen  Fällen 
ist  zuerst  von  Helmholtz^)  hervorgehoben  worden.  Die  zyklische 
wirbelfreie  Bewegung  in  mehrfach  zusammenhängenden  Bäumen  ist 
später  von  Lord  Kelvin')  wieder  aufgenommen  und  in  seiner  schon 
genannten  Abhandlung  über  Wirbelbewegung  vollständig  untersucht 
worden. 

lK>rd  Kelvins  Erweiterung  des  Greenschen  Satzes. 

§  53.  Es  wurde  beim  Beweis  des  Ghreenschen  Satzes  an- 
genommen, daß  (f  und  tp'  beides  eindeutige  Funktionen  seien.  Die 
Fassung  des  Satzes  muß  abgeändert  werden ,  wenn  eine  der  beiden 
Funktionen  zyklisch  ist,  wie  es  der  Fall  sein  kann,  wenn  der  Baum, 
über  den  sich  die  Integration  in  §  43  erstreckt,  mehrfach  zusammen- 
hängend ist.  Wir  wollen  z.  B.  annehmen,  daß  <p  zyklisch  ist;  das 
Oberflächenintegral  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  (5)  des  §  43 
und  das  zweite  Raumintegral  auf  der  rechten  Seite  sind  dann  un- 
bestinunt,  wegen  der  Unbestimmtheit  des  Wertes  q)  selbst.  Um  diese 
Unbestimmtheit  zu  beseitigen,  ziehen  wir  die  Querschnitte,  die  nötig 
sind,  um  den  Raum  in  einen  einfach  zusammenhängenden  zu  ver- 
wandeln, wie  es  in  §  48  auseinandergesetzt  ist.  Wir  können  dann 
annehmen,  daß  (p  in  dem  so  veranderten  Räume  überall  stetig  und 
einwertig  ist;  die  betreffende  Gleichung  wird  dann  gelten,  voraus- 
gesetzt, daß  die  beiden  Seiten  jedes  Querschnittes  als  ein  Teil  der 
Begrenzung  des  Raumes  gerechnet  und  somit  in  das  Oberflächen- 
integral der  linken  Seite  eingeschlossen  werden.  Es  sei  06^  ein 
Element    eines    der    Querschnitte,    x^  die    zyklische    Eonstante,    die 

sich  auf  diesen  Querschnitt  bezieht,  -~-  die  Ableitung  von  y'  in  der 

positiven  Richtung  der  Senkrechten  zu  dö^.  Da  in  den  Teilen  des 
Oberflächenintegrals,  welche  von  den  beiden  Seiten  von  dö^  her- 
rühren, -^  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  zu  nehmen  ist,  während 

der  Wert  von  q>  auf  der  positiven  Seite  denjenigen  auf  der  negativen 
Seite  um  x^  übertrifft,  so  erhalten  wir  schließlich  für  das  Element 
des  Integrals,  das  von  dö^  herrührt,  den  Wert: 

X,  •  -.  -  •  oö^, 

*     cn         * 

Deshalb  geht  unter  diesen  Umständen  die  Gleichung  (5)  des  §  43  in 


1)  Crelles  Joum.,  66,  1858  (Ges.  Abh.  I,  S.  101). 

2)  Yergl.  auch  Eirchhoff,  „über  die  Kräfte,  welche  zwei  xmendlich  dünne 
starre  Ringe  in  einer  Flüssigkeit  scheinbar  aufeinander  ausüben  können'*,  CrelUa 
Joum.,  71,  1869;  auch  Ges.  Abh.,  S.  404. 

6* 
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über^  wo  von  den  linksstelienden  Oberflächenintegralen  das  erste  über 
die  arsprüngüche  Begrenzung  des  Raumes  aUein,  die  übrigen  über  die 
verschiedenen  Querschnitte  zn  erstrecken  sind.  Der  Koeffizient  jedes  x 
ist  offenbar  der  negative  gesamte  flnß  durch  den  entsprechenden 
Querschnitt  bei  einer  Bewegung^  wo  tp'  das  Geschwindigkeitspotential 
ist.  Die  Werte  von  q>  in  dem  ersten  und  letzten  Glied  der  Gleichung 
sind  auf  die  in  §  50  angegebene  Weise  zu  bestimmen. 

Ist  auch  q>'  eine  mehrdeutige  Funktion  mit  den  zyklischen  Eon- 
stanten x/;  Tc^'f  '  '  j  dann  wird  in  derselben  Weise  aus  Gleichung  (6) 
des  §  43: 


SS-^'r.  "s + ''SM  ■"'.  +  4Sr.  "o. 


+ 


Die  Gleichungen  (1)  und  (2)  bilden   zusammen   die   Eelvinsche  Er- 
weiterung des  Greenschen  Satzes. 

§  B4.  Sind  q>  und  q>  beides  Geschwindigkeitspotentiale  einer 
Flüssigkeit,  so  haben  wir: 

und  deshalb: 

-iyr.*s'^'^JJr.'''  +  '^SS'^'"'  +  -       W 

Um  eine  physikalische  Deutung  dieses  Satzes  zu  erhalten^  ist  es 
nötig;  zunächst  eine  Methode  auseinanderzusetzen,  die  zuerst  von 
Lord  Kelvin  ersonnen  ist,  um  in  einem  mehrfeu^h  zusammenhangenden 
Baume  eine  gegebene  zyklische  und  wirbellose  Flüssigkeitsbewegung 
zu  erzeugen. 

Wir  wollen  annehmen,  die  Flüssigkeit  sei  in  eine  vollkommen 
glatte  und  biegsame  Membran  eingeschlossen,  die  die  Lage  der  Be- 
grenzung einnimmt,  femer  wollen  wir  n  Querschnitte  nach  der  Weise 
des  §  48  ziehen,  die  den  Baum  in  einen  einfach  zusammenhängenden 
r6!riFAndeln^    und   wir   wollen    an    deren   Stelle    ähnliche,    unendlich 
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dünne  und  masselose  Membranen  setzen.  Während  die  Flüssigkeit 
anfänglich  in  Ruhe  ist,  soll  sich  jetzt  jedes  Element  der  erstgenannten 
Membran    plötzlich    mit    der    gegebenen   (positiven    oder    negativen) 

Normalkomponente  der  Geschwindigkeit  —  «-  nach   Innen  bewegen, 

während  gleichmäßige  impulsive  Drucke  tc^q,  Xjp,  •  •  •,  x^p  gleich- 
zeitig auf  die  negativen  Seiten  der  entsprechenden  Querschnitts- 
Membranen  wirken.  Die  erzeugte  Bewegung  wird  durch  die  folgenden 
Eigenschaften  charakterisiert  sein.  Sie  ist  wirbelfrei,  da  sie  aus 
dem  Ruhezustande  heraus  hervorgebracht  wurde;  die  Normalkompo- 
nente der  Geschwindigkeit  in  jedem  Punkt  der  ursprünglichen  Grenz-, 
fläche  wird  den  vorgeschriebenen  Wert  haben;  die  Werte  der  im- 
pulsiven Drucke  in  zwei  Nachbarpunkten  auf  gegenüberliegenden 
Seiten  einer  Membran  werden  sich  durch  den  entsprechenden  Wert  xq 
unterscheiden,  und  die  Werte  des  Geschwindigkeitspotentials  unter- 
scheiden sich  deshalb  um  den  entsprechenden  Wert  von  x;  schließ- 
lich ist  die  Bewegung  auf  einer  Seite  eines  Querschnittes  stetig  mit 
derjenigen  auf  der  anderen  Seite.  Um  den  letzten  Satz  zu  be- 
weisen, bemerken  wir  zuerst,  daß  die  Geschwindipfkeiten  normal  zum 
Querschnitt  in  zwei  Nachbarpunkten  auf  gegenüberliegenden  Seiten 
die  gleichen  sind,  da  jede  gleich  der  Normalkomponente  der  Ge- 
schwindigkeit des  anliegenden  Teiles  der  Membran  ist.  Wenn  femer  P 
und  Q  zwei  Nachbarpunkte  auf  einem  Querschnitte  sind,  und  wenn 
die  entsprechenden  Werte  von  (p 

auf  der  positiven  Seite     q)^    und     (p^ 
und  auf  der  negativen  Seite     y'p    und     g?' 

sind,  so  haben  wir: 
und  deshalb: 

d.h.  -0^  =  -^»     wenn     PQ  =  äs. 

Daher  stimmen  die  Tangentialkomponenten  der  Geschwindigkeit  in 
zwei  Nachbarpunkten  auf  verschiedenen  Seiten  der  Membran  auch 
miteinander  überein.  Wenn  wir  daher  annehmen,  daß  die  Querschnitts- 
Membranen  unmittelbar  nach  dem  Stoß  wieder  flüssig  werden,  so  er- 
halten wir  die  gesuchte  wirbelfreie  Bewegung. 

Die  physikalische  Bedeutung  der  Gleichung  (4)  nach  Multipli- 
kation mit  Q  folgt  ähnlich  wie  in  §  44.  Die  Werte  von  qx  sind 
Zusatzglieder  der  Komponenten  des  Momentes,  und  diejenigen  von 


-.fj¥j'' 
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die  Durchgangsmengen  durch  die  yerschiedenen  Offnniigeii  des  Raumes, 
sind  die  entsprechenden  generalisierten  Geschwindigkeiten. 

§  56.    Wenn  wir  in  Gleichung  (2) 

setzen  und  annehmen,  daß  (p  das  Geschwindigkeitspotential  einer  in- 
kompressiblen  Flüssigkeit  bezeichnet,  so  finden  wir: 

--'fßr,^s-''\ffr.''^-"'ffr.'"'—-  <»> 

Das  letzte  Glied  dieser  Formel  erhält  eine  einfache  Deutung  ver- 
mittels der  eben  dargelegten  Methode  der  künstlicben  Erzeugung 
einer  zyklischen  Bewegung.  Den  ersten  Ausdruck  haben  wir  bereits 
als  die  doppelte  Arbeit  bestimmt,  die  von  dem  impulsiven  Drucke  Qg) 
geleistet  wird,  der  auf  alle  Teile  der  ursprünglichen  Begrenzung  der 
Flüssigkeit  wirkt.  Femer  ist  got^  der  impulsive  Druck,  der  in  posi- 
tiver Richtung  auf  die  unendlich  dünne,  masselose  Membran  wirkt, 
durch  die  wir  uns  den  ersten  Querschnitt  ersetzt  dachten;  folglich 
bezeichnet  der  Ausdruck 


-  ^JjQ^  ■  ll  d6. 


die  Arbeit  der  auf  die  Membran  wirkenden  impulsiven  Kräfte.  Daher 
drückt  Gleichung  (5)  die  Tatsache  aus,  daß  die  Energie  der  Bewegung 
gleich  der  Arbeit  ist,  die  von  dem  gesamten  System  der  impulsiven 
Kräfte,  durch  die  wir  uns  die  Bewegung  erzeugt  denken  können,  ge- 
leistet wird. 

Wenden  wir  Gleichung  (5)  auf  den  Fall  an,  wo  die  Flüssigkeit 
sich  bis  in  das  Unendliche  erstreckt  und  dort  in  Ruhe  ist,  so  können 
wir  den  ersten  Ausdruck  des  dritten  Gliedes  durch 

-Qffi<p-C)lldS  (6) 

ersetzen,  wo  die  Integration  über  die  innere  Grenzfläche  allein  zu  er- 
strecken ist.  Der  Beweis  ist  derselbe  wie  in  §  46.  Wenn  der  ge- 
samte Fluß  durch  diese  Begrenzung  Null  ist,  so  reduziert  sich  dies  auf 

Der  in  §  45  gegebene  Satz  von  Lord  Kelvin  kann  jetzt  folgender- 
maßen erweitert  werden: 
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Eine  Flüssigkeit^  die  sich  in  einem  mehrfach  zusammenhängenden 
Kanme  rotationslos  bewegt,  besitzt  eine  geringere  kinetische  Energie 
als  jede  andere  Bewegung,  die  die  gleiche  Geschwindigkeit  normal 
^ur  Grenzfläche  sowie  den  gleichen  Wert  des  gesamten  Flusses  durch 
jeden  der  verschiedenen  unabhängigen  Kanäle  des  Baumes  hat. 

Der  Beweis  ist  dem  Leser  überlassen. 


Quellen  und  Senken. 

§  56.  Die  Analogie  mit  den  Theorien  der  Elektrostatik,  der 
Wärmeleitimg  usw.  kann  mittels  der  Vorstellung  von  Quellen  und 
Senken  noch  weiter  vervollständigt  werden. 

Eine  ,,€infache  QuelUf^  ist  ein  Punkt,  von  dem  aus  man  sich  die 
Flüssigkeit  nach  allen  Seiten  gleichmäßig  fließen  denkt.  Ist  m  der 
gesamte  Fluß  durch  eine  kleine  geschlossene  F^he  nach  Außen,  die 
den  Punkt  umgibt,  so  heißt  m  die  „Ergiebigkeit^^  der  Quelle.  Eine 
negative  Quelle  heißt  eine  „Senke^^.  Das  beständige  Vorhandensein 
«iner  Quelle  oder  Senke  erfordert  natürlich  eine  beständige  Zuführung 
oder  Wegführung  von  Flüssigkeit  in  diesem  Punkte. 

Das  Geschwindigkeitspotential  in  einem  Punkte  P  einer  Flüssig- 
keit^ die  im  Unendlichen  ruht,  infolge  einer  einfachen  Quelle  ist 

WO  r  die  Entfernung  des  Punktes  P  von  der  Quelle  bezeichnet.  Es 
•existiert  nämlich  eine  Strömung  von  diesem  Punkte  aus  in  radialer 
Richtung,  und  wenn 

SS  =  r-  •  diu 

-ein  Element  einer  Kugelfläche  ist,  die  ihren  Mittelpunkt  in  der  Quelle 
hat,  so  haben  wir: 

also  eine  Konstante,  sodaß  die  Kontinuitätsgleichung  erfüllt  ist,  und 
der  Fluß  nach  außen  den  gleichen  Wert  wie  die  Ergiebigkeit  der 
Quelle  besitzt. 

Eine  Kombination  von  zwei  gleichen  und  entgegengesetzten 
Quellen  +  m  und  —  m'  im  Abstand  ds  voneinander,  wo  im  Grenz- 
fall ÖS  unendlich  klein  und  tn  unendlich  groß  zu  denken  ist,  aber 
so,  daß  das  Produkt  m'ds  endlich  und  gleich  ft  ist,  heißt  eine  „Doppel- 
qtiell&^  oder  ein  „Qudlpaar"  von  der  Ergiebigkeit  jii,  und  die  Linie  ds, 
in  der  Richtung  von  —  m'  zu  +  ^^'  gezogen,  heißt  deren  Achse. 

Um  das  Geschwindigkeitspotential  in  einem  Punkte  (x,  y,  z)  zu 
finden,   das  von   einer  Doppelquelle   im   Punkte  (a:',  y\  /)  herrührt, 
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deren  Starke  fi  ist,  und  deren  Achse  die  Richtung  (l,  m,  n)  hat^  so 
beachten  wir,  daß 

f{af  +  lös,  y  +  w*5,  /  +  nSs)  —  f{x\  y\  z) 
wenn  f  eine  stetige  Funktion  ist.     Setzen  wir  also: 


fi^'y  t/y  ^0 


4«r 


WO 


SO  finden  wir: 


r  =  y(a;  -  x')»  +  (y  -  y')*  +  (-^  -  '^0*, 

=  _A(?i.+^^+„^)A,  (3) 

4«  \   ^Ä   '       dy  ozj  r  '  ^  ^ 


ft   cos  & 


4»     r 


S       1 


(4) 


WO  in  dem  letzten  Ausdruck  0^  den  Winkel  bezeichnet,  den  die  Linie  r, 
in  der  Richtung  von  (x\  y\  /)  nach  {Xy  y,  z)  gezogen,  mit  der 
Achse  (Ij  m,  n)  einschließt. 

Wir  könnten  in  dieser  Weise  fortfahren  (siehe  §  83),  Quellen 
von  komplizierterer  Zusammensetzung  zu  bilden,  aber  obiges  ist  für 
unseren  jetzigen  Zweck  genügend. 

Schließlich  können  wir  uns  vorstellen,  daß  einfache  oder  doppelte 
Quellen  stetig  über  Linien,  Flächen  oder  Räume  verteilt  sind,  anstatt 
nur  in  einzelnen  Punkten  vorzukommen. 

§  57.  Wir  können  jetzt  beweisen,  daß  eine  stetige  eindeutige 
rotationslose  Bewegung  einer  Flüssigkeit  als  die  Wirkung  von  ein- 
fachen und  doppelten  Quellen  betrachtet  werden  kann,  die  auf  der 
Grenzfläche  verteilt  sind. 

Dies  hängt  von  dem  in  Y^  44  bewiesenen  Satze  ab,  daß  für  zwei 
beliebige  eindeutige  Funktionen  q>  und  q)\  welche  den  Bedingungen: 

Ag?  =0, 
in  einem  gegebenen  Räume  genügen,  die  Beziehung: 

gilt,  wo  die  Integration  über  die  gesamte  Begrenzung  zu  erstrecken 
ist.      Im    vorliegenden   Falle    nehmen    wir  ^    als    Geschwindigkeits- 
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Potential  der  fraglichen  Bewegung  und  setzen  <p'»y,  also  gleich 

dem  reziproken  Werte  der  Entfernung  eines  Punktes  der  Flüssigkeit 
von  einem  festen  Punkte  P. 

Wir  wollen  zuerst  annehmen^  daß  P  in  dem  von  Flüssigkeit  er- 
füllten Räume  liegt.  Da  dann  ^!  in  P  unendlich  werden  würde^  ist 
es  nötig;  diesen  Punkt  von  dem  Räume  auszuschließen,  auf  den 
Formel  (5)  angewendet  wird;  dies  kann  geschehen,  indem  wir  eine 
kleine  Eugelfläche  um  diesen  Punkt  P  als  Zentrum  legen.  Wenn 
wir  jetzt  annehmen,  daß  8E  sich  auf  diese  Fläche  bezieht,  und  88 
auf  die  ursprüngliche  Grenzfläche,  so  gibt  die  Formel: 

An  der  Fläche  U  haben  wir 

n\r)  r" 


setzen  wir  also 

und  machen  schließlich 


dU^r^'dVJ 


r  =  0, 
so  wird  das  erste  Integral  auf  der  linken  Seite 

wenn  q)^  den  Wert  von  q>  im  Punkte  P  bezeichnet,  während  das 
erste  Integral  auf  der  rechten  Seite  verschwindet.     Folglich: 

Dies   gibt   den  Wert  q)    für   einen   Punkt  P    der    Flüssigkeit,    aus- 

gedrückt  durch  die  Werte  von  g?  und  ^  auf  der  Begrenzung.    Durch 

Vergleich  mit  den  Formeln  (1)  und  (2)  erkennen  wir,  daß  der  erste 
Ausdruck  das  Geschwindigkeitspotential  infolge  von  einfachen  Quellen 

ist,  die  auf  der  Fläche  verteilt  sind,  wo  —  ^  die  Dichte  pro  Flächen- 
einheit ist;  der  zweite  Ausdruck  hingegen  ist  das  Geschwindigkeits- 
potential einer  Verteilung  voü  Doppelquellen,  wo  die  Achsen  senk- 
recht zur  Fläche  sind  und  die  Dichte  q>  ist.  Es  wird  sich  aus 
Gleichung  (10)  unten  ergeben,  daß  dies  nur  eine  von  einer  unendlich 
großen  Zahl  Oberflächenverteiluogen  ist,  welche  denselben  Wert  (p 
im  Innern  ergeben. 

Wenn    die    Flüssigkeit    sich    bis    in    das    Unendliche    erstreckt 
und  dort  in  Ruhe  ist,   kann  man   annehmen,   daß   die  Oberflächen- 
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integrale  (7)  sich  über  die  innere  Begrenzung  allein  erstrecken. 
Um  dies  zu  erkennen,  können  wir  als  äußere  Begrenzung  eine  un- 
endlich große  Engel  mit  P  als  Zentrum  nehmen.  Der  entsprechende 
Teil  des  ersten  Integrals  in  (7)  verschwindet  dann,  während  der- 
jenige des  zweiten  Integrals  gleich  C  ist,  d.  h.  dem  konstanten 
Werte,  dem  sich  g>  im  Unendlichen  nähert,  wie  wir  in  §  41  ge- 
sehen haben.  Zur  Vereinfachung  des  Satzes  ist  es  passend,  C  »  0  zu 
setzen;  dazu  sind  wir  berechtigt,  da  wir  stets  zu  (p  eine  willkürliche 
Eonstante  addieren  können. 

Wenn  P  außerhalb  der  Fläche  liegt,  so  ist  (p'  in  dem  ganzen  ur- 
sprünglichen Räume  endlich,  und  die  Formel  (5)  gibt  sofort: 

WO  femer  im  Falle  einer  sich  ins  Unendliche  erstreckenden  imd  dort 
ruhenden  Flüssigkeit  die  Ausdrücke  weggelassen  werden  können,  die 
von  dem  unendlich  entfernten  Teile  der  Fläche  herrühren. 

§  58.  Die  Verteilung,  die  durch  (7)  dargestellt  ist,  kann  femer 
durch  eine  solche  von  einfachen  Quellen  allein  oder  von  Quellpaaren 
allein  ersetzt  werden,  die  sich  auf  der  Grenzfläche  befinden. 

Es  sei  g>  das  Geschwindigkeitspotential  einer  Flüssigkeit,  die  einen 
bestimmten  Baum  erfüllt,  und  es  sei  g>'  das  Geschwindigkeitspotential 
einer  möglichen  azyklischen  und  wirbellosen  Bewegung  in  dem  übrigen 
Teile  des  unbegrenzten  Baumes,  mit  der  Bedingung,  daß  je  nach  den 
Umständen  g>  oder  q>'  im  Unendlichen  verschwindet.  Wenn  dann  der 
Punkt  P  innerhalb  des  ersten  und  außerhalb  des  zweiten  Gebietes 
liegt,  so  haben  wir: 


(9) 


WO  dn,  dn  Elemente  der  Normalen  von  dS  bedeuten,  die  jedesmal 
nach  der  Innenseite  des  ersten  oder  zweiten  Gebietes  gerichtet  sind, 
sodaß 

A  =  _  A. 

dn  dn 

Addition  gibt: 

". — hffi-  g-?  + 15)  "s  +  rjß'^  -  »•)  Ä  (7)  ■*«•  (W) 

Die  Funktion  <p'  wird  durch  die  Werte  von  g?'  oder  ^  an  der  Ober- 
fläche bestimmt,  über  die  wir  bisher  noch  verfügen  können. 
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Wir  wollen  zunächst  tp  =^  (p  machen.  Die  Tangentialkomponenten 
auf  den  beiden  Seiten  der  Ghrenzfläche  sind  dann  stetig,  aber  die 
Normalkomponenten  sind  unstetig.  Um  der  Vorstellung  zu  Hilfe  zu 
kommen,  nehmen  wir  an,  daß  eine  Flüssigkeit  einen  unbegrenzten 
Baum  erfallt  und  durch  eine  unendlich  dünne  Fläche  in  zwei  Teile 
geteilt  wird,  auf  welche  ein  impulsiver  Druck  Qtp  wirkt,  sodaß  die 
gegebene  Bewegung  von  der  Ruhe  aus  erzeugt  wird.  Das  letzte 
Glied  von  (10)  verschwindet,  sodaß 

'- —  nÜTv  (1?  +  IS) "«.  (") 

d.  h.  die  Bewegung  auf  beiden  Seiten  ist  so,  als  wenn  sie  von  einer 
Oberflächenverteilung  von  Quellen  herrührte,  deren  Dichte 

ist-O  Kdn^dn) 

Zweitens  wollen  wir  annehmen,  daß 

dn       ön 

Dies  bedeutet,  daß  auf  der  ursprünglichen  Begrenzungsfläche  die 
Normalkomponente  der  Geschwindigkeit  stetig,  die  Tangentialkompo- 
nente  unstetig  ist.  Man  kann  sich  in  diesem  Falle  vorstellen,  daß 
die  Geschwindigkeit  dadurch  erzeugt  wird,  daß  man  die  vorgeschriebene 
Normalkomponente 

jedem  Punkte  einer  unendlich  dünnen  Membran  zuerteilt,  deren  Lage 
mit  derjenigen  der  Grenzfläche  zusammenfällt.  Das  erste  Glied  von 
(10)  verschwindet  jetzt,  und  wir  haben: 

man  kann  sich  demnach  vorstellen,  daß  die  Bewegung  auf  beiden 
Seiten  durch  eine  Oberflächenverteilung  von  Doppelquellen  von  der 
Dichte 

erzeugt  wird. 

Es  kann  gezeigt  werden,  daß  die  obigen  Darstellungen  von  g?, 
durch  einfache  Quellen  allein  oder  durch  QueUpaare  allein,  eindeutig 
sind;  hingegen  ist  die  in  §  57   gegebene  Darstellung  unbestimmt.^) 

1)  Diese  Untersuchung  stammt  von  Green,  der  sie  vom  Standpunkt  der 
Elektrostatik  aus  anstellte,  /.  c,  S.  66. 

2)  Yergl.  Larmor,  „On  the  Mathematical  Expression  of  the  Principle  of 
Huyghens*S  Proc.  Lond.  Math.  Soc.,  (2)  1,  S.  1,  190S. 
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Es  ist  klar,  daß  eine  zyklische  wirbellose  Flüssigkeitsbewegung 
nicht  durch  einfache  Quellen  dargestellt  werden  kann.  Man  sieht 
jedoch  leicht,  daß  sie  durch  eine  bestimmte  Verteilung  von  Doppel- 
quellen auf  der  Begrenzung,  zugleich  mit  einer  gleichförmigen  Ver- 
teilung von  Doppelquellen  auf  jedem  der  Querschnitte  wiedergegeben 
werden  kann,  die  nötig  sind,  um  .den  von  der  Flüssigkeit  erfüllten 
Raum  einfach  zusammenhängend  zu  machen.  In  derselben  Schreib- 
weise wie  in  §  53  finden  wir: 

»,-ijO(^-»-)Ä('v«+äj(jrÄ0<"'.+äi/Äe)'"'.+-.('ä) 

wo  q)  das  eindeutige  Geschwindigkeitspotential  bezeichnet,  welches 
in  dem  veränderten  Räume  existiert,  und  9'  das  Geschwindigkeits- 
potential der  azjklischen  Bewegung  ist,  die  in  dem  äußeren  Räume 
erzeugt  wird,  wenn  die  zugehörige  Normalkomponente  der  Geschwindig- 

keit  —  «5  für  jedes  Element  äS  einer  Membran  gegeben  ist,  die  mit 

der  ursprünglichen  Grenzfläche  zusammenfällt. 

Eine  andere  Weise,  die  wirbelfreie  Bewegung  einer  Flüssigkeit, 
gleichviel  ob  zyklisch  oder  nicht,  darzustellen,  wird  sich  in  dem  Kapitel 
über  „Wirbelbewegung^^  darbieten. 

Wir  schließen  hiermit  die  Darstellung  der  Theorie  der  wirbel- 
freien Bewegung.  Der  mathematisch  gebildete  Leser  wird  ohne 
Zweifel  das  Fehlen  einiger  wichtiger  Glieder  in  der  Kette  unserer 
Schlüsse  bemerkt  haben.  Abgesehen  von  physikalischen  Erörterungen 
ist  z.  B.  kein  Beweis  erbracht  worden,  daß  eine  Funktion  (p  existiert, 
welche  den  Bedingungen  des  §  36  in  einem  gegebenen  einfach 
zusammenhängenden  Raum  genügt,  und  welche  willkürliche  Werte 
auf  der  Grenzfläche  besitzt.  Auf  den  regelrechten  Beweis  derartiger 
^yExistentioJrSätzef^  ist  in  diesem  Buch  verzichtet  worden.  Um  einen 
Überblick  über  die  Literatur  dieses  Gegenstandes  zu  gewinnen,  mag 
der  Leser  in  den  unten  genannten  Arbeiten  nachschlagen.^) 

1)  H.  Burkhard t  und  W.  F.  Meyer,  „Potentialtheorie",  und  A.  Sommerfeld, 
„Bandwertaufgaben  in  der  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen",  Emykh 
d.  maih.  Wiss.,  Bd.  11,  Leipzig  1900. 
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Zweidimensionale  Flttssigkeitsbewegiing. 

§  59.  Wenn  die  Geschwindigkeitskomponenten  u  und  v  Funk- 
tionen von  X  und  y  allein  sind,  während  w  ^0  ist,  geht  die  Be- 
wegung in  einer  Reihe  von  Ebenen  vor  sich,  die  parallel  zur  xy-Ehene 
sind,  und  sie  ist  in  jeder  dieser  Ebenen  die  gleiche.  Die  Untersuchung 
der  Bewegung  einer  inkompressiblen  Flüssigkeit  unter  diesen  Um- 
ständen ist  durch  gewisse  analytische  Eigentümlichkeiten  ausgezeichnet, 
und  die  Lösungen  einiger  höchst  interessanter  Probleme  werden  leicht 
erhalten. 

Da  die  ganze  Bewegung  bekannt  ist,  wenn  man  diejenige  in  der 
Ebene  jer  =  0  kennt,  so  wollen  wir  unsere  Aufmerksamkeit  auf  diese 
Ebpne  beschränken.  Wenn  wir  von  Punkten  imd  Linien  in  ihr 
sprechen,  so  wollen  wir  annehmen,  daß  sie  gerade  Linien  parallel  zur 
jer- Achse  bzw.  Zylinderflächen  vertreten,  deren  Erzeugende  parallel  zur 
jer- Achse  liegen,  und  deren  Spuren  sie  sind. 

Unter  dem  Fluß  durch  eine  Kurve  wollen  wir  das  Flüssigkeits- 
volumen verstehen,  welches  in  der  Zeiteinheit  durch  den  Teil  der 
Zylinderfläche  fließt,  welche  diese  Kurve  als  Basis  hat,  und  die 
zwischen  den  Ebenen 

jfif  =  0     und     j9  =»  1 
liegt. 

Es  seien  Ä  und  P  zwei  beliebige  Punkte  der  xy-'Ehene.  Der 
Fluß  durch  irgend  zwei  Linien,  welche  A  und  P  verbinden,  ist  stets 
derselbe,  vorausgesetzt,  daß  sie  ineinander  übergeführt  werden  können, 
ohne  daß  der  von  Flüssigkeit  erfüllte  Raum  verlassen  wird;  denn 
sonst  würde  das  zwischen  beide  Linien  eingeschlossene  Gebiet  Sub- 
stanz gewinnen  oder  verlieren.  Wenn  daher  A  fest  und  P  variabel 
ist,  so  ist  der  Fluß  durch  irgend  eine  Linie  AP  eine  Funktion  der 
Lage  von  P.  Diese  Funktion  werde  mit  ^  bezeichnet;  oder  genauer: 
es  sei  ^  der  Fluß  durch  AP  von  der  rechten  zur  linken  Seite  für 
einen  Beobachter,  der  sich  auf  der  Kurve  beflndet  und  auf  ihr  von 
A  aus   in   der  Richtung   nach  P  blickt.     Mathematisch   formuliert: 
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Sind  l,  m  die  Richtungskosinusse  der  nacli  links  gezogenen  Normalen 
eines  Elementes  8s  der  Eurve,  so  haben  wir: 

p 
t^  I  {lu  +  mv)  ds.  (1) 

A 

Wenn  der  von  der  Flüssigkeit  erfüllte  Raum  aperiphraktisch  (vergL 
S.  48)  ist;  so  ist  ^  notwendig  eine  eindeutige  Funktion^  aber  in  peri- 
phraktischen  Räumen  kann  der  Wert  ^  von  der  Natur  des  Weges  ÄP 
abhängen.  Ein  zweidimensionaler  penphraktischer  Raum  ist  jedoch 
gleichzeitig  auch  mehrfach  zusammenhängend^  sodaß  die  Eigenschafken 
Yon  ify  wenn  dasselbe  eine  mehrwertige  Funktion  ist,  in  Bezug  auf  die 
Beschaffenheit  des  von  Flüssigkeit  erfüllten  Raumes  aus  §  50  hergeleitet 
werden  können,  wo  wir  die  gleiche  Frage  im  Hinblick  auf  qp  erörtert 
haben.  Wenn  das  Gebiet  periphraktisch  ist,  so  sind  die  zyklischen 
Eonstanten  von  ^  die  Werte  des  Flusses  durch  die  geschlossenen 
Eurven,  welche  die  verschiedenen  Teile  der  inneren  Begrenzung  bilden. 

Eine  Verlegung  des  Punktes  (z.  B.  von  Ä  nach  JB),  von  dem  aus 
if  gerechnet  wird;  bedingt  die  Addition  einer  Eonstanten  zu  dem 
Werte  von  ^,  nämlich  den  Fluß  durch  die  Linie  BA,  Darum  können 
wir  ^  als  bis  auf  eine  additive  Eonstante  bestimmt  betrachten. 

Wenn  der  Punkt  P  sich  derart  bewegt,  daß  ^  unverändert  bleibt, 
so  beschreibt  er  eine  Eurve,  durch  welche  keine  Flüssigkeit  strömt^ 
d.  h.  eine  Stromlinie.     Daher  sind  die  Eurven 

^  =«  konst. 

die  Stromlinien,  und  ^  heißt  die  ,yStromlinienfunktionf', 
Wenn  P  eine  unendlich  kleine  Verrückung 

PQ^dy 

parallel  zur  y- Achse  erfährt,  so  ist  der  Zuwachs  von  f  der  Fluß 
durch  PQ  von  der  rechten  zur  linken  Seite,  nämlich: 

Öt--U'PQ, 
oder:  • 

Verrücken  wir  andererseits  P  parallel  zu  a:,  so  finden  wir  auf  die 
gleiche  Weise: 

Die  Existenz  einer  Funktion  ^,  die  mit  u  und  v  in  dieser  Beziehung 
steht,  hätten  wir  auch  aus  der  Eontinuitätsgleichung  erschließen  können, 
welche  in  diesem  Falle  die  Form 
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ll  +  U-O  (4) 

annimmt;  was  die  analytische  Bedingung  dafür  ist;  daß 

udy — vdx 

ein  vollständiges  Differential  ist.^) 

Die  vorangehenden  Erörterungen  gelten  sowohl  f£Lr  die  Wirbel- 
bewegung wie  für  die  wirbeUose  Bewegung.  Die  Formeln  für  die 
Komponenten  der  Winkelgeschwindigkeit,  die  in  §  30  gegeben  wurden, 
werden 

g-0 

12  =  0 

sodaß  wir  im  Falle  einer  wirbelfreien  Bewegung 

haben. 

§  60.  Im  folgenden  beschränken  wir  uns  auf  den  Fall  der 
rotationslosen  Bewegung,  die,  wie  wir  bereits  gesehen  haben,  durch 
das  Vorhandensein  eines  Geschwindigkeitspotentials  charakterisiert  ist, 
welches  mit  u  und  v  durch  die  Beziehung 


(5) 


dtp 

dx 

dy 


(1) 


verknüpft  ist  und  der  Kontinuitätsgleichung 


genügt,  da  wir  nur  die  Bewegung  von  inkompressiblen  Flüssigkeiten 
betrachten. 

Die  Theorie  der  Funktion  (p  sowie  die  Beziehung  zwischen  ihren 
Eigenschaften  und  der  Beschaffenheit  des  zweidimensionalen  Raumes, 
in  dem  die  wirbellose  Bewegung  stattfindet,  kann  leicht  aus  den  ent- 
sprechenden Sätzen  abgeleitet  werden,  die  im  vorigen  Kapitel  für  drei 
Dimensionen  bewiesen  sind.    Die  Änderungen  in  dem  Wortlaut  und  in 


1)  Die  Funktion  t^  ist  auf  diesem  Wege  von  Lagprange  eingefilhrt  worden: 
Nouv,  Mem.  de  VAcad,  de  Berlin,  1781  [(Euvres  IV,  S.  270].  Die  kinematische 
Deutung  stammt  von  Rankine,  „On  Plane  Water -Lines  in  two  Dimensions'\ 
Phil  Trans.  1864  [Miscellaneous  Scientific  Papera,  London  1881,  S.  496]. 
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dem  Beweis  der  Sätze^  die  nötig  sind,  um  diese  der  zweidimensionalen 
Bewegung  anzupassen,  sind  hauptsächlich  rein  formal. 

Eine  Ausnahme,  die  wir  kurz  erörtern  wollen,  tritt  jedoch  im 
Falle  des  §  38  imd  der  davon  abhängenden  Sätze  ein. 

Es  sei  äs  ein  Element  auf  der  Bandlinie  irgend  eines  Teiles  der 
rrt^-Ebene,  welcher  ganz  von  bewegter  Flüssigkeit  erfüllt  ist,  und  es 
sei  dn  ein  Element  der  nach  Innen  gezogenen  Normale  zu  äs]  dann 
haben  wir  nach  §  36: 

^ll  äs  =  0,  (3) 


/ 


WO  die  Integration  über  die  ganze  Grenzlinie  zu  erstrecken  ist.  Diese 
Grenzlinie  sei  ein  Kreis,  und  r,  0  seien  Polarkoordinaten,  die  sich 
auf  das  Zentrum  P  dieses  Ereises  als  Anfangspunkt  beziehen;  dann 
kann  man  die  letzte  Gleichung  folgendermaßen  schreiben: 

2/1  27t 

ß^.rde~0,    oder     §-Lde^O. 

0  Ü 

Daher  ist  das  Integral 

2jt 


hß^'' 


d.  h.  der  Mittelwert  von  tp  auf  einem  Ereis  mit  dem  Zentrum  P  und 
dem  Radius  r,  unabhängig  von  r,  und  bleibt  deshalb  unverändert, 
wenn  r  unbegrenzt  abnimmt;  dann  erhält  das  Integral  den  Wert  von  97 
für  den  Punkt  P 

Es  sei  der  von  der  Flüssigkeit  erfüllte  Baum  periphraktisch, 
und  wir  wollen  Formel  (3)  auf  das  Gebiet  anwenden,  das  von  einer 
der  inneren  Grenzlinien  sowie  von  einem  Kreis  mit  dem  Zentrum  P 
und  dem  Radius  r  eingeschlossen  wird,  wobei  letzterer  diese  Be- 
randung  umgibt  und  vollständig  in  der  Flüssigkeit  liegt;  wir 
haben  dann: 


in 


f 


^^.rde Jf,  (4) 


wobei  die  Integration  über  den  Kreis  allein  auszudehnen  ist,  und  M 
den  Fluß  in  das  Gebiet  durch  die  innere  Begrenzung  bezeichnet. 
Darum  ist: 

in 

M 


0 

was  integriert 
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in 

±/<pdö  =  -glogr+Cr  (5) 

0 

gibt;  (L  h.  der  Mittelwert  yon  g>  auf  einem  Kreis  mit  dem  Zentrum  P 
und  dem  Radius  r  ist  gleich 

-^•logr+C, 

wo  C  unabhängig  von  r  ist,  aber  mit  der  Lage  von  P  variieren  kann. 
Diese  Formel  gilt  natürlich  nur  so  lange^  als  der  Kreis  die  innere 
Grenze  einschließt  und  selbst  ganz  in  der  Flüssigkeit  liegt. 

Wenn  der  Raum  nach  außen  unbegrenzt  ist,  und  wenn  der 
Kreis  die  gesamten  inneren  Grenzlinien  umschließt,  und  wenn  femer 
•die  Geschwindigkeit  überall  im  unendlichen  Null  ist,  so  ist  G  eine 
absolute  Konstante;  der  Beweis  ist  ähnlich  dem  des  §  41  zu  führen. 
Man  kann  dann  zeigen,  daß  der  Wert  von  q)  in  großem  Abstände  r 
von  der  inneren  Grenzlinie  sich  dem  Wert 

-^•logr  +  C 

nähert.     In  dem  speziellen  Falle 

Jf=0 

r 

ist  die  Grenze,  welcher  sich  (p  im  Unendlichen  nähert,  endlich. 
Wir  schließen  wie  früher,  daß  es  nur  eine  eindeutige  Funktion  gibt, 
welche 

1.  der  Gleichung  (2)  in  jedem  Punkte  der  a;y-Ebene  genügt, 
welcher  außerhalb  eines  gegebenen  Systems  von  geschlossenen 
Kurven  liegt, 

2.  den  Wert  ~  für  jeden  Punkt  dieser  Kurven  einer  willkürlich 

gegebenen  Größe  gleich  macht,  und 

3.  im  Unendlichen  verschwindende  erste  Differentialquotienten  hat. 

Wenn  wir  uns  punktförmige  Quellen  von  der  in  §  56  beschrie- 
benen Art  gleichmäßig  längs  der  jer-Achse  verteilt  denken,  finden  wir 
leicht,  daß  die  Geschwindigkeit  in  einer  Entfernung  r  von  dieser  Achse 
die  Richtung  von  r  besitzt,  und  gleich 

m 
2nr 

ist,  WO  m  eine  Konstante  bedeutet.  Diese  Anordnung  bildet  eine 
sogenannte  ^JLineare  Quelle",  und  ihr  Geschwindigkeitspotential  kann 
gleich 

gesetzt  werden. 

Lftmb,  HydrodjüAmik.  6 
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dem  Beweis  der  Sätze,  die  nötig  sind,  um  diese  der  zweidimensionalen 
Bewegung  anzupassen,  sind  hauptsächlich  rein  formal. 

Eine  Ausnahme,  die  wir  kurz  erörtern  wollen,  tritt  jedoch  im 
Falle  des  §  38  und  der  davon  abhängenden  Sätze  ein. 

Es  sei  ds  ein  Element  auf  der  Randlinie  irgend  eines  Teiles  der 
rry-Ebene,  welcher  ganz  von  bewegter  Flüssigkeit  erfüllt  ist,  und  es 
sei  dn  ein  Element  der  nach  Innen  gezogenen  Normale  zu  ds]  dann 
haben  wir  nach  §  36: 

^1?  ds  -  0,  (3) 


/: 


WO  die  Integration  über  die  ganze  Grenzlinie  zu  erstrecken  ist.  Diese 
Grenzlinie  sei  ein  Kreis,  und  r,  6  seien  Polarkoordinaten,  die  sich 
auf  das  Zentrum  P  dieses  Kreises  als  Anfangspunkt  beziehen;  dann 
kann  man  die  letzte  Gleichung  folgendermaßen  schreiben: 

in  27t 

r|?.rrfö-0,    oder     ^ftpäO^O. 


Daher  ist  das  Integral 


tn 


hff^'' 


d.  h.  der  Mittelwert  von  (p  auf  einem  Kreis  mit  dem  Zentrum  P  und 
dem  Radius  r,  unabhängig  von  r,  und  bleibt  deshalb  unverändert, 
wenn  r  iinbegrenzt  abnimmt;  dann  erhält  das  Integral  den  Wert  von  tp 
für  den  Punkt  P 

Es  sei  der  von  der  Flüssigkeit  erfüllte  Raum  periphraktisch, 
und  wir  wollen  Formel  (3)  auf  das  Gebiet  anwenden,  das  von  einer 
der  inneren  Grenzlinien  sowie  von  einem  Kreis  mit  dem  Zentrum  P 
und  dem  Radius  r  eingeschlossen  wird,  wobei  letzterer  diese  Be- 
randung  umgibt  und  vollständig  in  der  Flüssigkeit  liegt;  wir 
haben  dann: 


/i 


^^■rde M,  (4) 


wobei  die  Integration  über  den  Kreis  allein  auszudehnen  ist,  und  M 
den  Fluß  in  das  Gebiet  durch  die  innere  Begrenzung  bezeichnet. 
Darum  ist: 

»   1  ^'"dö--^ 


■^ß 


dr     2nJ  ^  2nr 

0 

was  integriert 


Die  kinetische  Energie.  81 

±Lde ^logr+C7  (5) 

0 

gibt;  d.  h.  der  Mittelwert  von  q)  auf  einem  Ereis  mit  dem  Zentrum  P 
und  dem  Radius  r  ist  gleich 

-^•logr+C, 

wo  C  unabhängig  von  r  ist^  aber  mit  der  Lage  von  P  variieren  kann. 
Diese  Formel  gilt  natürlich  nur  so  lange,  als  der  Ereis  die  innere 
Grenze  einschließt  und  selbst  ganz  in  der  Flüssigkeit  liegt. 

Wenn  der  Raum  nach  außen  unbegrenzt  ist,  und  wenn  der 
Ereis  die  gesamten  inneren  Grenzlinien  umschließt,  und  wenn  femer 
•die  Geschwindigkeit  überall  im  Unendlichen  Null  ist,  so  ist  C  eine 
absolute  Eonstante;  der  Beweis  ist  ähnlich  dem  des  §  41  zu  führen. 
Man  kann  dann  zeigen,  daß  der  Wert  von  q)  in  großem  Abstände  r 
Ton  der  inneren  Grenzlinie  sich  dem  Wert 

-^•logr+C 

nähert.     In  dem  speziellen  Falle 

ist  die  Grenze,  welcher  sich  q)  im  Unendlichen  nähert,  endlich. 
Wir  schließen  wie  früher,  daß  es  nur  eine  eindeutige  Funktion  gibt, 
welche 

1.  der  Gleichung  (2)  in  jedem  Punkte  der  a;y-Ebene  genügt, 
welcher  außerhalb  eines  gegebenen  Systems  von  geschlossenen 
Eurven  liegt, 

2.  den  Wert  ^  für  jeden  Punkt  dieser  Eurven  einer  willkürlich 

gegebenen  Größe  gleich  macht,  und 

3.  im  Unendlichen  verschwindende  erste  Differentialquotienten  hat. 

Wenn  wir  uns  punktförmige  Quellen  von  der  in  §  56  beschrie- 
benen Art  gleichmäßig  läugs  der  je?-Achse  verteilt  denken,  finden  wir 
leicht,  daß  die  Geschwindigkeit  in  einer  Entfernung  r  von  dieser  Achse 
die  Richtiing  von  r  besitzt,  und  gleich 

m 

ist,  WO  m  eine  Eonstante  bedeutet.  Diese  Anordnung  bildet  eine 
sogenannte  „lineare  Quelle'^  und  ihr  Geschwindigkeitspotential  kann 
gleich 

gesetzt  werden. 

Lftmb,  Hjrdrodjnftmik.  6 
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Der  Leser^  der  sich  hierfür  interessiert^  wird  ohne  Mühe  eine 
Theorie  der  zweidimensionalen  Quellen  und  Senken  aufstellen  können^ 
die  derjenigen  in  den  §§  56 — 58  analog  ist.^) 

§  61.  Ein  Teil  der  Flüssigkeit  werde  von  einer  Zylinderfläche^ 
deren  Erzeugende  paraUel  zur  ^-Achse  sind,  und  von  zwei  zur 
jer- Achse  senkrechten  Ebenen  begrenzt,  die  den  Abstand  1  voneinander 
haben;  die  kinetische  Energie  wird  dann  durch  die  Formel 

gegeben,  wo   das   Oberflächenintegral   über   den  Teil   der   a:y-Ebene,. 
der  von  der  Zylinderfläche  ausgeschnitten  wird,  zu  erstrecken  ist,  und 
das  Linienintegral  über  die  Grenzlinie  dieses  Teiles. 
Da 

^9 dip 

ist,  so  kann  Formel  (1)  folgendermaßen  geschrieben  werden: 

2T^Qr(pdt,  (2) 

wo  die  Integration  in  der  positiven  Richtung  längs  der  Grenzlinie 
auszuführen  ist. 

Wenn  wir  durch  ein  ähnliches  Verfahren  wie  in  §  46  die  Energie 
in  dem  Falle  zu  berechnen  suchen,  wo  das  Gebiet  sich  bis  in  das 
Unendliche  erstreckt,  so  finden  wir,  daß  ihr  Betrag  unendlich  groß 
wird,  ausgenommen,  wenn  der  gesamte  Fluß  (M)  nach  außen  Null 
ist.  Denn  wenn  wir  einen  Kreis  mit  großem  Radius  r  als  äußere 
Grenze  des  betr.  Teiles  der  a:y-Ebene  einführen,  finden  wir,  daß  der 
entsprechende  Teil  des  Integrals  von  (1)  mit  r  unbegrenzt  wächst. 
Die  einzige  Ausnahme  ist  der  Fall  ilf  =  0,  wo  wir  das  Linienintegral 
in  (1)  über  die  innere  Begrenzung  allein  ausdehnen  können. 

Wenn  die  zylindrische  Grenzfläche  aus  zwei  oder  mehr  getrennten 
Teilen  besteht,  von  denen  einer  alle  übrigen  einschließt,  so  ist  der  um- 
schlossene Raum  mehrfach  zusammenhängend,  und  die  Gleichung  (1) 
bedarf  einer  Korrektion,  welche  genau  wie  in  §  55  ausgeführt 
werden  kann. 

§  62.     Die  Funktionen  (p  und  ^  sind  durch  die  Beziehungen 
verknüpft.  ^^  ^      ^"^ 


1)  Dieser  Gegenstand  ist  sehr  vollständig  von  C.  Netimann  behandelt  worden : 
i^l>^  das  logarithmische  und  Newtonsche  Potential,  Leipzig  1877. 
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Diese  Bedingungen  werden  erfüllt,  wenn  man 

(p  +  t>, 


wo  i,  wie  gewöhnlicli,  für  )/—  1  gebraucht  ist,   einer  gewöhnlichen 
algebraischen  oder  transzendenten  Funktion  von 

x  +  iy 
gleichsetzt,  z.  B.: 

q>  +  i^^f{x  +  iy).  .  (2) 

Dann  ist  nämlich: 

^y  (9  +  ^»  =  if{x  +  iy)  -  i  -^  (<P  +  i^)y  (3) 

woraus  wir   ersehen,   daß   die  Gleichungen  (1)  erfüllt  werden,  wenn 
man  die  reellen  und  die  imaginären  Teile  einzeln  einander  gleich  setzt. 
Daher  gibt  jede  beliebige  Form  von  (2)  eiuen   möglichen  Fall 
der  wirbelfreien  Bewegung.     Die  Kurven 

tp  =  konst. 
sind  die  Aquipotentiallinien,  und  die  Kurven 

^  =  konst. 
sind  die  Stromlinien.     Da  nach  (1) 

dx  dx~^  dy  dy  ^    ' 

so  sehen  wir,  daß  diese  beiden  Kurvensysteme  einander  unter  rechten 
Winkeln  schneiden,  wie  wir  bereits  bewiesen  haben.  Da  die  Glei- 
chungen (1)  ungeändert  bleiben,  wenn  wir 

—  ^    für    (p 
und       (p    für    ^ 

schreiben,  so  können  wir,  wenn  wir  wollen,  auch  die  Kurven 

^  =  konst. 
als  die  Iquipotentialkurven,  und  die  Kurven 

9  =  konst. 

als  die  Stromlinien  betrachten;  darum  gibt  jede  der  genamiten  Amiahmen 
zwei  mögliche  Fälle  der  wirbelfreien  Bewegung. 

Der  Kürze  wegen  wollen  wir  im  folgenden  Teile  dieses  Kapitels 
die  gewöhnliche  Schreibweise  der  Funktionentheorie  gebrauchen,  und 

z^  x  +  iy,  (4) 

lü  ^  tp  -\-  i^if  (5) 

setzen. 
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Vom  modernen  Standpunkt  aus  können  wir  sagen:  die  Grund- 
eigenschaft einer  Funktion  einer  komplexen  Variablen  besteht  darin^ 
daß  sie  einen  bestimmten  Differentialquotienten  nach  dieser  Variablen  be- 
sitzt. ^)  Wenn  9  und  t  irgend  welche  beliebige  Funktionen  von  x  und  y 
bezeichnen,  so  müssen  jedem  Werte  von  x  -f  iy  ein  oder  mehrere 
bestimmte  Werte  von  q)  +  itif  entsprechen;  aber  das  Verhältnis  des 
Differentiales  dieser  Frmktion  zu  dem  von  x  +  iy,  nämlich 


'>J+Ji^.     oder     (g^  +  *g^)'^'^'^(^'^'^)'^^ 


hängt  im  allgemeinen  von  dem  Verhältnisse  dx :  dy  ab.  Die  Bedingung, 
daß  es  für  alle  Werte  des  letzteren  das  gleiche  sein  soll,  ist 

was  den  obigen  Gleichungen  (1)  äquivalent  ist.  Diese  Eigenschaft 
wurde  von  Biemann  als  die  Definition  der  Funktion  einer  komplexen 
Variablen  x  +  iy  genommen;  d.  h.  eine  solche  Funktion  muß  für 
jeden  bestimmten  Wert  der  Variablen  nicht  nur  einen  bestimmten  Wert 
oder  ein  System  von  bestimmten  Werten  haben,  sondern  für  jeden 
dieser  Werte  auch  einen  bestimmten  Differentialquotienten.  Der  Vorteil 
dieser  Definition  ist  der,  daß  sie  von  der  Existenz  eines  analytischen 
Ausdruckes  für  die  Funktion  völlig  unabhängig  ist. 

Wenn  die  komplexen  Größen  js  und  w  nach  der  Methode  von 
Argand  und  Gauß  geometrisch  dargestellt  werden,  so  kann  der  Diffe- 
rentialquotient -,     als  der  Operator  angesehen  werden,  welcher  einen 

dz 

unendlich  kleinen  Vektor  Sz  in  den  entsprechenden  Vektor  dw  über- 
führt. Aus  der  oben  genannten  Eigenschaft  folgt  dann,  daß  ent- 
sprechende Figuren  der  ss-  und  m?- Ebene  einander  in  den  kleinsten 
Teilen  ähnlich  sind. 

Es  seien  z.  B.  in  der  tc; -Ebene  die  geraden  Linien 

q)  =  konst. 
^  =  konst., 

wo  die  Konstanten  eine  Reihe  von  Werten  in  arithmetischer  Pro- 
gression bezeichnen,  deren  gemeinschaftliche  Differenz  unendlich  klein 
und  in  jedem  Fall  dieselbe  ist;  diese  Geraden  bilden  zwei  Systeme, 
die  rechtwinklig  zu  einander  stehen  und  die  Ebene  in  iinendlich  kleine 
Quadrate  teilen.     Daher  werden  in  der  o;^- Ebene  die  entsprechenden 


1)  Vergl.  z.  B.  Forsyth,   Theory  of  Functions,  2.  Aufl.,    Cambridge  1900, 
Kap.  I  und  11. 
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Kurven  tp  »-  konst.,  ^  »  konst.^  wenn  die  Eonstanten  dieselbe  Bedeutung 
wie  früher  haben^  einander  unter  rechten  Winkeln  schneiden  (wie  be- 
reits auf  andere  Weise  bewiesen  ist)  und  die  Ebene  in  unendlich  kleine 
Quadrate  teilen. 

Wenn  umgekehrt  tp  und  ^  zwei  beliebige  Funktionen  von  x  und  y 
sindy  derart^  daß  die  Kurven  q>  =  ms,  ^  »  ns,  wo  €  unendlich  klein 
ist  und  niy  n  beliebige  ganze  Zahlen  sind,  die  xy-lSbene  in  quadratische 
Elemente  teilen,  so  ist  offenbar 

dtp       -^  d'ip 

^    =    T-    ?^. 

difj       "*"  dtp 

Wenn  wir  die  oberen  Zeichen  nehmen,  so  ist  dies  die  Bedingung 
dafür,  daß  x  +  iy  eine  Funktion  von  9  +  tV  seiii  würde.  Der  Fall 
der  unteren  Zeichen  wird  auf  diese  zurückgeführt,  wenn  man  das 
Vorzeichen  von  ^  umkehrt.  Daher  enthält  Gleichung  (2)  die  voll- 
ständige Lösung  des  Problems  der  winkeltreuen  Abbildimg  von  einer 
Ebene  auf  eine  andere.^) 

V  

Die  Ähnlichkeit  entsprechender,  unendlich  kleiner  Teile  der  fec- 
und jer- Ebene   hört   in  den  Punkten  auf,  wo  der  Differentialquotient 

j-  null  oder  unendlich  ist.     Da 
dz 

dz  ^  dx  "^  ^  dx  ^*^ 

ist,  so  ist  bei  der  Anwendung  in  der  Hydrodynamik  der  entsprechende 
Wert  der  Geschwindigkeit  null  oder  unendlich. 

Bei  allen  physikalischen  Anwendungen  muß  w  eine  einwertige 
oder  höchstens  zyklische  Funktion  von  z  im  Sinne  des  §  50  für  das 
ganze  Gebiet  sein,  mit  dem  wir  uns  beschäftigen.  Daher  muß  im 
Falle  einer  „mehrdeutigen*^  Funktion  das  Gebiet  auf  ein  einzelnes  Blatt 
der  entsprechenden  Riemannschen  Fläche  beschränkt  werden,  und 
yjVerzweigungspimktef^  dürfen  also  in  dessen  Inneren  nicht  auftreten. 

§  63.    Wir  können  jetzt  zu  einigen  Anwendungen  des  voran- 
stehenden Verfahrens  übergehen. 
Wir  wollen  zuerst 

w  =  A'  s^ 

nehmen,  wo  A  reell  ist.    Führen  wir  Polarkoordinaten  r,  0  ein,  so 

haben  wir:  ^  -  ^ 

q>  =^Ar^  cos  nß 


tj,  =^Ar^  sin  nO 


(1) 


1)  Lagrange,  „Snr  la  constmction  des  cartes  gdographiqnes^*^  Nouv.  ttUm, 
de  VAcad.  de  Berlin,  1779  {(Euvres  IV,  S.  636).  Betreffs  der  weiteren  Geschichte 
des  Problems  vergl.  Foisyth,  Theory  of  Functions,  E[ap.  XIX. 
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Die  folgenden  Falle  sollen  besonders  behandelt  werden: 

1.  Wenn  n  =-  1  ist,  so  bilden  die  Stromlinien  ein  System  von 
Parallelen  zur  a;-Achse,  nnd  die  Aquipotentiallinien  ein  entsprechendes 
System  von  Parallelen  zur  y-Achse.  In  diesem  Falle  sind  irgend- 
welche entsprechende  Figuren  in  der  f<;-Ebene  und  in  der  jer-Ebene 
einander  ähnlich,  gleichviel  ob  sie  endlich  oder  unendlich  klein  sind. 

2.  Wenn  n  =»  2  ist,  so  sind  die  Kurven  q)  =  konst.  ein  System 
von  rechtwinkligen  Hyperbeln,  welche  die  Koordinatenachsen  als 
Hauptachsen  haben,  und  die  Kurven  ^  »  konst.  bilden  ein  ähnliches 
System,  wo  die  Koordinatenachsen  Asymptoten  sind.     Die  Linien 

0  =  0,  ö«^» 

sind  Teile  derselben  Stromlinie  V'  =  0,  sodaß  wir  die  positiven  Seiten 
der  Koordinatenachsen  als  feste  Grenzen  betrachten  können  und  so  den 
Fall  einer  Flüssigkeitsbewegung  in  dem  Winkel  zwischen  zwei  zu- 
einander senkrechten  Wänden  erhalten. 

3.  Wenn  n  —  —  1  ist,  so  erhalten  wir  zwei  Systeme  von  Kreisen, 
welche  die  Koordinatenachsen  im  Anfangspunkt  berühren.     Da  jetzt 

9  «=  —  •  cos  0, 

so  ist  die  Geschwindigkeit  im  Ursprungspunkt  unendlich;  wir  müssen 
daher  annehmen,  daß  das  Gebiet,  für  welches  unsere  Formeln  gelten, 
im  Innern  durch  eine  geschlossene  Kurve  begrenzt  ist. 

4.  Wenn  n  =  —  2  ist,  so  ist  jedes  System  von  Kurven  aus  einem 
doppelten  System  von  Lemniskaten  zusammengesetzt.  Die  Achsen 
des  Systems  q>  =  konst.  fallen  mit  den  Koordinatenachsen  zusammen; 
diejenigen  des  Systems  ^ » konst.  halbieren  die  Winkel  zwischen 
diesen  Achsen. 

5.  Wenn  wir  den  Wert  von  n  passend  wählen,  erhalten  wir  den 
FaU  einer  wirbellosen  Bewegung,  bei  der  die  Grenze  von  zwei  festen 
Wänden  gebildet  wird,  die  sich  unter  einem  beliebigen  Winkel  a 
treffen.     Die  Gleichung  der  Stromlinien  ist 

r"  sin  nö  =  konst.;  (2) 

darum  müssen  die  Linien 

ö  =  0,  e  =  - 

'  n 

Teile  der  gleichen  Stromlinie  bilden.  Wenn  wir  also  n  =-  —  setzen, 
so  erhalten  wir  die  gesuchte  Lösung  in  der  Form: 

q>  =  Ar    cos  — ,  V'  =  -^r    sm (3) 

Die  Komponenten  der  Geschwindigkeit   parallel  und  senkrecht  zu  r 
ßinä  daher: 
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—  1  ^a  — 1 


A       ^  et  Ifv  1  j 

—  A  —  r        coB  —      und     A 


IfO  1  A    ^      a  •      ^v 


r        sin       , 


(2) 


ff  a  a  tt 

sie  sind  deshalb  im  Anfangspunkt  0^  endlich  oder  unendlich,  je 
nachdem  a  kleiner,  gleich  oder  größer  als  x  ist. 

§  64.  Wir  betrachten  weiter  einige  Fälle  zyklischer  Funktionen. 

1.  Die  Annahme 

W'^  —  li'logZy  (1) 

wo  /it  reell  ist,  gibt: 

g> I*  log  r 

Die    Geschwindigkeit    in    einem   Abstände   r    vom    Ursprungspunkte 

ist  — ;  dieser  Punkt  muß  deshalb  durch  eine  geschlossene  Kurve,  die 

wir  um  ihn  ziehen,  isoliert  werden. 
Wenn  wir  die  Radien 

6  —  konst. 

als  Stromlinien  nehmen,  erhalten  wir  den  Fall  einer  zweidimensionalen 
Quelle  im  TJrsprungspunkte  (yergL  §  60). 
Wenn  die  Kreise 

r  =  konst. 

als  Stromlinien  genommen  werden,  haben  wir  den  Fall  des  §  27;  die 
Bewegung  ist  jetzt  zyklisch,  und  die  Zirkulation  in  einer  geschlossenen 
Kurve,  die  den  Koordinatenanfangspunkt  umgibt,  ist  2^ft. 

2.  Wir  wollen 

w^-lilogl~l  (3) 

setzen. 

Wenn  wir  mit  r^,  r^  die  Abstände  eines  Punktes  in  der  a;y-Ebene 
Ton  den  Punkten  (±  a,  0)  und  mit  ö^,  ög  die  Winkel  bezeichnen, 
welche  diese  Linien  mit  der  positiven  Richtung  der  o:- Achse  bilden, 
«o  haben  wir: 


jßT  —  a  =  rj  •  6    , 

nnd  deshalb 

;gr  +  a  =  r j  •  e^y 

9  =       ft  •  log    » 

Die  Kurven 

t-    ff(e,    ö,)j 

(4) 


(p  =  konst.     und     ^  =  konst. 


bilden  zwei  rechtwinklige  Systeme  von  ,ykoachsial€n**  Kreisen. 

Jedes   dieser   Systeme    kann   als   Aquipotentiallinien   genommen 
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werden,  sodaB  das  andere  System  dann  die  Stromlinien  bildet.  In 
jedem  Falle  ist  die  Geschwindigkeit  in  den  Funkten  {±a,  0)  unend- 
lich. Wenn  diese  Pnnkte  demgemäß  dorcli  gMcUossene  Kntren 
nmgeben  werden,  so  wird  der  Keet  der  a^^-Ebene  ein  drei&ch- 
znsammenhängender  Ranm. 

Wenn  die  Kreise  fl,  —  9,  =  konst.  als  Stromlinien  genommen 
werden,  so  haben  wir  den  Fall  einer  Quelle  und  einer  Senke  von 
gleicher  Intensität,  die  in  den 
Punkten  (±  a,  0)  gelegen  sind. 
Wenn  a  imbegrenzt  abnimmt, 
während  iia  endlich  bleibt,  so 
bringen  wir  die  Annahme  von 
§  63,  3  zur  Darstellung,  welche- 
also  dem  Falle  einer  doppelten 
Quellenlinie  im  Anfangspunkt  ent- 
spricht (vergl.  die  erste  Figur 
des  §  68). 

Wenn  wir  andererseits  die 
Kreise  —  =-  konst.  als  Stromtiniei* 
nehmen,  so  erhalten  wir  den  Fall 
einer  zyklischen  Bewegung,  ins- 
besondere ist  die  Zirkulation  in  einer  geschlossenen  Kurve,  die  nur 
den  ersten  der  obigen  Pnnkte  umschließt,  2;t^,  diejenige  in  einer  ge- 
achlosaenen  Kurre,  die  nur  den  zweiten  umgibt^  —  Sn/t;  dagegen  ist 
diejenige  in  einer  Kurve,  die  beide  umschließt,  gleich  0.  Dieses  Beispiel 
wird  fttr  uns  besonderes  Interesse  haben,  wenn  wir  in  Kap.  VII  zur 
Behandlung  der  ,^eradlinigen  Wirbelt'  kommen. 

§  OS,  Wenn  w  eine  Funktion  von  e  ist^  folgt  sogleich  aus  der 
Definition  des  §  62,  daß  e  anch  Funktion  von  w  ist.  Die  letztere 
Formnlierung  der  Annahme  ist  mathematisch  zuweilen  bequemer  als 
die  frühere. 

Die  Oleichungen  (1)  des  §  62  werden  dano  durch 


ersetzt. 

Da  anch 


8^ 


(1) 


--f-*3—  =  —  «  +  »!'  ist,  80  haben  wir 

dtc       tt  —  io        q  \q  qj' 

q    die    resultierende    Geschwindigkeit    Im    Funkte    (z,   y)    ist. 
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Wenn  wir  daher 

schreiben  und  nns  die  Eigenschaften  der  Funktion  ^  in  der  eben  ans- 
einandei^esetzten  Weise  graphisch  dargestellt  denken^  so  wird  der 
Vektor,  der  vom  Urspmngsponkt  zu  einem  Punkte  in  der  {[-Ebene 
gezogen  ist,  in  der  Richtung  mit  der  Geschwindigkeit,  und  der 
Größe  nach  mit  deren  reziproken  Werte  im  entsprechenden  Punkte  der 
jer-Ebene  übereinstimmen. 

Da  femer  —  der  Modulus  von  s— ,  d.  h.  von  ^  +  i  -^  ist,  so 
q  aw'  ofp  dtp        ' 

haben  wir: 

?  -  g|)'+  ©".  w 

was  wegen  der  Gleichung  (1)  in  die  entsprechenden  Formen 
-1      /^V/'^V     /^y.V-i./'i^V— /'^Vo./'^f^V— ^£y  —  ^^   (A^i 

q"  ^  \dq>}  "^  vaW  "  v^W  "^  \d^) ""  \aW  "^  \aW  ~  a^ a^^    d^dq>  ^^ 

gebracht  werden  kann. 

Die  letzte  Formel,  nämlich 

1        d{x,  y) 


g«        a(9,i^)' 


(5) 


drückt   die  Tatsache  aus,  daß  entsprechende  Flächenelemente  der  e- 

dz 
und  u?- Ebene  sich  wie  das  Quadrat  des  Modulus  von  t—  zur  Einheit 

verhalten. 

§  66.     Die    folgenden    Beispiele    dieses   Verfahrens    sind    sehr 
wichtig. 

1.  Wir  nehmen  an,  daß 

z  ^  c  cosh  w  (1) 

oder 

X  =  c  cosh  (p  cos  ^ 

y  ^  c  sinh  g)  sin  ^ 
Die  Kurven  qp  =  konst.  sind  die  Ellipsen: 


(2) 


^.* L     y*     ^  1  C3\ 

c'  cosh'  9       c*  sinh'  tp          ^  ^  ' 
und  die  Kurven  i) »  konst.  sind  die  Hyperbeln: 

-  -J^- y* =,  1 .  C4^ 

c*  cos*  t^       c*  ain*  i^          '  ^  -' 

diese  Kegelschnitte  haben  die  gemeinschaftlichen  Brennpunkte  (±  c,  0). 

Die  beiden  Systeme  von  Kurven  sind  in  der  nächstfolgenden  Figur 
dargestellt. 
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Da  wir  in  den  Brennpunkten 

9  —  0,  ip  =^nx 

liaben,  wo  n  eine  ganze  Zahl  ist,  bo  ersehen  wir  ans  Gleichung  (2) 
des  Torangehenden  Par^raphen,  daB  die  Geschwindigkeit  dort  an- 
endlich ist.  Wenn  die  Hyperbeln  als  Stromlinien  genommen  werden, 
so  können  die  Teile  der 
X-Achse,  welche  anßerhalb 
der  Punkte  (±  c,  0)  liegen, 
oU  feste  Wände  betrachtet 
werden.  Wir  erhalten  aaf 
diese  Weise  den  Fall  einer 
FlQssigkeit,  die  von  einer 
ite  einer  dOnnen  ebenen 
I  Scheidewand  auf  die  andere 
durch  eine  Ofinung  von  der 
Breite  2c  flieSt;  die  Ge- 
schwindigkeit an  den  Kan- 
ten ist  jedoch  unendlich. 
Wenn  die  Ellipsen 
als  Stromlinien  genommen 
werden,  erhalten  wir  den 
Fall  einer  Flüssigkeit,  die 
um  einen  elliptiBcheu  Zylinder  herumflieBt,  oder  im  Grenzfall  um 
eine  starre  Lamelle,  deren  Querschnitt  die  Verbindungslinie  der  Brenn- 
punkte (±  c,  0)  ist. 

In  unendlicher  Eatfemung  vom  Aniangsponkt  ist  qo  unend- 
lich Ton  der  Ordnung  log  r,  wo  r  der  Radiusvektor  ist;  die  Ge- 
schwindigkeit iat  unendlich  klein  von  der  Ordnung  —  ■ 


2.  Es  sei 


«  =  M>  +  C", 
*  -■  y  +  «*  •  COS  ([>  I 

y^^  +  ^-amt  J 


(ö) 

(6) 


Die  Stromlinie  ^  —  0  fällt  mit  der  x-Achse  zusammen.  Femer  bildet 
der  Teil  der  Linie  y  =  ä  zwischen  a;  =  —  tx)  und  x  =  —  1,  als  eine 
in  sich  selbst  zurücklaufende  Linie  betrachtet,  die  Stromlinie  ^  =  jt; 
d.  h.  in  dem  Maße,  wie  ip  von  +  oo  durch  0  bis  zu  —  oo  abnimmt, 
wächst  X  von  —  oo  bis  zu  —  1  und  nimmt  dann  wieder  bis  zu  —  co 
ab.    Ähnliches  gilt  für  die  Stromlinie  if »- 


i"- 


-  1  —  ef*  coa  ii  —  i^  sin  ^, 
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80  folgty  daß  für  große  negative  Werte  von  tp  die  Richtung  der 
Geschwindigkeit  mit  der  negativen  o;- Achse  zusammenfallty  und  ihr  Be- 
trag gleich  1  ist,  während  er  für 
große  positive  Werte  0  ist. 

Die  obigen  Formehi  repräsen- 
tieren demnach  die  Bewegung  einer 
Flüssigkeit,  die  aus  einem  offenen 
Raum  in  einen  Kanal  fließt,  der  von 
zwei  dünnen  parallelen  Wänden  be- 
grenzt wird.  An  den  Enden  dieser 
Wände  haben  wir 


und  deshalb 


d.  h.  die  Greschwindigkeit  ist  unend- 
lich.    Die  Richtung  der  Strömung 

wird  umgekehrt,  wenn  wir  das  Vorzeichen  von  w  in  Gleichung  (5) 
ändern.  Wenn  wir  die  Stromlinien,  wie  in  allen  ähnlichen  Fällen 
dieses  Kapitels,  für  äquidistante  Werte  von  tf;  ziehen,  so  bilden  sie 
die  gezeichnete  Figur.  ^) 

§  67.  Es  ist  bekannt,  daß  eine  Funktion  f{g),  welche  endlich, 
stetig  und  eindeutig  ist  und  endliche  erste  Ableitungen  besitzt,  für 
alle  Punkte  zwischen  zwei  um  den  Ursprungspunkt  gezogenen  kon- 
zentrischen Kreisen  in  die  Reihe 


f{0)  ^Ä^  +  A,z+A,z'  +  ...  +  B^z-'  +  B,sr^  + 


(1) 


entwickelt  werden  kann. 

Wenn  die  obigen  Bedingungen  für  alle  Punkte  innerhalb  eines 
Kreises  erfüllt  sind,  welcher  den  Koordinatenanfangspunkt  als  Zentrum 
hat,  80  behalten  wir  nur  die  aufsteigende  Reihe  übrig;  wenn  aber  &lt 
alle  Punkte  außerhalb  dieses  Kreises,  so  ist  die  fallende  Reihe  ge- 
nügend, wobei  noch  die  Konstante  Aq  zu  addieren  ist.  Wenn  die 
Bedingungen  für  alle  Punkte  der  xy-lShene  ausnahmelos  erfüllt  sind, 
so  kann  f{0)  nichts  anderes  als  die  Konstante  Aq  sein. 

Setzen  wir 

M  =  9  +  *>, 

führen  Polarkoordinaten  ein,  und  schreiben  die  komplexen  Kon- 
stanten A^  und  B^  in  der  Form  P^  +  iQ^,  bezw.  R^  +  iS^y  so  er- 
halten wir: 


1)  Dieses  Beispiel  ist  von  Helmholtz  gegeben,  Bert.  Monatsher,,  23.  April 
1868  (i%»7.  Mag.,  November  1868,  Ges,  Äbh.  I,  8.  164). 
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9)«Po+2;f  r»(P„C08nö— Ö^sinnö) +2;*r-"(B„cos  we  +  S^sin  wo) 
^«Öo+-2^r^(Ö«co8nö+-Pn8mnö)  +  2:*r--'*(iS„co8nö-- Besinne) 


(2) 


Diese   Formeln   sind   bequem ,  wenn  der  Wert  von  q>   oder  von   ^ 

auf  den  kreisförmigen  Grenzlinien  vorgeschrieben  ist.  Dieser  Wert 
kann  nach  dem  Fourierschen  Satze  für  jede  Grenze  in  einer  Reihe 
von  Sinussen  und  Kosinussen  der  Vielfachen  von  0  entwickelt 
werden.  Die  so  gefundene  Reihe  muß  derjenigen  von  (2)  äquivalent 
sein;  wenn  man  daher  die  Koeffizienten  von  sin  nd  und  cos  nO  einzeln 
gleich  setzt,  so  erhält  man  Gleichungen,  aus  denen  man  P^,  Q^,  R^,  8^ 
bestimmen  kann. 

§  68.  Als  ein  einfaches  Beispiel  wollen  wir  den  Fall  eines  un- 
endlich langen  Kreiszylinders  vom  Radius  a  betrachten,  der  sich  mit 
der  Geschwindigkeit  U  senkrecht  zu  seiner  Achse  in  einer  unbegrenzten 
Flüssigkeit  bewegt,  welche  im  Unendlichen  in  Ruhe  ist. 

Der  Koordinatenanfangspunkt  mag  in  der  Achse  des  Zylinders 
liegen,  und  die  x-  \md  y-Achsen  in  einer  Ebene,  die  zur  Achse  senk- 
recht ist.  Femer  soll  die  a;-Achse  mit  der  Richtung  der  Geschwindig- 
keit U  zusammenfallen.  Da  die  Bewegung  von  der  Ruhe  ausgegangen 
ist,  wird  sie  notwendigerweise  wirbelfrei  sein,  und  q>  ist  eindeutig. 
Da  ferner 


/i 


über  den  Rand  des  Querschnittes  des  Zylinders  erstreckt,  0  ist,  so 
ist  if  einwertig  (§  59),  sodaß  die  Formeln  (2)  gelten.     Da  überdies 

T^  in  jedem  Punkte  der  inneren  Begrenziing  der  Flüssigkeit  gegeben 

ist,  nämlich: 

-|?=?7cosö,  für  r  =  a,  (3) 

und  da  die  Flüssigkeit  im  Unendlichen  ruht,  so  ist  die  Aufgabe  nach 
§  41  völlig  bestimmt.     Diese  Bedingungen  geben 

und 

f7cos  ö  =  2:^na-''-\R^  cos  nO  +  S^  sin  nÖ), 

was  nur  erfüllt  werden  kann,  wenn  man 

und    alle    übrigen    Koeffizienten    gleich   0    setzt.     Die    vollständige 
Lösung  ist  deshalb: 
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q)  =       .  cos  0 

tb  ^ .  sin  6 

^  r 

Die  Stromlinien  V'  =  konst.  sind  Kreise,  wie  die  folgende  Figur  zeigt. 
Die  kinetische  Energie  der  Flüssigkeit  wird  durch  die  Formel  (2) 
des  §  61  gegeben,  nämlich: 

in 

2T^Q  fq>dtl;^Q IPa^fcos^ OdO^M' TP,  (5) 

0 

wenn  M'  >=  Tta^Q  die  Masse  der  Flüssigkeit  ist,  welche  von  der  Längen- 
einheit des  Zylinders  verdrängt  wird.  Dieses  Resultat  zeigt,  daß  die 
ganze  Wirkung,  welche  von  dem  Vorhandensein  der  Flüssigkeit  her- 
rührt, durch  Addition  der 
Größe  M'  zu  der  Träg- 
heit des  Zylinders  pro 
Längeneinheit  dargestellt 
werden  kann.  Wenn  wir 
also  im  Falle  der  gerad- 
linigen Bewegping  eine 
äußere  Kraft  X  pro  Längen- 
einheit haben,  die  auf  den 
Zylinder  wirkt,  so  gibt 
die  Energiegleichung 

oder 

wo  M  die  Masse  des  Zylinders  selbst  darstellt. 
Schreiben  wir  dies  in  der  Form 

T,-.  dU  -r^  --,/  dU 

^li"^-^  dt' 

so  erkennen  wir,  daß  der  Flüssigkeitsdruck  einer  Kraft  —  M'  -^  -  pro 

Längeneinheit  in  der  Bewegungsrichtung  gleich  ist.   Dies  verschwindet, 
wenn  U  konstant  ist 

Das  obige  Ergebnis  muß  natürlich  eine  Verifikation  durch  direkte 
Rechnung  gestatten.     Der  Druck  wird  durch  die  Formel 

f  =  ||-i2»  +  2^(0  (7) 

gegeben,  wo  wir  das  Glied  weggelassen  haben,  das  von  den  etwaigen 


94 
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äußeren  Kräften  herrührt,  die  auf  die  Flüssigkeit  wirken,  weU  deren 
Wirkung  durch  die  Gesetze  der  Hydrostatik  gefunden  werden  kann. 

Der  Ausdruck  -g|  repräsentiert  hier  die  Zunahme  von  9  in  einem  be- 
stimmten Punkte  des  Raumes  pro  Zeiteinheit,  wahrend  der  Wert  von  tp  in 
Gleichung  (4)  auf  einen  ürsprungspunkt  bezogen  ist,  welcher  sich  mit 
der  Geschwindigkeit  U  bewegt.  Infolgedessen  wächst  der  Wert  von  r 
für  einen  festen  Punkt  mit  der  Geschwindigkeit  —  Ucob  6,  und  derjenige 

von  6  mit  der  Geschwindigkeit  —  sin  6.    Daher  müssen  wir  schreiben: 


dt^  dt  r 
Da  femer 


cosö~£rcosö^  +  — ^^^ 


dUa*          ^    ,     IPa*         ^^ 
-rr  —  COS  ö  H r-  COS  26. 

dt  r  r* 


q' 


-4       > 


SO  ist  der  Druck  in  einem  beliebigen  Punkte  der  zylindrischen  Ober- 
fläche {r  =  a): 

p^Q^a^  cos  e  +  ü^  cos  2Ö  -  ^£7»  +  F(0).  (8) 

Die  resultierende  Erafb  pro  Längeneinheit  des  Zylinders  ist  offenbar 
parallel  zu  der  ursprünglichen  Linie  0  =  0;  um  ihren  Betrag  zu  finden, 

multiplizieren  wir  mit 
—  adO  '  cos  6  und  inte- 
grieren in  Bezug  auf  0 
zwischen  den  Grenzen 
0  und  7C,  Das  Ergebnis  ist 

-  ^  -dT> 
wie  vorher. 

Wenn    wir    in    dem 
obigen  Beispiele  der  Flüs- 
sigkeit und  dem  Zylinder 
eine  Geschwindigkeit  —U 
erteilen,  so  haben  wir  den 
Fall  eines  Stromes,  der 
mit  der  allgemeinen  Geschwindigkeit  U  an  einem  festen  zylindrischen 
Hindernis  vorüberfließt.     Addieren   wir   zu  q>   und  ^   die  Ausdrücke 
ür  cos  6  bezw.  Ur  sin  ö,  so  erhalten  wir: 


y  =  ü  (r  +  ~)  cos  e,tl>^u{r--  ->j  sin  0, 


(9) 


Wenn  keine  äußeren  Kräfte  wirken,  und  wenn  U  konstant  ist,  so  ist 
die  resultierende  Kraft  auf  den  Zylinder  gleich  0.    Vergl.  §  92. 
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§  69.    Um  die  Formel  (1)  des  §  67  fähig  zn  machen,  jede  Art 

von  kontinuierlicher  wirbelfreier  Bewegung  in  dem  Räume  zwischen 

zwei  konzentrischen  Kreisen  darzustellen,  müssen  wir  auf  der  rechten 

Seite  den  Ausdruck 

Ä  log  e  (1) 

addieren. 

Wenn  Ä  =  P  +  iQ  ist,   so  sind  die  entsprechenden  Ausdrücke 

in  (p  und  tlfi 

Piogr-qe 

Pe  +  Qlogr' 

Die  Bedeutung  dieser  Ausdrücke  ist  klar;  nämlich  2;rP,  die  zyklische 
Konstante  von  ^,  ist  der  Fluß  durch  den  inneren  (oder  äußeren)  Kreis; 
und  27tQy  die  zyklische  Konstante  von  tp,  ist  die  Zirkulation  in  irgend 
einer  geschlossenen  Kurve  um  den  Ursprungspunkt. 

Kehren  wir  z.  B.  zu  der  Aufgabe  des  letzten  Paragraphen  zurück, 
und  nehmen  wir  an,  daß  zu  der  vom  Zylinder  erzeugten  Bewegung 
eine  unabhängige  Zirkulation  um  ihn  hinzugefügt  wird,  wo  die  zyklische 
Konstante  x  ist.     Die  Grenzbedingung  wird  dann  durch 


(2) 


a*  r»         X 


g>^ü--COS0-^e  (3) 

erfüllt. 

Die  Wirkung  der  zyklischen  Bewegung,  die  derjenigen,  welche 
vom  Zylinder  herrührt,  superponiert  wurde,  besteht  darin,  daß  sie  die 
Geschwindigkeit  auf  der  einen  Seite  vermehrt  und  die  auf  der  anderen 
vermindert,  oder  unter  Umständen  auch  umkehrt.  Wenn  daher  der 
Zylinder  sich  mit  konstanter  Geschwindigkeit  in  einer  geraden  Linie 
bewegt,  so  findet  eine  Ab- 
nahme des  Druckes  auf 
der  einen  Seite  und  eine 
Vermehrung  des  Druckes 
auf  der  anderen  Seite 
statt,  sodaß  eine  Zwangs- 
kraft rechtwinklig  zur 
Bewegungsrichtung  ange- 
bracht werden  muß. 

Die  Figur  zeigt  die 
Stromlinien.  In  einiger  Ent- 
fernung vom  Ursprungs- 
punkt nähern  sie  sich  der 
Gestalt  von  konzentrischen 
Kreisen,  da  die  Störung, 
die  vom  Zylinder  verursacht  wird,  im  Verhältnis  zur  zyklischen  Be- 
wegung klein  wird.    Wenn,  wie  in  dem  dargestellten  Falle,  U>  ^ — , 
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80  existiert  ein  Punkt  in  der  Flüssigkeit,  wo  die  Geschwindigkeit  0 
ist.  Das  Stromliniensystem  hat  in  allen  Fällen  dieselbe  Konfiguration; 
die  einzige  Wirkung  einer  Veranderung  des  Wertes  ü  besteht  darin, 
den  Maßstab  in  Bezug  auf  den  Durchmesser  des  Zylinders  zu  ändern. 
Um  die  Wirkung  der  Flüssigkeitsdrucke  auf  den  Zylinder  zu 
berechnen,  wenn  er  sich  in  irgend  einer  Weise  bewegt,  schreiben  wir: 

9,=  ^^'co8(ö-z)-2^e,  (4) 

wo  %  der  Winkel  ist,  den  die  Bewegungsrichtung  mit  der  a;-Achse 
bildet.  In  der  Formel  für  den  Druck  [§  68,  Gleichung  (7)]  müssen 
wir  für  r  ^  a 


x« 


und 

^c^  =  \TP  +  \  -r„-.  +  2^Cr8in  (0  -  i)  (6) 

setzen.     Die  resultierende  Kraft  auf  den  Zylinder  besteht,  wie  man 
findet,  aus  einer  Komponente 

in  der  Bewegang8richtang,  und  einer  Komponente 

^gV-M-V%  (8) 

senkrecht  dazu,  wobei  wie  vorher  M!  =  »pa*.    Wenn  daher  P  und  Q 
die  Komponenten  der   etwaigen   äußeren  Knifte   bezeichnen,  die  auf 
.den  Zylinder  in  Richtung  der  Tangente  bzw.  der  Normalen  zu   der 
Bahn  wirken,  so  sind  die  Bewegungsgleichungen  des  Zylinders 

(Jf+Jf)     ^  =  P  I 

Wenn  also  keine  äußeren  Kräfte  vorhanden  sind,  so  ist  IJ  konstant, 
und  schreiben  wir: 

dt       B' 
wo  B  der  Krümmungsradius  der  Bahn  ist,  so  finden  wir: 

R  =  K±K .  u.  (10) 
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Die  Bahn  ist  also  ein  KreiS;  der  in  der  Richtung  der  zyklischen  Be- 
wegung besclirieben  wird.^) 

Wenn  ^,ti  die  rechtwinkligen  Koordinaten  der  Zylinderachse  sind, 
so  sind  die  Oleichongen  (9)  mit 


(11) 


äquivalent,  wo  X,  Y  die  Komponenten  der  äußeren  Kräfte  sind.    Um 
die  Wirkung  einer  konstanten  Kraft  zu  finden,  können  wir  schreiben: 


X  =  iM  +  M')g'] 

r=o 

Die  Lösung  ist  dann 

I  =  a  +  c  cos  (nt  +  i) 

wo  a,  ß,  c,  c  willkürliche  Konstanten  sind,  und 


(12) 


(13) 


Dies  zeigt,   daß  die  Bahn  eine  Trochoide  ist,  welche  mit  einer 

mittleren    Geschwindigkeit     -   senkrecht    zur    o;- Achse    beschrieben 

wird.')  Es  ist  zu  bemerken,  daß  der  Zylinder  in  der  Richtung  der 
äußeren  Kräfte  keine  dauernde  Translation  erfährt.  In  dem  besonderen 
Falle  c  =  0  ist  seine  Bahn  eine  gerade  Linie,  die  senkrecht  zur 
Kraftrichtung  steht.  Diese  Aufgabe  ist  ein  Beispiel  für  die  Theorie 
der  jjgyrostatischenf^  Systeme,  worauf  im  Kap.  VI  Bezug  genommen  ist. 

§  70.  Die  Formel  (1)  des  §  67,  die  durch  Hinzufügung  des 
Ausdruckes  Ä  log  £  verbessert  worden  ist,  kann  leicht  so  verall- 
gemeinert werden,  daß  sie  für  jeden  beliebigen  Fall  der  wirbel&eien 
Bewegung  in  einem  Räume  mit  kreisförmigen  Grenzen  gilt,  deren 
eine  alle  übrigen  umschließst.  Wir  haben  nämlich  für  jede  innere 
Grenzlinie  eine  Reihe  von  der  Form 

WO  c  =  a  +  ib  sich  auf  das  Zentrum  bezieht,  und  die  Koeffizienten 
Aj  Ä^y  A^y ' ' '  im  allgemeinen  komplexe  Größen  sind.   Die  Schwi(Tig- 

1)  Lord  Bayleigh,  „On  the  Irregulär  Flight  of  a  Tennis  Ball*^  Mess.  of 
Math,,  7,  1878  {Sc.  Papers  l,  S.  844);  Greenhill,  Mess.  of  Math.,  9,  S.  118,  1880. 

2)  Greenhill,  l.  e. 

Lamb,  Hydrodynamik.  7 
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keit  jedoch;  diese  Koeffizienten  so  zu  bestimmen;  daß  sie  gegebene 
Grenzbedingungen  erfüllen;  ist  so  groß,  daß  die  Methode  eine  sehr 
beschränkte  Anwendbarkeit  besitzt. 

Tatsächlich  ist  die  Bestimmung  der  wirbellosen  Bewegung  einer 
Flüssigkeit,  die  gegebenen  Grenzbedingungen  unterworfen  ist;  eine 
Aufgabe,  deren  exakte  Lösung  auf  direktem  Wege  nur  in  sehr  wenigen 
Fällen  gegeben  werden  kann.^)  Die  meisten  der  Fälle,  für  welche 
wir  eine  Lösuug  kennen,  sind  durch  ein  indirektes  Verfahren  gewonnen 
worden;  nämlich  anstatt  einen  Wert  von  (p  oder  ^  zu  suchen,  wel- 
cher die  Gleichungen 

Ay  =  0     oder    A^  =  0 

und  gegebene  Greuzbedingungen  erfüllt,  nehmen  wir  eine  bekannte 
Lösung  der  Differentialgleichungen  und  suchen,  welche  Grenzbedin- 
gungen durch  sie  erfüllt  werden  können.  Beispiele  dieser  Methode 
sind  bereits  in  den  §§  63  und  64  gegeben  worden,  und  wir  wollen 
sie  weiterhin  in  der  Behandlung  zweier  wichtiger  Fälle  der  allgemeinen 
Aufgabe  für  zwei  Dimensionen  verwenden. 

§  71.  Fall  I.  Die  Grenzfläche  der  Flüssigkeit  bestehe  aus  einer 
starren  Zylinderfläche,  welche  sich  mit  der  Geschwindiirkeit  U  senk- 
recht  zu  ihrer  Längsrichtung  bewegt. 

Wir  wollen  als  rr- Achse  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  ü 
nehmen,  imd  es  sei  ds  ein  Element  der  Schnittkurve  zwischen  der 
Fläche  und  der  a;y-Ebene.  Dann  muß  in  allen  Punkten  dieser 
Schnittkurve   die   Geschwindigkeit   der   Flüssigkeit   in   Richtung   der 

Normalen,  welche  durch  ■—  ausgedrückt  wird,  gleich  der  Ge- 
schwindigkeit der  (Jrenze  normal  zu  sich  selbst  oder  —  U^  sein. 
Integrieren  wir  längs  der  Schnittkurve,  so  haben  wir:  * 

^  ==  _  üy  +  konst.  (1) 

Wenn  wir  irgend  eine  zulässige  Form  von  ^  nehmen,  so  bestimmt 


1)  Eine  sehr  umfangreiche  Transformation,  die  auf  Fälle  anwendbar 
ist,  wo  die  Flüssigkeitsgrenzen  aus  festen  ebenen  Wänden  bestehen,  ist  von 
Schwarz  entwickelt  worden:  „Über  einige  Abbildongsaufgaben^^,  Grelles  Journ.,  70 
(Ges.  Äbh.,  Berlin  1890,  Bd.  ü,  S.  66);  Christoffel,  „Sul  problema  delle  tem- 
perature  stazionarie  e  la  rappressentazione  di  una  data  superficies^  Ännali  dt 
Mathematica,  Serie  n,  Bd.  1,  S.  89;  Eirchhoff,  „Zur  Theorie  des  Eondensators^S 
Berl,  Monatsher,,  16.  März  1877  {Ges.  Äbh,,  S.  101).  Verschiedene  der  Lösungen, 
welche  auf  diese  Weise  erhalten  werden  können,  sind  fOr  die  in  mathematischer 
Hinsicht  verwandten  (iebiete  der  Elektrostatik,  Wärmeleitung  usw.  von  großem 
Interesse.  Vergl.  z.  B.  J.  J.  Thomson,  „Becent  Eesearches  in  EkcPricity  and 
Jla^netism,  Oxford  1898,  Kap.  III. 
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diese  Gleichung  ein  System  von  Kurven,  deren  jede  bei  ihrer  Bewegung 
parallel  zur  :r- Achse  die  Stromlinien 

^  ==  konst. 

horvorbringen  würde.  ^)     Wir  geben  einige  Beispiele. 

1.  Wenn  wir  für  ^  die  Form  —  üy  wählen,  so  wird  Gleichung  (1) 
für  alle  Formen  der  Grenze  identisch  erfüllt,  daher  kann  die  Flüssig- 
keit, die  in  einem  Zylinder  irgendwelcher  Gestalt  enthalten  ist,  der 
nur  eine  Translationsbewegung  hat,  sich  wie  ein  fester  Körper  be- 
wegen. Wenn  ferner  der  von  der  Flüssigkeit  erfüllte  Raum  einfach 
zusammenhängend  ist,  so  ist  dies  die  einzig  mögliche  Art  der  Be- 
wegung. Dies  erhellt  andererseits  aus  §  40;  denn  die  Bewegung 
der  Flüssigkeit  und  des  festen  Körpers  als  einer  Masse  erfüllt  offenbar 
alle  Bedingungen  und  bildet  daher  die  einzige  Lösung,  welche  das 
Problem  zuläßt. 

2.  Es  sei: 


dann  lautet  Gleichung  (1) 


i)  =       sin  ö; 


-  sin  Ö Z7r  sin  e  -t-  konst.  (2) 


r 


In  diesem  System  von  Kurven  befindet  sich  ein  Kreis  mit  dem 
Radius  a,  vorausgesetzt^  daß 

-  =  -  Ua. 
a 

Deshalb  ist  die  Bewegung,  die  in  einer  unbegrenzten  Flüssigkeits- 
masse  durch  einen  Ejreiszylinder  erzeugt  wird,  der  sich  in  ihr  mit 
der  Geschwindigkeit  U  senkrecht  zu  seiner  Achse  bewegt,  durch 

^---^sinö  (3) 

gegeben,  was  mit  §  68  übereinstimmt. 

3.  Wir  wollen  die  elliptischen  Koordinaten  |,  1]  einführen,  welche 
mit  X,  y  durch  die  Beziehung 

X  +  iy  =^  c  cosh  (|  +  iri)  (4) 

oder 

X  =  c  cosh  %  cos  ri 

> 

ifl  ^  c  sinh  I  sin  ij 

verknüpft  sind  (vergl.  §  66),  wobei  angenommen  ist,  daß  5  von  0 
bis  oo  und  iy  von  0  bis  2;r  geht.     Wenn  wir  jetzt 

9,+  t>  =  C6-(^+*'')  (6) 

1)  Vergl.  Rankine,  l.  c,  S.  79,  wo  die  Methode  angewendet  ist,  nm  Kurven 
zu  eihalten,  welche  den  Schiffslinien  ähnlich  sind. 


(5) 
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setzen,  wo  C  eine  reelle  Eonstante  ist,  so  haben  wir: 

^  =  —  Cö"^  siniy,  (7) 

sodaß  Oleichung  (1)  folgendermaßen  lautet: 

Ce~^  sinrj  ==  üc  sink  |  sin  iy  +  konst. 

In  diesem  System  von  Kurven  ist  die  Ellipse  eingeschlossen,  deren 
Parameter  ^  durch  die  Gleichung 

Ce~^  =  J7c  sinh  |q 

bestimmt  ist  Wenn  a  und  b  die  Halbachsen  dieser  Ellipsen  sind,  so 
haben  wir: 

a  =  c  cosh  5o 

b  =^  c  sinh  lE^^ 
sodaß 

a  —  0  \a  —  0/ 

Daher  gibt  die  Formel 

i,~-Ub(^ye-^sm,]  (8) 

die  Bewegung  einer  unbegrenzten  Flüssigkeit,  welche  durch  einen 
elliptischen  Zylinder  mit  den  Halbachsen  a  und  b  erzeugt  wird,  der 
sich  parallel  zur  größeren  Achse  mit  der  Geschwindigkeit  U  bewegt. 
Daß  die  obigen  Formeln  die  Geschwindigkeit  im  Unendlichen 
gleich  0  ergeben,  wird  durch  die  Erwägung  klar,  daß  dx  und  dy  für 
großes  I  von  derselben  Größenordnung  wie  e^d|  oder  e^drj  sind,  so- 
daß J^  und  ^  von  der  Größenordnung  e~*^  oder  -^  sind,  wo  r  die 

Entfernung  eines  Punktes  von  der  Zylinderachse  bezeichnet. 

Wenn  die  Bewegung  des  Zylinders  parallel  zur  kleineren  Achse 
vor  sich  ginge,  so  würden  wir  folgende  Formel  haben: 

*-''«(S)*«-*«>8'?-  (9) 

Die  Stromlinien  sind  für  alle  konfokalen  elliptischen  Gnmdfiächen 
des  Zylinders  in  jedem  Falle  dieselben,  sodaß  die  Formeln  auch  dann 
gelten,  wenn  der  Querschnitt  sich  auf  eine  gerade  Linie  reduziert,  welche 
die  Brennpunkte  verbindet.    In  diesem  Falle  lautet  die  Gleichung  (9): 

f  =  Vce'^  cos  rj,  (10) 

was  die  Bewegung  darstellen  würde,  welche  von  einer  unendlich 
langen  Lamelle  der  Breite  2c  hervorgebracht  wird,  welche  sich  mit 
der  Breitseite  in  einer  unbegrenzten  Flüssigkeit  bewegt.  Da  jedoch 
diese   Lösung   die    Geschwindigkeit   an    den   Kanten   unendlich    groß 
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werden   läßt,    so    ist  sie  der  bereits  in   verschiedenen  Beispielen  an- 
gegebenen Beschränkung  unterworfen.*) 

Die  kinetische  Euer^e  der  FlOssigkeit  ist  durch  die  Gleichung 

-nffh'Jß"  (11) 

gegeben,   wo    b  die  h&lbe  Breite  des  Zylinders   senkrecht  zur  Be- 
w^^uagsrichtuDg  ist. 

Wenn  die  Einheiten  der  Länge  und  der  Zeit  geeignet  gewählt 
sind,  kSnnen  wir 

x-\-iy  =  cosh  (|  +  iij) 


schreiben,  daher 

'-^■(>+^) 

»-*C-?T^-) 

Diese  Formeln  sind  ge- 
eignet, um  die  Kurven 

p  —  konsL,  ifr  =~  konst. 

zu  zeichnen,  welche  in 
der  nebenstehenden  Fi- 
gur dargestellt  sind. 

Wenn  wir  die  Er- 
gebnisse der  Gleichun- 
gen (8)  u.  (9)  vereinigen, 
erhalten  wir  für  den  Fall 
eines  elliptischen  Zylin- 
ders, der  eine  Trans- 
lationsgeschwindigkeit 
mit  den  Komponenten  JJ 
und  Fbesitzt,  die  Formel 

i> (^i)*«"Hf^^  Bin  1?  -  Focos  r,).  (12) 

TJm  die  relative  Bewegung  in  Bezug  auf  den  Zylinder  zu  finden, 
mUssen  wir  den  Ausdruck 


1)  Diese  UntemichnDg  Ut  von  Lamb,  Quart,  Joum.  of  Math.,  14,  ISIT, 
gegebwi.  Gleichwertige  EtgebnisBe  waren  jedoch  auf  eiuo  andeie  Weise  aohon 
von  Beltraoii  erhalten  worden:  „Soi  prinoipii  fondamentali  dell'  idrodinamica 
ladonale",  Mem.  delP  Acead.  dtOe  Seienie  di  BoioffHO,  18T8,  8.  894. 
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Uy  —  Vx  =  c(ü Bmh  |  sin  i^  —  V  cosh  5  cos  rj)  (13) 

hinzufügen.  Z.  B.  ist  die  Stromfonktlbn  für  einen  Strom ,  der  unter 
einem  Winkel  von  45®  auf  eine  ebene  Lamelle  triflFfc,  deren  Kanten 
in  den  Punkten  a;  ==  Hh  c  liegen, 


fff  = yz  QqC  sinh  I  (cos  iy  —  sin  i^), 


(14) 


WO   ^0   die  Geschwindigkeit   im  Unendlichen   ist.     Dies   erweist  sich 
unmittelbar  als  richtig;  denn  es  gibt 


und 


^  =  0     für     1  =  0 

*  =  -  -|^  (^  -  y)  filr  6  =  oo. 


Die  Stromlinien  für  diesen  Fall  sind  in  der  beigefügten  Figur 
gezeichnet  (aus  Bequemlichkeit  um  45®  gedreht).^)     Dies  wird  dazu 

dienen,  einige  Ergebnisse 
zu  erläutern,  welche  später 
in  Kapitel  VI  gewonnen 
werden.  Wenn  wir  die 
Stromlinie  ^  =  0  von 
9==  +  oobisy  =  —  oo 
verfolgen,  so  finden  wir, 
daß  sie  zuerst  aus  dem 
Hyperbelbogen  rj  =  \  7t 
besteht,  der  rechtwinklig 
auf  die  Lamelle  trifift;  er  teilt  sich  dann  in  zwei  Teile,  welche  den 
Oberflächen  der  Lamelle  folgen  und  schließlich  als  Hyperbelbogen 
1^  ^  ^7t  wieder  vereinigt  und  fortgesetzt  werden.  In  den  Punkten, 
wo  die  Hyperbelbogen  an  die  Lamelle  angrenzen,  ist  die  Geschwindig- 
keit 0,  und  der  Druck  deshalb  ein  Maximum.  Es  ist  klar,  daß  die 
Flüssigkeitsdrucke  gegen  die  Lamelle  einem  Kräfkepaar  äquivalent 
sind,  welches  diese  mit  der  Breitseite  gegen  den  Strom  zu  bringen 
sucht;  es  wird  leicht  gefunden,  daß  das  Moment  dieses  Kräftepaares 
in  Bezug  auf  die  Längeneinheit  gleich  ^  ^QQo^c^  ist.     Vergl.  §  124. 

§  72.  Fall  IL  Die  Grenze  der  Flüssigkeit  bestehe  aus  einer 
starren  Zylinderfläche,  welche  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  co  um 
eine  Achse  rotiert,  die  ihrer  Längsrichtung  parallel  ist. 


1)  Professor  Hele  Shaw  hat  eine  Anzahl  von  schönen  experimentellen  Dar- 
stellungen der  Stromlinien  tiir  einige  Fälle  einer  stationären  und  wirbellosen 
zweidimensionalen  Bewegung  gegeben,  welche  die  Figuren  auf  den  S.  94  und 
102  enthalten;  vergl.  Trans»  Inst,  Nav,  Ärch,^  40,  1898.  Die  Theorie  dieser 
MeÜiode  wird  in  Kap.  XI  Platz  finden. 
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Wir  yerlegen  den  ürsprungspunkt  in  die  Drehungsachse ,  und 
die  X'  und  j^-Achsen  in  eine  zu  ihr  senkrechte  Ebene;  in  derselben 

Schreibweise   wie   früher  wird   dann  -^  der  Normalkomponente  der 

Geschwindigkeit  an  der  Grenzfläche  gleich  sein,  oder 

dfb  dr 

~  =  cor  "j-, 
08  ds ' 

wenn  r  den  Radiusvektor  nach  dem  Koordinatenanfangspunkt  bezeichnet. 
Integrieren  wir,  so  haben  wir  fQr  alle  Punkte  der  Grenze 

^  =  ^  (or^  +  konst.  (1) 

Wenn  wir  irgend  eine  mögliche  Form  von  ^  nehmen,  so  wird 
uns  diese  die  Gleichung  einer  Kurvenschar  geben,  deren  jede  bei 
Rotation  um  den  Anfangspunkt  das  System  der  Stromlinien  erzeugen 
würde,  welches  durch  ^  bestimmt  ist. 

Wir  wollen  die  folgenden  Beispiele  betrachten: 

1.  Wenn  wir  annehmen,  daß 

^  -  Ar^  cos  20^  A  {x^  -  y*),  (2) 

so  lautet  Gleichung  (1): 

was  für  einen  gegebenen  Wert  von  A  eine  Schar  ähnlicher  Kegel- 
schnitte darstellen  würde.     Damit  dieses  System  die  Ellipse 

o«  ^  J>         ^ 

einschließt,  mfissen  wir 
oder 

haben.     Deshalb  gibt 

*-ia,.?;^(«»-y»)  (3) 

die  Bewegung  einer  in  einem  Hohlzylinder  enthaltenen  Flüssigkeit, 
dessen  Querschnitt  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen  a  und  h  ist, 
wenn  derselbe  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  o)  um  seine  Längsachse 
rotiert.  Die  Anordnung  der  Stromlinien  ^  ^  konst.  ist  auf  Seite  106 
dargestellt. 

Die  entsprechende  Formel  für  (p  lautet: 
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Die  kinetische  Energie  der  Flüssigkeit,  bezogen  auf  die  Längen- 
einheit des  Zylinders,  ist  durch 

gegeben.  Dies  ist  kleiner,  als  wenn  die  Flüssigkeit  mit  der  Grenze 
als  feste  Masse  rotierte,  und  zwar  in  dem  Verhältnis 

W  +  6V  •   • 

Wir  haben  hier  ein  Beispiel  für  Lord  Kelvins  Minimumsatz,  der  in 
§  45  bewiesen  wurde. 

2.  Wir  wollen  annehmen,  daß 

^  =  Ar^  cos  3Ö  =  -4 (x^  —  3a:y*). 

Die  Gleichung  (1)  der  Begrenzung  lautet  dann: 

A  (x^  -  Sxy^)  -  -J-  öj  (ic«  +  y«)  =  C.  (6) 

Wir  können  die  Konstanten  so  wählen,  daß  die  gerade  Linie  x  ==^  a 
einen  Teil  der  Grenze  büdet.     Die  Bedingungen  hierfür  sind 

Aa^  —  i  oa^  =  C 

S^a  +  ^cD    -0. 

Setzen  wir  die  hieraus  gewonnenen  Werte  von  A  und  C  in  Glei- 
chung (6)  ein,  so  haben  wir 

x^-a^-  Sxy^  +  Sa{x^  -  a*  -h  f/*)  =  0. 

Dividieren  wir  durch  x  —  a,  so  erhalten  wir 

X*  +  4ax  +  4a^  =  3y* 

oder  .   ^  ,/„ 

x  +  2a^±yS  -y. 

Der  übrige  Teil  der  Grenze  besteht  also  aus  zwei  geraden  Linien, 
welche  durch  den  Punkt  (—  2a,  0)  gehen  und  um  30®  gegen  die 
o;- Achse  geneigt  sind. 

Wir  haben  somit  die  Formeln  für  die  Bewegung  einer  Flüssigkeit 
erhalten,  die  in  einem  Gefäß  von  der  Form  eines  gleichseitigen  Prismas 
enthalten  ist,  wenn  letzteres  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  o  um 
eine  Achse  rotiert,  die  parallel  zu  seiner  Längsrichtung  ist  und  durch 
den  Mittelpunkt  seines  Querschnittes  geht;  es  ist  nämlich 

f ^  ^  r»  cos  3Ö,     9  =  ^  ?-  r»  sin  3Ö,  (7) 

wo  2|/3a  die  Länge  einer  Seite  des  Prismas  ist.^) 

1)  Das  Problem  der  Flüssigkeitsbewegnng  im  Falle  eines  rotierenden  Zylinders 
ist  bis  zu  einem  gewissen  Grade  mit  dem  der  Torsion  eines  gleichförmigen  Stabes 
identisch.  Die  obigen  Beispiele  sind  bloß  Anwendungen  von  zwei  Lösungen  des 
letzteren  Problems,  die  von  Saint-Venant  stammen.  Vergl.  Thomson  und  Tait, 
Natural  Phüasophy,  §  704  ff. 
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3.  In  dem  Falle  einer  Flüssigkeit;  die  in  einem  rotierenden 
Zylinder  enthalten  ist;  dessen  Querschnitt  ein  Kreissektor  vom 
Radius  a  und  vom  Winkel  2  a  ist;  und  wo  die  Rotationsachse  durch 
das  Zentrum  geht;  können  wir  annehmen;  daß 

*  "  *  '»»■^  ^STi^i  +  ^^"+'  U)  cos  (2n  +  1)  2-- ,       (8) 

wo  der  mittlere  Radius  als  Anfangslinie  gewählt  ist.  Es  wird 
nämlich 

für  ö  =  ±  «,  und  die  Konstanten  -42«+ 1  können  nach  der  Fourier- 
schen  Methode  so  bestimmt  werden;  daß  sie  ^  =»  ^  C3a'  für  r  ^  a 
ergeben.     Wir  finden: 

^«■+'°(-^)'"^''°"'|(2n+l)»r-4ä-(2n+l)»  +  (2n+l)*  +  4«l-  ^^^ 
Der  zugehörige  Ausdruck  für  q>  lautet: 

.        «sin 29        _,  .  /♦•\(*"+^'^t;;    •     /o      ,    t\^^       /ia\ 

Die  kinetische  Energie  wird  durch 

a 

2T=  -  Qfv^^ds  =  -  2Qa>rq>,rdr  (11) 

gegeben,   wo   (p„   den  Wert   von  (p  für  ö  =  a  bezeichnet;   denn  der 

o 

Wert  von  —  auf  dem  kreisförmigen  Teil  der  Begrenzung  ist  0.*) 

Der  Fall  des  Halbkreises  a  »  ^  ;r  wird  uns  später  nützlich  sein. 
Wir  haben  dann 

^,,+x  -  c-  i)"+>^'|,,4n  -^+1  +  «-«ImI'       (12) 

und  deshalb 


a 


J^«  «    ^2n  +  8  I2n-1        2n  + 1  "*"  2n  +  3  J  ^        «    V         8/ 

Darum  ist^) 

2  T  =  ^  Ä()(ö«a*  /"  -,  -  i)  =  0,3106a«  x  ^  Ä()(D«a^  (13) 

1)  Diese  Aufgabe  wurde  zuerst  von  Stokes  gelöst:  „On  the  Critical  Values 
of  the  Sums  of  Periodic  Series^^  Gamb,  Trans,,  8,  1847  {Math,  and  Phys.  Papers  I, 
S.  805).  Vergl.  femer  Hicks,  Mess,  of  Math.,  8,  S.  42,  1878;  GreenhiU,  eben- 
dort,  Bd.  8,  S.  89,  und  Bd.  10,  S.  88. 

2)  Greenhill,  l.  e. 
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Dies  ist  kleiner,   als  weno   die  FlOssigkeit  im   festen  Zustand   wäre, 
und  zwar  im  Verhältnis  von  0,6212  zn  1.     Y^.  §  45. 

4.   In    derselben    Schreibweise    der   elliptischen  Koordinate»   wie 
in  §  71,  Absatz  3,  wollen  wir  annehmen,  dafi 

9  +  iV  =  Cie-'<^+*i\  (14) 

Da  nun 

«•  +  y»  -  i  c*  (coBh  2|  +  coBßri), 

so  wird  aus  Gleichung  (1): 

Cc~*^  cos  2ij  —  ^  roc*  (cosh  2|  +  cos  2t})  —  konst. 

Diese  KurrenBchar  schließt  die  Ellipse  ein,  deren  Parameter  Ig   ist, 
vorausgesetzt,  daß 

oder,  wenn  wir  die  Werte  tor  a  und  b  aus  §  71  gebrauchen, 
C''\a(a  +  6)', 


(15) 


Bodaß 

^  =  }  oj  (a  +  fc)»e-*«  cos  2i)l 

9  —  ^  0)  (a  +  fc)*c~*^  sin  2i)) 
In  großer  Entfernung  vom  Anfangspunkt  ist  die  Geschwindigkeit  von 
der  Größenordnung  —  ■ 

Die  obigen  Formeln  geben  also  die  Bewegung  einer  unbegrenzten 
Flflasigkeit,  die  sonst  in  Ruhe  ist,  and  die  durch  die  Rotation  eines 
elliptischen  Zylinders  um 
seine  Achse  mit  der  Winkel- 
geschwindigkeit (D  in  Be- 
wegung gesetzt  wird.*)  Die 
Figur  zeigt  die  Stromlinien 
sowohl  innerhalb  wie  außer- 
halb einer  starren  elliptischen 
Zylinderfläche,  die  am  ihre 
Achse  rotiert. 

Die  kinetische  Eneigie 
der  äußeren  Flüssigkeit  ist 
durch 

2^=-^i  «pc*(B»      (16) 
gegeben.  Es  ist  bemerkens- 
wert, daß  dieser  Wert  für 
alle  konfokalen  elliptischen  Qoerschnitte  des  Zylinders  der  gleiche  ist. 
Vereinigen  wir  diese  Restdtate  mit  denjenigen  der  §§  66  und  71, 

1)  Lamb,  Qua$-t.  Joum.  Maßt.,  U,  1877;  b.  auch  Beltiami,  I.  c,  S.  101. 
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so  finden  wir  folgendes:  Wenn  ein  elliptischer  Zylinder  sich  mit  den 
Geschwindigkeitskomponenten  TJ  und  V  parallel  zu  den  Hauptachsen 
seines  Querschnitts  bewegt  und  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  (o 
rotiert,  und  wenn  femer  die  Flüssigkeit  wirbelfrei  um  ihn  zirkuHert, 
wobei  die  zyklische  Konstante  x  ist,  dann  lautet  die  Stromfanktion 
in  Bezug  auf  die  genannten  Achsen: 


*=-]/(^)c-^(?76sini?  -  Facosi?)  +  i(ö(a+6)«6-««cos2i?  +  ^6- 

Stationäre  Bewegungen  bei  einer  freien  Oberfläche. 

§  73.  Die  erste  Lösung  eines  Falles  zweidimensionaler  Bewegung, 
wo  die  Flüssigkeit  zum  Teil  von  festen  Ebenen  und  zum  Teil  von 
Oberflächen  konstanten  Druckes  begrenzt  wird,  wurde  von  Helmholtz 
gegeben.^)  Kirchhoff')  u.  a.  haben  dann  eine  allgemeine  Methode 
ausgebildet,  solche  Aufgaben  zu  behandeln.  Wenn  die  Oberflächen 
konstanten  Druckes  als  frei  betrachtet  werden,  erhalten  wir  somit 
eine  Theorie  der  Flüssigkeitsstrahlen,  welche  einige  interessante  Er- 
gebnisse liefert,  die  den  §  24  erläutern.  Da  femer  der  Raum  jen- 
seits dieser  Flächen  mit  ruhender  Flüssigkeit  erfüllt  werden  kann, 
ohne  daß  die  Bedingungen  des  Problems  verändert  werden,  erhalten 
wir  eine  Anzahl  von  Fallen  „diskontinuierlicher  Bewegung/^',  welche 
mathematisch  für  vollkommene  Flüssigkeiten  gelten,  aber  deren 
praktische  Bedeutung  weniger  leicht  zu  schätzen  ist.  Wir  werden 
auf  diesen  Punkt  nachher  (§  79)  zurückkommen;  vorläuflg  wollen 
wir  nur  die  Oberflächen  konstanten  Druckes  als  y/rei^'  bezeichnen. 
Da  äußere  Kräfte,  wie  die  Schwerkraft,  vernachlässigt  werden  sollen, 
muß  die  Geschwindigkeit  längs  einer  solchen  Fläche  gemäß  Gleichung  (2) 
des  §  21  konstant  sein. 

Die  betreffende  Methode  gründet  sich  auf  die  Eigenschaften  der 
Funktion  g,  welche  in  §  65  eingeführt  wurde.  Es  wird  angenommen, 
daß  die  bewegte  Flüssigkeit  von  StromUnien 

^  =  konst. 

begrenzt  wird,  welche  zum  Teil  aus  geraden  Wänden  und  zum  Teil 
aus  Linien  bestehen,  längs  denen  die  Geschwindigkeit  (g)  konstant  ist. 
Wir  wollen  zunächst,  der  Einfachheit  wegen,  annehmen,  daß  die 
Einheiten  der  Länge  und  der  Zeit  so  gewählt  sind,  daß  diese 
konstante  Geschwindigkeit  der  Einheit  gleich  ist.  Dann  werden  in 
der  Ebene  der  Funktion  g  die  Linien  q  =  1  durch  Bögen  eines 
Kreises  mit  dem  Radius  1  dargestellt,  der  seinen  Mittelpunkt  im  Ur- 

1)  /.  c,  S.  26  und  67. 

2)  „Zur  Theorie  freier  Flüssigkeitflstrahlen'S  Grelles  Jmim.,  70,  1869  {Ges. 
Äbh.,  S.  416);  siehe  auch  seine  Mechanik,  21.  und  22.  Vorlesung. 
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sprang  hat,  und  die  geraden  Wände  (da  die  Strömungsriclitmig  längs 
jeder  konstant  ist)  dnrcli  Radien,  die  von  der  Peripherie  nach  außen 
laufen.  Die  Punkte,  wo  diese  Linien  den  Kreis  treffen,  entsprechen 
den  Punkten,  wo  die  begrenzenden  Stromlinien  ihren  Charakter 
ändern. 

Betrachten  wir  zunächst  die  Funktion  ^.  In  der  Ebene  dieser 
Funktion  werden  die  Kreisbögen,  für  welche  g=*l,  in  Teile  der 
imaginären  Achse,  und  die  Radien  in  Linien  parallel  zur  reellen  Achse 
transformiert;  wenn  nämlich 

so  haben  wir 

log  e  =  log  I  +  ie.  (1) 

Es  bleibt  dann  noch  eine  Beziehung  von  der  Form 

log  t  -  /•(«;)  (2) 

zu  bestimmen^),  wo  w  =»  9  +  i^,  wie  gewöhnlich;  diese  muß  so  be- 
schaffen sein,  daß  sie  die  geradlinigen  Begrenzungen  in  der  Ebene  des 
log  i  auf  die  geraden  Linien  ^  »  konst.  in  der  u;- Ebene  abbildet.  Es 
sind  femer  noch  Bedingungen  des  Entsprechens  zwischen  besonderen 
Punkten,  einer  auf  der  Grenze  und  einer  im  Linem  jedes  Gebietes, 
notwendig,  um  die  Aufgabe  eindeutig  zu  machen. 

Wenn  der  Zusammenhang  zwischen  der  S-  und  u;- Ebene  hergestellt 
ist,  so  wird  die  Beziehung  zwischen  z  und  tv  durch  Loitegration  aus 
der  folgenden  Gleichung  gefunden: 

li  =  -  ^  (3^ 

Die  willkürliche  Konstante,  welche  im  Resultat  auftritt,  ist  durch  die 
willkürliche  Lage  des  Koordinaten -Anfangspunktes  in  der  jt- Ebene 
bedingt. 

Die  Aufgabe  ist  somit  auf  diejenige  der  konformen  Abbildung 
zwischen  Ebenen  zurückgeführt,  welche  von  geraden  Linien  begrenzt 
werden.*)  Diese  ist  durch  die  Methode  von  Schwarz  und  Christoffel, 
von  der  bereits  die  Rede  war,  zu  lösen'),  wodurch  beide  Flächen 
nacheinander  auf  eine  und  dieselbe  Halbebene  abgebildet  werden. 
Es  seien  Z ^  X+  iY  und  t  zwei  komplexe  Gh-ößen,  die  durch  die 
Relation  a  i^  y 

^^A(,a-t)-^(b-t)-'ic-t)--,  (4) 

verknüpft  sind,  wo  a,  ft,  c,  •  •  •  reelle  Größen  bedeuten,   von   denen 


1)  Der  Gebrauch  von  log  £,  anstatt  £,  stammt  von  Planck,  Wied.  Ann., 
21,  1884. 

2)  Siehe  Forsyth,  Theory  of  Functions,  Kap.  20. 
8)  Vergl.  die  Anmerkung  anf  S.  98. 
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jede  größer  als  die  yorhergehende  ist;  während  €C,  ß,  y,  *  -  -  Winkel 
sind  (nicht  notwendig  alle  positiv),  die  der  Relation 

a  +  jä  +  yH =  2ä  (5) 

genügen.  Wir  fassen  die  Linie ,  die  aus  Teilen  der  reellen  ^Achse 
und  den  kleinen  halbkreisförmigen  Auszackungen  (auf  der  oberen  Seite) 
um  die  Punkte  a,  b,  c,  -  -  -  besteht,  ins  Auge.  Wenn  ein  Punkt 
diese  Linie  Ton  ^  =  —  00  bis  zu  ^  =  +  00  durchlauft,  so  wird  allein 
der  Modul  des  Ausdruckes  (4)  sich  ändern,  solange  eine  geradlinige 
Strecke  durchlaufen  wird;  dagegen  werden  Faktoren  6*",  c*/*,  6*^,  •  •  • 
nacheinander  eingeführt,  wenn  die  halbkreisförmigen  Teile  in  Rich- 
tung des  Uhrzeigers  durchlaufen  werden.     Betrachten  wir  daher  jr 

als  einen  Operator,  welcher  dt  in  dZ  überführt,  so  sehen  wir,  daß 
die  obere  Hälfte  der  ^Ebene  durch  die  Fläche  eines  geschlossenen 
Polygons  konform  abgebildet  wird,  dessen  äußere  Winkel  cc,  ß,  y^  -" 
sind,  und  zwar  durch  die  Formel 

-5  t  -1. 

Z^Afia-t)   ^{h-t)  ''{c-i)   ''"'dt  +  B,  (6) 

vorausgesetzt,  daß  der  Integrationsweg  in  der  /-Ebene  ganz  innerhalb 
des  Gebietes  liegt,  das  oben  abgegrenzt  wurde.  Wenn  a,  6,  c,  •  •  •,  a,  /},  7/,  •  •  • 
gegeben  sind,  so  ist  das  Polygon  der  Gestalt  nach  völlig  bestimmt; 
die  komplexen  Eonstanten  Ä  und  B  beeinflussen  nur  seinen  Maßstab 
und  seine  Orientierung,  bzw.  seine  Lage. 

Wie  bereits  gesagt  war,  haben  wir  besonderes  Interesse  an  der 

konformen  Abbildung  rechtmnkliger  Flächen .  Wenn  a  =«  j3  =  y  =  d  =  --  ^; 
so  lautet  die  Formel  (6): 

Z^aC-==1^  =+B.  (7) 

Es  ist  leicht  einzusehen,  daß  das  Rechteck  in  allen  seinen  Dimen- 
sionen bestimmt  ist,  ausgenommen,  wenn  mindestens  zwei  der  Punkte 
Gf  b,  c,  d  im  Unendlichen  liegen.  Der  Ausnahmefall  ist  für  uns  be- 
sonders wichtig;  die  beiden  Punkte  im  Endlichen  mögen  dann  aus 
Bequemlichkeit  als  /  —  ±  1  genommen  werden,  sodaß 


+  B 


1) 
=  A  cosh-  U  +  B.  (8) 

Insbesondere  transformiert  die  Annahme 

t  «  cosh  -V ,  (9) 

wo  Je  reell  ist,  den  Raum,  der  von  den  positiven  Hälften  der  Linien 
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und   dem   zwischenliegenden   Teile   der    F-Achse   begrenzt   wird,   in 
die  obere  Hälfte  der  ^- Ebene.     Vergl.  §  66,  1. 

Wenn  femer  die  beiden  endlichen  Punkte  zusammenfallen,  z.  B. 
im  Anfangspunkte  der  ^- Ebene,  so  haben  wir: 

Z  =  a(^  +  JB  =  ^  log  ^  +  ä  (10) 

Diese  Gleichung  transformiert  die  obere  Hälfte  der  ^-Ebene  in  einen 

schmalen  Streifen,   der  von   zwei   parallelen   Geraden  begrenzt  wird. 

Wenn  z.  B. 

z 

^  =  e*,  (11) 

wo  Ä  reell  ist,  so  sind  dies  die  Linien  r=0,   F  ==«*;. 

§  74.  Als  erste  Anwendung  der  vorliegenden  Methode  wollen 
wir  den  Fall  einer  Flüssigkeit  betrachten,  die  aus  einem  großen  Ge- 
fäße durch  einen  geradlinigen  Kanal  ausfließt,  welcher  nach  innen 
hineinragt.^)  Dies  ist  die  zweidimensionale  Form  von  Bordas  Mund- 
stück, von  dem  in  §  24  gesprochen  wurde. 

Die  Grenzen  der  entsprechenden  Flächen  in  den  Ebenen  von  g, 
log  %  und   w  sind  leicht  darzustellen,    sie  sind  in   den  Figuren  ge- 
zeichnet.*) Es  bleibt  nur 
5  übrig,  die  Flächen  in  den 

^.      Ebenen  von  logg  und  w 
mit   der   oberen  Halb- 
ebene   einer  Zwischen- 
f  variablen   t   zu   ver- 

knüpfen.    Es  folgt  aus 

den  Gleichungen  (8)  und 

'  ^  ß»  "'      -----       ^,       ^jQ^^  j^ß  jj^g  dui'ch  die 

Substitutionen 

logg==^cosh-^^+JB| 

M;=C?log^+2)      y  ^ 


B 

z 

^ 

l 

.r 

^ 

B'                       A' 

r 

, _ Jf» 

• 

....... —  .......  ....... .....^ 

-4'         ^  bewirkt  wird.  Wir  haben 

hier  die  Ecken  A  und  Ä 
in  der  log  g-Ebene  dem  Punkte  ^  =«  ±  1  entsprechen  lassen,  und  es 
wird  femer  angenommen,  daß  ^  =  0  dem  Punkte  w;  =  —  c»  ent- 
spricht, wie  man  aus  den  Figuren  ersieht.  Um  die  Werte  der  zykli- 
schen Funktionen  cosh"^^  und  log  <  genauer  zu  bestimmen,  wollen 


1)  Diese  Aufgabe  wurde  zuerst  von  Helmholtz  gelöst,  2.  c,  S.  26. 

2)  Die  starken  Linien  stellen  die  festen  Grenzen  dar,  und  die  feinen  aus- 
gezogenen Linien  die  freien  Oberflächen.  Entsprechende  Punkte  in  den  ver- 
Bchiedenen  Figuren  sind  durch  gleiche  Buchstaben  angedeutet. 
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wir  annehmen,  daß  sie  beide  ftir  ^  =  1  verschwinden,  und  daß  ihre 
Werte  für  andere  Punkte  der  positiven  Halbebene  durch  Stetigkeits- 
betrachtungen zu  bestimmen  sind.  Es  folgt,  daß  für  ^ »  —  1  der 
Wert  jeder  Funktionen  ix  ist.  In  den  Punkten  Ä'  und  Ä  der  log  5- 
Ebene  setzen  wir  am  einfachsten 

log  6 -=  0,  bezw.  =2»ä; 

wenn  wir  daher  die  Eonstanten  der  Gleichung  (1)  hiemach  bestimmen, 
so  haben  wir 

2ix  «  ixÄ  +  JB, 
sodaB 

log  g  =.  2  cosh-i  t  (2) 

Wenn  wir  femer  in  der  u;- Ebene  die  Linie  //'  als  die  Linie  ^  =  0 
nehmen,  und  wenn  die  endliche  Breite  des  herauskommenden  Strahles 
2b  ist,  so  werden  die  begrenzenden  Stromlinien  durch  ^  »  ±  &  gegeben. 
Wir  können  weiter  annehmen,  daß  durch  9  »  0  die  Aquipotential- 
kurve  dargestellt  wird,  welche  durch  Ä  und  Ä'  geht.  Daher  folgt 
aus  Gleichung  (1): 

ib^ixC  +  D 

-ib^D; 
also  schließlich 

M7  =■  —  log  t  —  ib.  (3) 

Es  ist  leicht,  t  aus  den  Gleichungen  (2)  und  (3)  zu  eliminieren  und 
nachher  die  Beziehung  zwischen  g  uni  w  durch  Integration  zu  finden, 
aber  die  Formeln  sind  in  der  vorstehenden  Form  brauchbarer. 

Der  Lauf  jeder  freien  Stromlinie,  z.  B.  -4'/,  von  ihrem  Anfangs- 
punkt Ä'  an  läßt  sich  jetzt  leicht  verfolgen.  Für  Punkte  dieser  Linie  ist 
t  reell  und  läuft  von  1  bis  0;  nach  Gleichung  (2)  haben  wir  überdies 

ie  =  2cosh-^^ 
oder 

^  =-  cos  ^  ö. 

Daher  ist  gemäß  Gleichung  (3) 


9>  —  —  log  cos  ^  0,  (4) 


n 


Da  längs  dieser  Linie 


ist,  so  können  wir 


9  —  —  s 
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setzen,   wo   s   der  Bogen  ist,   der  von  Ä'  aus  gemessen  wird, 
natürliche  Gleichung  der  Kurve  lautet  deshalb: 


Die 


s  ^  —  log  sec  i  0. 


(5) 


Hieraus  leiten  wir  auf  dem  gewöhnlichen  Wege  folgende  Formel  ab: 


a:  =  —  (sin*  ^  ö  —  log  sec  ^  ö),     y  =-    -  (ö  —  sin  6), 


(ö) 


wenn  der  Anfangspunkt  in  Ä'  liegt.    Wenn  man  fdr  0  eine  Reihe  von 

Werten  annimmt,  die  von  0  bis  7t 
gehen,  so  ist  die  Kurve  leicht  zu 
zeichnen. 

Da  y  den  Grenzwert  b  be- 
sitzt, so  erhellt,  daß  der  Abstand 
zwischen  den  festen  Wänden  gleich 
4b  ist.  Der  Kontraktskoeffizient 
ist  deshalb  ^,  in  Übereinstimmung 
mit  Bordas  Theorie. 

§  75.  Die  Lösung  fdr  den 
Fall  einer  Flüssigkeit,  die  aus 
einem  gi'oßen  Gefäße  durch  eine 
Ofibung  in  einer  ebenen  Wand 
ausfließt,  ist  mathematisch  der  vorangehenden  sehr  ähnlich.  Der 
hauptsächlichste  Unterschied  ist  der,  daß  die  Werte  von  log  g  in 
den  Punkten  Ä  und  Ä'  in  den  Figuren  jetzt  gleich  0  bzw.  —  ix  ge- 
nommen werden  müssen,  weshalb  wir  zur  Bestimmung  der  Konstanten 
Ä  und  B  in  Gleichung  (1)  die  folgenden  Beziehungen  haben: 

0  =  ixA  +  B 

^  ix  =^  B, 
Bodaß 

log  g  =  cosh"  ^  t  —  ix,  (7) 

Die  Beziehung  zwischen  w  und  t  lautet  genau  wie  vorher,  nämlich 


tSymmw^H^inie 


w  ^  —  log  t  —  ibf 


(8) 


WO  26  die  schließliche  Breite  des  Stromes  zwischen  den  freien  Grenz- 
flächen bedeuset. 

t   ist   für   die   Stromlinie  AI  reell,    und   geht  von  —  1    bis   0. 

Da  femer 

iO  ^  cosh"^  t  —  ix, 
so  können  wir 

t  =  cos  (ö  +  x) 


Vena  contracta. 
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setzen,  wo   0  von  0  bis   —  ^  ä  lanft.     Wir  haben  daher  aus  Glei- 
chung (8);  mit  q)  =»  —  Sy  als  die  natürliche  Gleichung  der  Stromlinie 


2b 


5-  — .log(-8ecd). 


(9) 


/ 


j - 


jf 


r 

B' 


1- 


A 


A 


S 


Hieraus  finden  wir 

a:  =  i^sinHÖ,    y  =  "{logtang(i;r  +  id)-8ine},     (10) 

^enn  der  Punkt  A  in  der  ersten  Figur  als  Ursprungspunkt  genommen 
wird.^)  Die  Kurve  ist  (in  veränderter  Lage)  in  der  folgenden 
Figur  gezeichnet. 

Der  Grenzwert  von  Xy  der  dem 

Werte  ö  =  —  ^  ä  entspricht,  ist  — , 

•die    halbe   Breite    der   Öffiiung    ist 

Yä  +  2)  — ,  und  der  Kontraktions- 

koeffizient  ist 


V 


«4-8 


0,611. 


Stfmnufiidime 


§  76.     In   dem   nächsten  Bei-     _ 
spiel    wird    angenommen,    daß    ein 
Strom  von  unbegrenzter  Breite  direkt 

auf  eine  feste  ebene  Lamelle  trifft  und  sich  alsdann   in  zwei  Teile 
spaltet,  welche  nach  Innen  zu  von  freien  Oberflächen  begrenzt  sind. 


1)  Dieses  Beispiel  ist  von  Kiichhoff  gegeben,  l.  c,  und  ausführlicher  von 
Lord  Rayleigh  behandelt  worden:  ,,Notes  on  Hydrodynamics*^,  Phil,  Mag.,  De- 
.zember  1876  {Sc,  Papers  I,  S.  297). 

Lftmb,  HjdtodjnMmik.  8 
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Nachdem  die  mittlere  Stromlinie  die  Lamelle  rechtwinklig  ge- 
troffen hat,  verzweigt  sie  sich  in  zwei  Äste,  welche  derselben  bis 
zu  den  Kanten  folgen  nnd  yon  da  an  die  freien  Oberflächen  bilden. 
Diese  sei  die  Linie  ^  »  0,  und  femer  sei  in  dem  Diyergenzpunkte 
9  »  0.    Die  Formen  der  Grenzen  in  den  verschiedenen  Ebenen  sind  in 

den  Figuren   gezeich- 
-*•   f  ^,  S    ^  net.  Das  von  bewegter 

n^ \^     J~~^  Flüssigkeit  erfüllte  Ge- 
jrp  biet    entspricht    jetzt 

i  I  der  ganzen  ti7-Ebene^ 

^    ^    ^  ^  'q  welche  jedoch  als  im 

Innern  von  den  beiden 
Seiten  der  Linie  ^=0^ 
9>  <0  begrenzt  betrach- 


— I 


C         A    I   A        ^    tet  werden  muß. 

r           ^  *^~  Mit  denselben  Be- 

if  j^^^^**       — ^ 

A'  ^  ^  Zeichnungen    wie    im 

Anfange   des   §  75 
haben  wir  log  g  =  cosh-  W  -  i^  (1> 

oder  /         1  \ 

t co8h(logO  =  -i(5+  9-  (2> 

Der  Zusammenhang  zwischen  der  w-  und  ^- Ebene  wird  am  zweck- 
mäßigsten hergestellt,  wenn  man  zuerst  die  Grenze  in  der  2i;~~^- Ebene 
betrachtet.  Die  Methode  von  Schwarz  und  Ghristoffel  ist  dann  sogleich 
anwendbar.     Setzen  wir  in  §  73,  Gleichung  (4), 

a  =  —  Ä,     /3==y  =  «--«0, 
so  haben  wir 

^"^^-^At,     %v-^^\At^^B.  (3> 


Im  Punkte  /  ist 

und  daher 

sodaß  wir  schreiben  können: 


^  =  0, 

Um  G  (welches  offenbar  reell  ist)  mit  der  Breite  l  der  Lamelle 
zu  verknüpfen,  beachten  wir,  daß  längs  CA 

und  deshalb  nach  Gleichung  (2) 

<  =  -i(7  +  2),    2 <-V^-l),  (5) 


Druck  gegen  eine  Lamelle. 
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wo  das  Vorzeichen  der  Wurzel  so  zu  bestimmen  ist,  daß  3  =  0  für  <=— oo 
wird.    Femer  ist: 


dx 

dq> 


1^ 
3 


Integrieren  wir  also  längs  CA  in  der  ersten  Figur,  so  haben  wir: 
—1  —1  —1 

^=2/^^'^'=-4c/^— 4c/{-^+>^(?=l)}^',    (6) 

—  OO  —OD  OD 

folglich 

-  -  (7) 


C  = 


Längs  der  freien  Grenze 
AI  ist  log  §  «=  iß,  und  des- 
halb nach  den  Oleidmngen 
(2)  und  (4) 

<--C08Ö,       1 

g> Csec^e  r    ^  ^ 

Die  natürliche  Gleichung 
der  Kurve  ist  daher 

WO  6  von  0  bis  zu  —  ^  Ä 
geht.     Dies  ergibt 


Ä  +  4 


S^mmetri^inie 


(10) 


y  =  ^^^  {sece  tange  -  log  (\it  +  \&)\  J 

wenn  der  Anfangspunkt  im  Zentrum  der  Lamelle  liegt.    Die  Kurve  ist 
in  der  voranstehenden  Figur  gezeichnet. 

Der  Drucküberschuß  auf  der  Vorderseite  der  Lamelle  ist  gemäß 
Gleichung  (7)  des  §  23  gleich  ^  p  (1  —  j*).     Deshalb   ist  die  resul- 
tierende Kraft,  die  auf  die  Lamelle  wirkt, 
—1  —1  —1 


oc 


OD 


Es  erhellt  aus  Gleichung  (7)  des  §  23  und  aus  der  offenbaren 
geometrischen  Ähnlichkeit  der  Bewegung  in  allen  Fallen,  daß  der 
resultierende  Druck  P^  dem  Quadrat  der  allgemeinen  Geschwindigkeit 
des  Stromes  proportional  ist.  Wir  finden  somit  ftir  eine  willkürliche 
Geschwindigkeit  g^:^) 

Po  -  -^^  9%' '  l  -  0,440pjo^ .  l  (12) 

1)  Kirchhoif,  l  c,  S.  107;  Lord  Rajleigh,  „On  the  Resistance  of  Fluids'',  FhiL 
Mag.,  Dezember  1877  {8c.  Papers  I,  S.  287). 

8* 


A 

c 

I 

J 

r 

c 

i 

C          A 

lA'         C 

W^ 

_-w . 

A' 

T        C 

♦/;  =  —  -— 

C 
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§  77.  Wenn  der  Strahl  schief  gegen  die  Lamelle  trifft  und  einen 
Winkel  a  mit  ihr  macht,  so  ist  die  Aufgabe  in  der  Weise  yerandert, 
wie  es  die  Figuren  zeigen. 

Die  Gleichungen 
jS  (1)  und  (2)  des  vor- 

/  r       A'  i    A       e         angehenden  Paragra- 

^  phen    gelten    noch; 

aber    im    Punkte   / 
ist  jetzt 

-<.(i-a) 

und  deshalb 

t  =  cos  a. 

A'  -^  Folglich   haben  wir 

^' '^  A*  ^    ^  ^    an  Stelle  von  Glei- 

chung (4):\) 

{t  —  COB  «)'  ^ 

In  den  Punkten  auf  der  Vorderseite  der  Lamelle  haben  wir,  weil 

«"'  =  16!, 

|=±<+vt<"*-i),  2-±<-y(<*-i),       (14) 

wo  die  oberen  oder  die  unteren  Zeichen  zu  nehmen  sind,  je  nachdem 

^  ^  0,  d.  h.  je  nachdem  der  betreffende  Punkt  links  oder  rechts  von  C 
in  der  ersten  Figur  liegt.     Folglich: 

'^ = ±  7  xl = i^L  ^.  { *  ±  i/(^  - 1)  r-       (15) 

Zwischen  A'  und  C  geht  t  von  1  bis  cx),  während  es  zwischen  A  und  C 
von  —  cx)  bis  —  1  geht.     Wenn  wir 

1  —  COB  a  COS  ö 
COB  a  —  COB  00 

setzen,  so  gehen  die  entsprechenden  Werte  für  o  von  %  bis  a,  bzw. 
von  a  bis  0;  wir  finden 

dt  COB  a  —  COB  (0     .  , 

{t  —  COB  «)■  Bin*  a  ' 


-^  ^  \  /        COB  a  —  i 


Bin  a  Bin  0) 

cos  (0 


1)  Bis  hierher  wurde  die  LOsung  schon  von  Kirchhoff  gegeben  {Crelles 
Jaum.,hc,)\  die  im  Text  folgende  Erörterong  ist,  abgesehen  von  rein  mathe- 
matischen  Änderungen,  der  Arbeit  von  Lord  Bayleigh  entnommen. 
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Folglich 

T—  = r-^-  (1  —  COS  a  cos  (D  -f  siii  tt  sin  o)  sin  o,  (16) 

und  deshalb 

x^-z—^-  {2cos(D  +  <^osasin'(D4-sinasina)Cosa)  +  (^;r~(o)8ina}y    (17) 

wo  der  Anfangspunkt  so  gewählt  ist,  daß  x  entgegengesetzt  gleiche 
Werte  annimmt,  wenn  cd  =  0  bzw.  cd  » ;r;  d.  h.  er  ist  in  den  Mittel- 
punkt der  Lamelle  gelegt.  Folglich  ist  die  ganze  Breite,  durch  C 
ausgedrückt, 

i  _  i+^/J? « .  a  (18) 

sin*  a  ^     ^ 

Die  Entfernung  des  Punktes  (o  =  a),  wo   der  Strom  sich  ver- 
zweigt, vom  Zentrum  betragt 

2  COB  a  (1  +  sni*  «)  +  (1 'f  —  a)8ina     ,  ,^^v 

X  —  ^^ — —r-x — *.  (19) 

Um   den   gesamten   Druck   an   der  Vorderfläche    zu    berechnen, 
haben  wir 

ip(l-3«)rf^  =  ±ip(-i-g)^d<-±2pCy(?^)(^^^. 

« ~ —  sin*  orfcö.  (20) 

Bin'  a  ^      ' 

Integriert  man  zwischen  den  Grenzen  x  und  0,  so  gibt  dies 

sin'a 

Führen  wir  l  und  die  willkürliche  Geschwindigkeit  q^  des  Stromes 
ein,  so  finden  wir 

-Po  =  T-S^"  -  •  P2o*  •  1"  (21) 

Um  den  Druckmittelpunkt  zu  finden,  bilden  wir  die  Momente 
in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  der  Lamelle.     Daher  ist 

0 


i 


Q  1(1  —  q^)xdx  ^  — T^j-  •  IxBrn^  (od(o 


rt 

=  ^x|.^?£?^,  (22) 

Bin'«         *    Bin^a  '  ^      ^ 

wenn  man  den  Wert  für  x  aus  Gleichung  (17)  einsetzt  Der  erste 
Faktor  stellt  den  gesamten  Druck  dar;  die  Abszisse  x  des  Druck- 
mittelpunktes wird  also  durch  den  zweiten  Faktor  gegeben,  woraus 
folgt,  daß 

^«|^??A-.Z.  (23) 

^  4  -f  «  Bin  a  ^     ^ 
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In  der  folgenden  Tabelle,  die  aus  Lord  Rayleighs  Arbeit  stammt, 
gibt  die  Spalte  I  den  Dmcküberscliaß  auf  der  Yorderfläche,  auf  die- 
jenige fdr  a  »  90^  ab  Einheit  bezogen;  die  Spalten  11  und  m  geben 
die  Abstände  des  Druckmittelpunktes  bzw.  des  Punktes,  wo  der  Strahl 
sich  teilt,  yom  Mittelpunkte  der  Lamelle,  ausgedrückt  als  Bruchteile 
der  ganzen  Breite.^) 


a 

I 

n 

Ul 

90« 

1,000 

0,000 

0,000 

70« 

0,966 

0,037 

0,232 

60« 

0,854 

0,076 

0,402 

30« 

0,641 

0,117 

0,483 

20« 

0,481 

0,139 

0,496 

10« 

0,278 

0,163 

0,500 

§  78.  Eine  interessante  Abänderung  der  Aufgabe  des  §  76  ist 
von  Bobjrleflf  erörtert  worden.*)  Es  wird  angenommen,  daß  ein  Strahl 
symmetrisch  gegen  eine  gebogene  Platte  stoße,  deren  Querschnitt  aus 
zwei  gleichen  geraden  Linien  besteht,  welche  einen  Winkel  bilden. 

Wenn  2  a  den  betreffenden  Winkel,  stromabwärts  gemessen,  be- 
zeichnet, so  können  die  Grenzen  in  der  g- Ebene  so  transformiert 
werden,  daß  sie  dieselbe  Form  wie  in  dem  genannten  Paragraphen 
haben,  falls  man  die  folgende  Annahme  macht: 

Yorausgesetzt,  daß  Ä  und  n  so  bestimmt  werden,  daß  sie  ^  ^l  machen, 
wenn  g  =  e~'^«^*~"^,  und  g' =  e""'^,  wenn  ^=>  e^'^'^^'^^K     Dies  gibt: 

A  =  e    ^2       \    n  =  — • 

Auf  der  rechten  Seite  der  Lamelle  ist  t  negativ  wie  vorher,  und 
da  j"^  =  |g|,  so  ist: 


Folglich: 
— 1 


1  =  {- t  +  Vif^n)}»,     q^i-t-Vit'-l)}". 


(24) 


—  1 


f\'^^^-^cf{-t+V(f^))'''J=--C-ncf{-tW{t'-^^^^^ 


■OD 
—  1 


—  1 


OD 

—  1 


/igrf<-2c/{-<-V(««-l)>4'=-C+nc/{-^-V^-r)}--|U- 


OD 


1)  Wegen  des  Vergleiches  mit  experimentellen  Resultaten  siehe  Rajleigh, 
l.  c,  und  Nature,  46,  1891  {Sc.  Papers  UI,  S.  491). 

2)  Jowmal  der  BMSsisdhen  physiko- chemischen  Gesellschaft,  13,  1881.  {Bei- 
blätter zu  Wied.  Ann..,  6,  S.  163.)  Es  scheint  jedoch,  daß  die  Aufgabe  vorher  in 
einer  ähnlichen  Weise  von  M.  B^thy  {Klausenburger  Ber,  1879)  behandelt  worden  ist. 
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Diese  Ausdrücke  können  durch  die  Substitution 

WO  (o  von  0  bis  1  geht,  auf  bekannte  Formeln  zurückgeführt  werden. 
Wir  finden  also: 

OD  0  0 

-c/«'3f'''  =  -l  +  2n/*^..?a,  =  -l-n  +  „«/'^;^<^a,.   (26) 

—  00  0  0 

Hier  sind  folgende  Formeln  benutzt: 

1  1 

0  0 

1  1 

/•       *  /»  *  — 1 

0  0 

wo  1  >  Ä  >  0. 

Da  längs  der  StromHnie 

d£  _  _  J_ 
dq>  q 

ist;   haben  wir   nach   Gleichung  (25),  wenn  b   die  halbe  Breite  der 
Lamelle  bezeichnet, 

0 

Das   bestimmte  Integral,   das   in   diesem  Ausdruck  vorkommt,   kann 

durch  die  Formel 
1 

0 

berechnet  werden,  wo 

Diese  Funktion  wurde  bekanntlich  von  Gauß  eingeführt  und  tabuliert.^) 
Die  Normalkomponente  des  Druckes  auf  jede  Hälfte  findet  man 
durch  die  Methode  des  §  76,  nämlich  gleich 

OD  0 


1)  f^Disquisitiones  generales  circa  seriem  infinitam  . . .",  Werke,  GrOttingen 
1870  . . .,  Bd.  m,  S.  161. 
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Der  resultierende  Druck  in  der  Stromrichtimg  ist  deshalb 


-^,c. 


(30) 


Für  eine  willkürliche  Strahlgeschwindigkeit  q^  ist  der  resultierende 
Druck  folglich: 

i*  =  ^  •  Mo*&.  (31) 

WO  L  für  den  Faktor  von  C  in  Gleichung  (27)  gesetzt  ist. 

Für  a  =  ^7C  haben  wir  L  =  2  +  ^ä,  was  zu  demselben  Ergebnis 
wie  §  76  (12)  fOhrt. 

In  der  folgenden  Tabelle^  die  mit  einer  geringfügigen  Abänderung 
der  Bobyleffschen  Arbeit  entnommen  ist,  gibt  die  zweite  Spalte  das 

Verhältnis  p-  des   resultierenden   Druckes   zu   dem,   den    ein   ebener 

streifen  gleichen  Flächeninhaltes  erfährt.  Das  Verhältnis  ist  ein 
Maximum  für  a  =  100®  ungefähr,  die  Fläche  ist  dann  mit  der  kon- 
kaven Seite  stromaufwärts  gerichtet.  In  der  dritten  Spalte  ist  das 
Verhältnis  von  P  zu  der  Entfernung  {2b  sin  a)  zwischen  den  Kanten 
der  Lamelle  mit  ^pjo*  verglichen.  Für  Werte  von  a,  welche  nahe 
bei  180®  liegen,  nähert  sich  dieses  Verhältnis  dem  Werte  1,  wie  zu 
erwarten  war,  da  die  Flüssigkeit  innerhalb  des  spitzen  Winkels  fast 
ruht,  und  der  Drucküberschuß  deshalb  praktisch  gleich  ^qQq^  ist. 
Die  letzte  Spalte  gibt  das  Verhältnis  des  resultierenden  Druckes  zu 
dem,  den  ein  ebener  Streifen  von  der  Breite  26  sin  a  erfährt,  auf 
Grund  der  Gleichung  (12)  berechnet. 


^^ 

P 

P 

P 

cc 

Po 

QqQ*b  sin  a 

Pq  sin  a 

10« 

0,089 

0,199 

0,227 

20« 

0,140 

0,369 

0,409 

80« 

0,278 

0,489 

0,666 

40« 

0,488 

0,698 

0,674 

46« 

0,512 

0,687 

0,724 

ÖO« 

0,689 

0,677 

0,769 

60« 

0,783 

0,746 

0,846 

70« 

0,864 

0,800 

0,909 

80« 

0,94ö 

0,844 

0,969 

90« 

1,000 

0,879 

1,000 

100« 

1,016 

0,907 

1,031 

110« 

0,996 

0,931 

1,069 

120« 

0,936 

0,960 

1,079 

180« 

0,840 

0,964 

1,096 

18Ö« 

0,780 

0,970 

1,103 

140« 

0,713 

0,976 

1,109 

160« 

0,669 

0,984 

1,119 

160« 

0,386 

0,990 

1,126 

170« 

0,197 

!         0,996 

1,132 
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Diakontiniderliolie  Bewegungen. 

§  79.  Es  muß  genügen ;  einige  der  wichtigsten  Beispiele 
stationärer  Bewegung  bei  einer  freien  Oberfläche  besprochen  zu  haben, 
nnter  Anwendung  der  vielleicht  systematischsten  Methode.  Bemerkens- 
werte Beiträge  zu  diesem  Gegenstand  haben  Michell^),  Love*)  und 
andere  Autoren")  geliefert.  Es  bleibt  noch  einiges  über  die  physi- 
kalischen Erwägungen  zu  sagen,  welche  ursprünglich  zu  der  Unter- 
suchung derartiger  Aufgaben  geführt  haben. 

Wir  haben  auf  den  yorangehenden  Seiten  verschiedene  Beispiele 
für  die  Strömung  einer  inkompressiblen  Flüssigkeit  um  eine  scharfe 
vorspringende  Kante  gehabt,  und  es  ergab  sich  immer,  daß  die  Ge- 
schwindigkeit dort  unendlich  ist.  Dies  ist  in  der  Tat  eine  notwendige 
Folge  des  vorausgesetzten  wirbelfreien  Verhaltens  der  Bewegung,  mag 
die  Flüssigkeit  inkompressibel  sein  oder  nicht;  dies  ist  ersichtlich,  wenn 
man  den  Verlauf  der  Äquipotentialflächen  (welche  die  Grenze  recht- 
winklig treffen)  in  der  unmittelbaren  Nachbarschaft  betrachtet. 

Das  Auftreten  unendlich  großer  Werte  für  die  Geschwindigkeit 
kann  vermieden  werden,  wenn  man  annimmt,  daß  die  Kante  ein  wenig 
abgerundet  ist,  aber  selbst  dann  wird  die  Geschwindigkeit  nahe  bei 
der  Kante  den  Wert  weit  überschreiten,  den  sie  in  einer  gegen  den 
Krümmungsradius  großen  Entfernung  annimmt. 

Damit  die  Bewegung  der  Flüssigkeit  sich  solchen  Bedingungen 
anpaßt,  ist  es  nötig,  daß  der  Druck  in  einiger  Entfernung  denjenigen 
an  der  Kante  weit  übersteigt.  Dieser  Drucküberschuß  ist  durch  die 
Trägheit  der  Flüssigkeit  bedingt,  welche  nicht  um  eine  scharfe  Krüm- 
mung, der  Zentrifugalkraft  entgegen,  geführt  werden  kann,  ausge- 
nommen bei  einer  Druck  Verteilung,  wo  nach  außen  hin  ein  sehr  rasches 
Wachsen  stattfindet. 

Wenn  also  der  Druck  in  einiger  Entfernung  nicht  sehr  groß  ist, 
würde  das  Zustandekommen  der  fraglichen  Bewegung  einen  negativen 
Druck  an  der  Ecke  erfordern,  den  aber  Flüssigkeiten  unter  gewöhn- 
Uchen  Bedingungen  nicht  aushalten  können. 

Um  das  Problem  in  einer  möglichst  bestinunten  Weise  zu  for- 
mulieren, wollen  wir  uns  den  folgenden  Fall  vorstellen.  Eine  gerade 
ßöhre,  deren  Länge  groß  im  Vergleich  zum  Durchmesser  ist,  sei  in 
der  Mitte  eines  großen  verschlossenen  Gefäßes  befestigt,  welches  eine 
reibungslose  inkompressible  Flüssigkeit  enthält;  diese  Röhre  mag  in 
einiger   Entfernung   von   den   Enden    einen    gleitenden    Stöpsel   oder 

1)  „On  the  Theory  of  Free  Stream-linee",  Fhil  Tram.  (A.),  181,  1890. 

2)  „On  the  Theory  of  Discontinuous  Fluid  Motions  in  Two  Dimensions", 
Froc.  Camb.  Phil  Soc,  7,  1891. 

8)  Literaturnachweise  siehe  bei  Love,  Enzykl.  der  math.  Wissenschaften, 
Bd.  IV,  2.  Teil,  S.  97flF. 
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Kolben  P  enthalten,  welcher  in  erforderlicher  Weise  durch  äußere 
Kräfte  bewegt  werden  kann,  die  auf  ihn  allein  wirken.  Es  wird 
angenommen,  daß  die  Dicke  der  Wände  der  Röhre  im  Vergleich  zum 

Durchmesser  klein  ist;  und  die  Kanten 
an  den  beiden  Enden  sollen  abgerundet 
sein,  sodaß  keine  scharfen  Ränder  vor- 
handen sind.  Wir  wollen  weiter  an- 
nehmen, daß  in  einem  Punkte  der  Gefäß- 
wand ein  seitlicher  Ansatz  mit  einem 
Kolben  Q  angebracht  ist,  yermittels  dessen 
der  Druck  im  Innern  beliebig  geregelt 
werden  kann. 

Während  im  Anfang  alles  in  Ruhe 
ist,  denken  wir  uns,  daß  dem  Kolben  P 
eine  allmählich  wachsende  Geschwindig- 
keit mitgeteüt  wird,  sodaß  der  Einfachheit  halber  die  Bewegung 
in  einem  Augenblick  als  annähernd  stationär  betrachtet  werden  kann. 
Vorausgesetzt,  daß  eine  genügend  große  Kraft  auf  Q  wirkt,  wird 
zuerst  eine  kontinuierliche  Bewegung  von  der  in  dem  Diagramm 
der  S.  91  angegebenen  Art  in  der  Flüssigkeit  entstehen,  da  in  der 
Tat  nur  ein  Bewegungszustand  möglich  ist,  der  den  Bedingungen 
der  Aufgabe  genügt.  In  dem  Maße  als  die  Beschleunigung  des 
Kolbens  P  wächst,  kann  der  Druck  auf  Q  sehr  groß  werden,  selbst 
bei  sehr  mäßigen  Geschwindigkeiten  von  P;  und  wenn  Q  nachzugeben 
gestattet,  so  wird  eine  ringförmige  Höhlung  an  jedem  Ende  des 
Rohres  entstehen. 

Es  ist  nicht  leicht,  den  weiteren  Verlauf  der  Bewegung  in  einem 
solchen  Falle  vom  theoretischen  Standpunkt  aus  zu  verfolgen,  selbst 
unter  der  Annahme  einer  vollkommenen  Flüssigkeit.  In  wirklichen 
Flüssigkeiten  wird  die  Aufgabe  durch  die  Reibung  verändert,  welche 
jedes  Gleiten  der  Flüssigkeit  unmittelbar  bei  der  Berührung  mit  dem 
Rohr  verhindert  und  weiterhin  einen  beträchtlichen  Einfluß  auf  so 
jähe  Geschwindigkeitsunterschiede  der  Flüssigkeit  ausüben  muß,  wie 
sie  hier  vorkommen. 

Nun  lehrt  die  Beobachtung,  daß  die  Bewegung  der  Flüssig- 
keiten unter  den  vorausgesetzten  Zuständen  sich  häufig  sehr  von 
den  Arten  unterscheidet,  welche  in  den  Figuren  der  S.  90,  91,  101,  102 
dargestellt  sind.  In  einem  FaUe,  wie  dem  eben  beschriebenen,  wird 
die  aus  der  Rohrö&ung  strömende  Flüssigkeit  sich  nicht  unmittelbar 
nach  allen  Richtungen  ausbreiten,  sondern  sie  bildet  jedenfalls  auf 
einige  Entfernung  einen  mehr  oder  weniger  zusammenhängenden 
Strom,  der  auf  allen  Seiten  von  Flüssigkeit  begrenzt  wird,  die  naheza 
ruht.  Ein  bekanntes  Beispiel  ist  der  mit  Rauch  erfüllte  Gasstrom, 
der  aus  einem  Schornstein  strömt.    In  allen  solchen  Fällen  wird  jedoch 
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bemerkt,  daß  die  Bewegung  in  der  unmittelbaren  Nachbarschaft  der 
€rrenzen  des  Stromes  höchst  unregelmäßig  ist.^) 

Das  Bestreben,  Typen  der  stationären  zweidimensionalen  Bewe- 
gung  einer  reibungslosen  Flüssigkeit  aufzufinden,  welche  den  Be- 
obachtungen in  solchen  Fällen  näher  kämen,  führte  Helmholtz^)  und 
Kirchhoflf*)  dazu,  die  Theorie  der  freien  Stromlinien  zu  untersuchen. 
Es  ist  klar,  daß  wir  uns  den  Raum  jenseits  einer  freien  Grenze  etwa 
Yon  einer  ruhenden  Flüssigkeit  der  gleichen  Dichte  erfüllt  denken 
können,  da  die  Bedingung  konstanten  Druckes  längs  der  Stromlinie 
hierdurch  nicht  geändert  wird.  Auf  diesem  Wege  geben  uns  z.  B. 
die  Aufgaben  der  §§  76  und  77  eine  Theorie  des  Druckes,  der  auf 
eine  feste  Lamelle  von  einem  bei  ihr  fließenden  Strome  ausgeübt 
wird,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  den  Widerstand  einer 
Lamelle,  die  mit  einer  konstanten  Geschwindigkeit  durch  eine  Flüssig- 
keit bewegt  wird,  welche  sonst  in  Ruhe  ist. 

Über  die  praktische  Bedeutung  dieser  Theorie  gehen  die  An- 
sichten auseinander.  Eine  naheliegende  Kritik  ist  die,  daß  die 
unbegrenzte  Menge  „toten  Wassersf^,  das  der  Lamelle  folgt,  eine  un- 
endlich große  kinetische  Energie  bedingt;  aber  dies  bedeutet  nur, 
daß  die  fragliche  Bewegung  in  einer  endlichen  Zeit  aus  der  Ruhe 
heraus  nicht  vollständig  hergestellt  werden  kann,  obwohl  es  denkbar 
wäre,  daß  sie  asymptotisch  angenähert  würde.  Ein  anderer  Vorwurf 
ist,  daß,  wie  in  Kap.  YX.  gezeigt  werden  soll,  Diskontinuitätsflächen 
zwischen  Flüssigkeiten  von  vergleichbarer  Dichte  in  der  Regel  höchst 
labil  sind.  Es  ist  jedoch  von  Lord  Rayleigh  hervorgehoben  worden, 
daß  diese  Listabilität  den  Charakter  der  Bewegung  innerhalb  einer 
gewissen  Entfernung  vom  Ansatz  der  fraglichen  Flächen  nicht  wesent- 
lich beeinflussen  mag. 

Lord  Kelvin  andererseits  behauptet,  daß  die  hier  betrachteten 
diskontinuierlichen  Bewegungsarten  keine  Ähnlichkeit  mit  dem  be- 
sitzen, was  in  wirklichen  Flüssigkeiten  vor  sich  geht;  nach  ihm 
soll  die  einzige  berechtigte  Anwendung  der  Methoden  von  Helm- 
holtz  und  KirchhoflF  auf  den  Fall  freier  Oberflächen  geschehen,  wie 
z.  B.  auf  den  eines  Strahles.^) 

Strömung  in  einer  gekrümmten  Sohiolit. 

§  80.  Die  in  den  §§  59  und  60  entwickelte  Theorie  kann 
leicht  auf  die  zweidimensionale  Bewegung  einer  gekrümmten  Flüssig- 
keitsschicht ausgedehnt  werden,  deren  Dicke  klein  im  Vergleich  zum 

1)  Neuere  UnterBuchimgen  zeigen  jedoch,  daß  sich  Strahlen  bilden,  bevor 
die  Helmholtzsche  Grenzgeschwindigkeit  erreicht  ist,  und  daß  die  Reibung  einen 
wesentlichen  Anteil  an  diesem  Vorgang  hat.  Smoluchowski ,  „Sur  la  formation 
des  veines  d'efflox  dans  les  liquides'^  Bull,  de  VAcad.  de  Cracovie,  1904. 

2)  l  c,  S.  26  und  107. 

8)  Nature,  50,  S.  624,  649,  673,  697;  1894. 
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Krümmungsradius  ist.  Diese  Frage  ist  yom  Standpunkt  der  Elek- 
trizitätsleitung aus  von  Boltzmann  ^),  KircliIioflF*\  Töpler')  u.  a.  er- 
örtert worden. 

Wie  in  §  59  nehmen  wir  einen  festen  Punkt  Ä  und  einen 
variablen  Punkt  P  auf  der  Oberfläche,  welcher  die  Form  der  Schicht  be- 
stimmt, und  bezeichnen  mit  ^  den  Fluß  durch  irgend  eine  Kurve  AP 
auf  dieser  Fläche.  Dann  ist  ^  eine  Funktion  der  Lage  von  P,  and 
wenn  wir  P  in  irgend  einer  Richtung  um  eine  kleine  Strecke  ds 
verschieben,  so  finden  wir  fOr  den  Fluß  durch  das  Element  ds  den 

Betrag  J^  -  ds.    Die  Oeschwindigkeitskomponente  senkrecht  zu  diesem 

Element  ist  ,-  ^t  wo  A  die  Dicke  der  Schicht  ist,  von  der  bisher 

nicht  vorausgesetzt  wurde,  daß  sie  gleichförmig  sei. 

Wenn  femer  die  Bewegung  wirbelfrei  ist,  so  existiert  noch  ein 
Oeschwindigkeitspotential  %  und  die  Aquipotentialkurven  (p  =  konst. 
werden  die  Stromlinien  ^  «  konst.  imter  rechten  Winkeln  schneiden. 

Im  dem  Falle  gleichförmiger  Dicke,  zu  dem  wir  jetzt  übergehen, 

ist  es  passend,  ^  ftir  T  zu  schreiben,  sodaß  die  Geschwindigkeits- 
komponente senkrecht  zu  einem  Element  ds  jetzt  gleichmäßig  durch 
^-  und  ^  gegeben  ist,  wo  dn  ein  Element  bedeutet,  welches  senk- 
recht zu  d  5  in  der  passenden  Richtung  gezogen  ist.  Die  weiteren 
Untersuchungen  verlaufen  dann  genau  wie  in  der  Ebene;  insbesondere 

werden  die  Kurven 

9  =  konst.,  ^  =  konst., 

die  für  eine  Reihe  von  Werten  in  arithmetischer  Progression  ge- 
zogen sind,  wo  die  gemeinschaftliche  Differenz  unendlich  klein  und 
in  beiden  Fällen  die  gleiche  ist,  die  Fläche  in  Elementarquadrate 
teilen.  Denn  der  orthogonalen  Eigenschaft  zufolge  sind  die  frag- 
lichen Elemente  Rechtecke,  und  wenn  ds^y  ds^  Elemente  einer  Strom- 
linie bzw.  einer  Aquipotentiallinie  sind,  welche  die  Seiten  eines  dieser 
Rechtecke  bilden,  so  haben  wir 

folglich  d5i=  ds^f  da  nach  Konstruktion  dif;  =  dtp. 

Jedes  Problem  der  wirbelfreien  Bewegung  in  einer  gekrümmten 
Schicht  von  gleichmäßiger  Dicke  wird  deshalb  durch  konforme 
Abbildung  in  das  entsprechende  Problem  der  Ebene  übergeführt. 
Für  die  Kugel  können  wir  z.  B.  außer  unzählig  vielen  anderen  Me- 
thoden diejenige  der  stereographischen  Projektion  benutzen.     Als  ein 


1)  Wiener  Sitztingsberichte,  52,  S.  214,  1866. 

2)  Berliner  MonaUber,,  19.  Juli  1876  (Ges.  Ahh.,  S.  60). 
8)  Fogg.  Ann,,  160,  S.  875,  1877. 
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einfaches  Beispiel  hiervon  können  wir  den  Fall  einer  Schicht  von 
gleichförmiger  Tiefe  nehmen,  welche  die  Oberfläche  einer  Kugel  mit 
Ausnahme  zweier  kreisförmiger  Inseln  bedeckt,  welche  beliebige 
Gestalt  und  eine  beliebige  relative  Lage  besitzen  können.  Es  ist 
klar,  daß  die  einzige  (zweidimensionale)  wirbel&eie  Bewegung,  welche 
in  dem  von  Flüssigkeit  erfüllten,  zweifach  zusammenhängenden  Räume 
vor  sich  gehen  kann,  so  beschaffen  ist,  daß  die  Flüssigkeit  in  ent- 
gegengesetzten Richtungen  um  die  beiden  Inseln  zirkuliert,  wobei  die 
zyklische  Eonstante  jedesmal  dieselbe  ist.  Da  Ej*eise  bei  der  Projektion 
in  Kreise  übergehen,  so  ist  dieses  mit  dem  ebenen  Problem  identisch, 
welches  in  Abschnitt  2  des  §  64  gelöst  ist,  d.  h.  die  Stromlinien  bilden 
ein  System  von  koachsialen  Kreisen  mit  reeUen  fyGrenjspunJden"  Ä  imd  JB, 
und  die  Äquipotentiallinien  bilden  das  dazu  orthogonale  System  durch 
A  und  B.  Kehren  wir  zur  Kugel  zurück,  so  folgt  aus  wohlbekannten 
Sätzen  der  stereographischen  Projektion,  daß  die  Stromlinien,  ein- 
schließlich der  Umrisse  der  beiden  Inseln,  die  Kreise  sind,  deren  Ebenen 
durch  eine  feste  Linie,  nämlich  die  Schnittlinie  der  Tangentialebenen 
in  den  zu  Ä  und  B  entsprechenden  Punkten,  gehen,  während  die 
Äquipotentiallinien  aus  den  Kreisen  bestehen,  deren  Ebenen  durch 
diese  Punkte  gehen.^) 

In  jedem  Falle  der  Transformation  durch  konforme  Abbildung, 
gleichviel  ob  die  Bewegung  wirbelfrei  ist  oder  nicht,  wird  die  Ge- 
schwindigkeit ~  in  dem  umgekehrten  Verhältnis  eines  Linienelementes 

verändert,  und  deshalb  sind  die  kinetischen  Energien  der  Teile  der 
Flüssigkeit,  welche  entsprechende  Flächen  erfüllen,  gleich,  natürlich 
vorausgesetzt,  daß  Dichte  und  Dicke  dieselben  sind.  Auf  gleiche  Weise 
findet  man,  daß  die  Zirkulation 


/ 


I-  •  ^^ 

dn 


in  einer  geschlossenen  Kurve  bei  der  Projektion  unvenLndert  bleibt. 

1)  Das  Beispiel  ist  von  Eirchhoff  gegeben,  und  zwar  in  der  elektrischen 
Dentnng,  wo  das  betrachtete  Problem  in  der  Verteilung  eines  Stromes  auf 
einer  gleichmäßigen  leitenden  Eugelfläche  besteht,  wo  die  Elektroden  in  irgend 
zwei  Punkten  A  und  B  angebracht  sind. 


Fünftes  Kapitel 

Wirbelfreie  Bewegung  einer  Flftssigkeit: 
Dreidimensionale  Probleme. 

§  81.     Unter   den   Methoden,    die    zar  Verfügung    stehen,   um 

Lösungen  der  Gleichung 

A(p  =  0  (1) 

in  drei  Dimensionen  zu  erhalten,  besteht  wohl  die  wichtigste  in  der 
Anwendung  der  Eugelfunktionen.  Diese  ist  besonders  brauchbar,  wenn 
die  Grenzbedingungen  sich  auf  kugelförmige  oder  nahezu  kugelförmige 
Flachen  beziehen. 

Hinsichtlich  einer  ausführlichen  Darlegung  dieser  Theorien  müssen 
wir  auf  die  besonderen  Lehrbücher  verweisen  ^),  aber  da  der  Gegenstand 
sehr  ausgedehnt  ist,  und  von  sehr  verschiedenen  Gesichtspunkten  aus 
behandelt  worden  ist,  mag  es  gut  sein,  eine  kurze  Übersicht  ohne  regel- 
rechte Beweise  oder  mit  bloßen  Andeutungen  der  Beweise  über  solche 
Teile  zu  geben,  welche  für  den  vorliegenden  Zweck  am  wichtigsten  sind. 

Da  der  Operator  A  in  Bezug  auf  x^  y,  z  homogen  ist,  so  sieht 
man  leicht,  daß  der  Teil  von  97  der  Gleichung  (1)  für  sich  genügen, 
muß,  welcher  von  einem  besonderen  algebraischen  Grade  ist  Jede 
solche  Lösung  von  (1)  heißt  eine  „räumliche  Kugdfunktion^  von  dem 
betreffenden  Grade.  Wenn  q)n  eine  räumliche  Kugelfuuktion  von  dem 
Grade  n  ist  und  wir 

^n^r-'  S,  (2) 

schreiben,  dann  ist  S^  eine  Funktion  der  Richtung  allein,  in  welcher  der 
Punkt  {x,  y,  z)  in  Bezug  auf  denürsprungspunkt  liegt;  in  anderen  Worten: 
es  ist  eine  Funktion  der  Lage  des  Punktes,  in  welchem  der  Radius- 

1)  Todhunter,  Functions  of  Laplace,  Lame  and  Bessel,  Cambridge  1876. 
Ferrers,  Spherical  Hartnonics,  Cambridge  1877.  Heine,  Handbuch  der  Kugel- 
funktioiien,  2.  Aufl.,  Berlin  1878.  Thomson  und  Tait,  Natural  Philosophy,  2.  Aufl., 
Cambridge  1879,  Bd.  I,  S.  171—218.  Byeriy,  Fourier's  Series  and  Spkerical, 
Cylindrical  and  Ellipsoidal  Hartnonics,  Boston  1893.  Whittaker,  Modem  Ana- 
lysis,  Cambridge  1902. 

Betreffs  der  Geschichte  dieses  Gegenstandes  siehe  Todhunter,  History  of  ihe 
Theories  of  Attraction  etc.,  Cambridge  1873,  Bd.  IL  Femer  Wangerin,  „Theorie 
der  Kugelfunktionen  usw.",  Enzykl.  dermathem.  Wissenschaften,  Bd.  II,  1.  Teil,  1904. 
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yektor  eine  Einheitskugel  trifft^  welche  den  ürspmngspnnkt  als  Zentrum 
hat  Sie  wird  deshalb  als  jJS^ugelflächefhfunktionf'  von  der  Ordnung  n 
bezeichnet.*) 

Jeder  räumlichen  Kugelfunktion  ipn  vom  Grade  n  entspricht  eine 
andere  vom  Grade  —  n  — 1,  die  durch  Division  mit  r*  *•"*■*  erhalten 
wird;  d.  h.  ^  =  r"" *"""*•  9)»  ist  auch  eine  Lösung  der  Gleichung  (1). 
Es  entsprechen  also  jeder  Kugelflächenfunktion  8^  zwei  räumliche 
Kugelfunktionen  f^S^  und  r"'""*S^. 

• 

§  82.  Der  wichtigste  Fall  ist  der,  daß  n  ganzzahlig  ist,  und 
daß  die  Kugelflächeufunktion  S^  weiter  der  Bedingung  unterliegt, 
auf  der  ganzen  Einheitskugel  endlich  zu  sein.  In  der  Fassung,  in  der 
die  Theorie  für  diesen  Fall  von  Thomson  und  Tait,  sowie  von  Max- 
well') dargestellt  wird,  gilt  als  prinzipielle  Lösung  der  Gleichung  (1): 

<P-i-y  (3) 

Dies  stellt,  wie  wir  in  §  56  gesehen  haben,  das  Geschwindigkeits- 
potential dar,  welches  von  einer  punktförmigen  Quelle  im  Koordinaten- 
anfaug  herrührt.  Da  Gleichung  (1)  stets  erfüllt  bleibt,  wenn  g)  nach 
Xy  y  oder  e  differenziert  wird,  so  leiten  wir  folgende  Lösung  ab: 

Dies  ist  das  Geschwindigkeitspotential  einer  Doppelquelle  im  Ur- 
sprungspunkt, deren  Achse  in  der  Richtung  (l,  m,  n)  liegt;  siehe 
Gleichung  (3)  des  §  56.  Das  Verfahren  kann  fortgesetzt  werden,  und 
die  allgemeine  Form  der  räumlichen  Kugelfunktion,  welche  auf  diese 
Weise  erhalten  wird,  ist 

wo 

wenn  2«,  m«,  n«  willkürliche  Richtungskosinusse  sind. 

Dies  kann  als  das  Geschwindigkeitspotential  einer  bestimmten 
Anordnung  einfacher  Quellen  um  den  Ursprungspunkt  angesehen 
werden,  wobei  die  Dimensionen  des  Systemes  klein  im  Vergleich 
zu  r  sind.     Um  dieses  System  zu  konstruieren,  schicken  wir  voraus, 

1)  Die  symmetrische  Behandlung  der  räumlichen  Eugelfunktionen  ver- 
mittels kartesischer  Koordinaten  wurde  von  Clebsch  in  einer  sehr  vernach- 
lässigten Arbeit  eingeführt:  Grelles  Journ.,  61,  S.  196,  1863.  Dies  wurde  unab- 
hängig von  Thomson  und  Tait  als  die  Grundlage  ihrer  Entwicklung  angenommen. 

2)  Electricity  and  Magnetiam,  Kap.  IX. 
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daß  ans  jedem  gegebenen  System  Ton  Quellen  ein  System  höherer  Ord- 
nung abzuleiten  ist^  indem  wir  es  zuerst  um  die  Strecke  \h,  in  der 
Richtung  (1^,  m«,  n«)  verschieben^  und  dann  das  umgekehrte  System 
superponieren,  wobei  wir  Toraussetzen,  daß  es  aus  seiner  Ursprung- 
liehen  Lage  um  die  Strecke  ^h^  in  der  entgegengesetzten  Richtung 
Terschoben  wird.  Beginnen  wir  nun  mit  dem  Falle  einer  einfachen 
Quelle  0  im  Koordinatenanfangspunkt^  so  ergibt  eine  erste  An- 
wendung des  obigen  Yer&hrens  die  beiden  Quellen  0+  und  0^,  die 
sich  in  gleicher  Entfernung  vom  ürsprungspunkt  in  entgegengesetzten 
Richtungen  befinden.  Wird  dasselbe  Verfahren  auf  das  System  0+,  0_ 
angewendet^  so  ergibt  es  uns  vier  Quellen: 

0^^,  0_^,  0^_,  0__ 

in  den  Ecken  eines  Parallelogrammes.  Der  nächste  Schritt  gibt  uns 
acht  Quellen  in  den  Ecken  eines  Parallelepideds,  usw.  Das  Ge- 
schwindigkeitspotential,  das  von  der  Anordnung  von  2"  derartig  er- 
haltener Quellen  herrührt^  ist  in  großer  Entfernung  durch  Gleichung  (5) 
gegeben,  wenn 

wobei  in  die  Ergiebigkeit  der  ursprünglichen  Quelle  in  0  bedeutet. 
Die  Formel  gilt  streng  für  aUe  Entfernungen  r,  wenn  Ä^,  Ä,,  •  •  •,  Ä^ 
imendlich  klein,  u^d  ni  unendlich  groß  werden,  aber  so,  daß  A  end- 
lich bleibt. 

Die  Kugelflachenfunktion,  welche  der  raumlichen  Kugelfunktion  (5) 
entspricht,  wird  durch 

gegeben,  und  die  komplementäre  räumüche  Kugelfunktion  durch 

?'.-'''S.-r>-+V ,.  (7) 

Vermittels  der  Methode  der  „Inversion'^  ^)y  auf  die  obige  Anord- 
nung der  Quellen  angewendet,  ließe  sich  zeigen,  daß  die  räumliche 
Kugelfunktion  (7)  von  positivem  Grad  n  als  das  Geschwindigkeits- 
potential betrachtet  werden  kann,  welches  durch  eine  gewisse  An- 
ordnung von  2"  Quellen  im  Unendlichen  bedingt  ist 

Die  Yom  Ursprungspunkt  in  den  verschiedenen  Richtungen 
{lg,  m„  n«)  gezogenen  Linien  heißen  die  „Achsen^  der  raumlichen 
Kugelfunktion  (5)  oder  (7),  und  die  Punkte,  in  denen  diese  Linien 
die  Einheitskugel  treffen,  heißen  die  „Po?c"  der  Kugelflächenfunk- 
tion S„.  Die  Formel  (5)  enthält  2n  +  l  willkürliche  Konstante, 
nämlich  die  Polarkoordinaten  der  n  Pole  (zwei  für  jeden)  und  den 

1)  Auseinandergesetzt  von  Thomson  and  Tait,  Natural  Philosophy,  §  516. 
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Faktor  A.  Es  kann  gezeigt  werden^  daß  dieser  Ausdruck  der  all- 
gemeinsten Form  der  Kugelflächenfunktion  gleichwertig  ist^  welche 
Yon  der  Ordnung  n  und  auf  der  ganzen  Einheitskugel  endlich  ist.^) 

§  88.    In  der  ursprünglichen  Untersuchimg  von  Laplace')  wird 
die  Gleichung 

zuerst  durch  die  räumlichen  Polarkoordinaten  r,0,  (o  ausgedrückt^  wo 

X  ^  r  cos  0 
y  =  r  sin  ö  cos  od 
£?  =  r  sin  ö  sin  a. 

Der  einfachste  Weg^  diese  Transformation  auszuführen,  besteht  in  der 
Anwendung  der  Gleichung  (2)  des  §  36  auf  die  Oberfläche  eines 
Yolumenelementes  rdO  -  r  sm  0  d(o  -  dr.  Die  DifiFerenz  des  Flusses 
durch  die  beiden  Flächen  senkrecht  zu  r  ist 

^-{^^.rde'rsmed(o)dr. 

Analog  gilt  für  die  beiden  Flächen,  die  senkrecht  zu  einem  Meridian 
{a>  =  konst.)  sind, 

und  für  die  beiden  Flächen,  die  senkrecht  zu  einem  Breitenkreis 
(ö  =  konst.)  sind, 

^(^J^       rSe-dr)da>. 

oto\r  Sind  0(0  ' 

Folglich  wird  durch  Addition: 

Dies  hätte  natürlich  aus  Gleichung  (1)  des  §  81  durch  das  gewöhn- 
liche Verfahren  der  Vertauschung  der  unabhängigen  Variablen  ab- 
geleitet werden  können. 

Wenn  wir  jetzt  annehmen,  daß  <p  homogen  vom  Grade  n  ist,  und 

■     :        «?=»•" 'S, 

setzen,  so  erhalten  wir 

/  «  -^.  (sin  0  ^/;)  +  J-s  t-;  +  M  (n  +  1)  S.  =  0,         (2) 

sinÖ  ^Ö  \  dB  ^        sin  Ö   cto*    •       \      •      /    n  ?  \  / 

welches  die  allgemeine  Differentialgleichung  der  Kugelflächenfunktionen 

1)  Sylvester,  Phil  Mag.,  Oktober  1876. 

2)  „Theorie  de  Tattraction  des  sph^roides  et  de  la  figure  des  planstes", 
M^.  de  VAcad,  roy.  des  Sciences,  1782  {(Euvres  Completes,  Paris  1878  .  .  ., 
Bd.  X,  S.  841);  Micanique  Celeste,  2.  Buch,  Kap.  II. 

Lamb,  Hydrodynamik.  9 


130  V-  Wirbelfireie  Bewegung  einer  Flüssigkeit. 

ist.    Da  das  Produkt  n  (n  +  1)  ungeändert  bleibt,  wenn  wir  —  n  —  1 
für  n  setzen,  so  ist  klar^  daß 

wie   schon   gesagt^   auch   eine   Lösung   der   eben   aufgestellten    Glei- 
chung (1)  ist. 

§  84.    Falls  Symmetrie  um  die  x- Achse  herrscht,  so  verschwindet 
der  Ausdruck  -ö— r  >  ^^^  wenn  wir  cos  ö  =  it  setzen,  so  erhalten  wir 


d 
dii 


(.■^-l^')^dj}  +  n{n  +  l)S,  =  0,  (1) 


die  DifiFerentialgleichung  der  „einfcuJien^'  oder  y/onaien^^^)  Kugelfunk- 
tion. Da  diese  Gleichung  nur  Ausdrücke  von  zwei  verschiedenen 
Dimensionen  in  /t  enthält^  ist  sie  für  die  Integration  durch  Reihen 
geeignet.     Wir  erhalten  auf  diese  Weise: 


S,  =  Ä 


+  B 


.      n(n4-l)    .      (n-2)n(n+l)(n+3)    , 
1-2      ^  "^  1-2-8-4  f^ 

a- (n -!)("+ 2)  „j  ,   (w-8)(n  -1)  (n  +  2)  (n  +  *)    5 _ 
'^  1.2-8  '^''  1-2-3-4-6  ^ 


^(2> 


Die  Reihen,  die  hier  vorkommen,  sind  von  der  Art,  welche  als  j^jfper- 
geometrische^^  bezeichnet  werden;  schreiben  wir  nämlich  nach  Gauß*)i 

^  l-2-8yy  +  ly  +  2  "^^        '         V»/ 

80  haben  wir: 
S,  =  ^F(- *n,  i  +  i-n,  ^,  M*)  +  Bi,F{\ -  l-n,  1  +  in,  |,  ,*«).    (4> 

Die  Reihe  (3)  ist  natürlich  wesentlich  konvergent,  wenn  x  zwischen- 
0  und  1  liegt;  für  x  =  1  ist  sie  dann  und  nur  dann  konvergent,  wenn 

y  —  u  —  ß>0. 

In  diesem  Falle  haben  wir 

F  (a,  ß,  y,  1)  ^  jj^y_^_i) .  nJy^ZTß-^  y  (5) 

wo   n(m)  in  der  Gaußschen   Schreibweise  der  Eulersehen  Funktion 
r(m  +  1)  gleichwertig  ist. 

1)  Diese  Bezeichnung  ist  von  Thomson  und  Tait  eingeführt  worden,  weil 
die  Enotenlinien  {S„  =  0)  die  Einheitskugel  in  parallele  Streifen  teilen. 

2)  l  c,  S.  iiy. 
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Der  Grad  der  Divergenz  der  Reihe  (3)  für 

y  -  a  -  jS  <  0, 

wenn  x  sich  dem  Werte  1  nähert,  ist  durch  die  FormeP) 

F(a,  ß,  y,  x)  =  (l-  xy-'-fFir  -  a,  y  -  ß,  Y,  x)  (6) 

gegeben.  Da  letztere  Reihe  jetzt  für  rr  ===  1  konvergent  ist,  so  sehen 
wir,  daß  F(a,  ß,  y,  x)  wie  (1  —  xY"""^  divergent  wird;  oder  genauer, 
für  Werte  von  rc,  die  nahe  der  Einheit  sind,  haben  wir: 

F(.,  ß,  y,  z)  -  "JrgR^.il^l^  (,  _  ,y-.-,,      p) 

Für  den  ÜbergangsfaU 

y^a  —  ß==0 
können  wir  die  Formel 

±F{a,  ß,  r,  x)  =  ^Fia  +  l,ß  +  l,y+U  «)  (8) 

benutzen,  welche  zusammen  mit  Gleichung  (6)  in  dem  angenommenen 
Falle 

^F(a,ß,y,x)^^(l^x)-''^F{y-a,y-ß,r+l,x) 


dx      ^   '  ^'  ^'  ^         y 

aß 


{l^xy^'F{a,ß,a  +  ß+l,x)  (9) 


gibt.  Der  letzte  Faktor  ist  für  x  =  1  konvergent,  sodaß  J'(a,  ß,  y,  x) 
wie  log  (l  —  x)  divergiert.  Genauer  ausgedrückt,  wir  haben  für  Werte 
von  X,  die  nahe  bei  dieser  Grenze  liegen, 

F(a,  ß,a  +  ß,x)  =  S(S^t^-^,)  log  ^h'  (1^) 

§  86.  Von  den  beiden  Reihen,  welche  in  dem  allgemeinen 
Ausdruck  (2)  des  §  84  für  die  einfache  KugelfunktiM  vorkommen, 
bricht  die  erstere  ab,  wenn  n  eine  gerade,  und  die  letztere,  wenn  n 
eine  ungerade  ganze  Zahl  ist.  Für  andere  Werte  von  n  sind  beide 
Reihen  absolut  konvergent,  wenn  /i  zwischen  +  1  liegt,  aber  da 
wir  in  jedem  Fall  y  —  a  —  /S  =  0  haben,  so  divergieren  sie  an  den 
Grenzen  /a  =  ±  1,  indem  sie  wie  log  (1  —  ft*)  unendlich  werden. 

Es  folgt,  daß  die  abbrechenden  Reihen,  die  den  ganzzahligen 
Werten  von  n  entsprechen,  die  einzigen  einfachen  Kugelfimktiouen 
sind,  welche  auf  der  Einheitskugel  überall  endlich  sind.     Wenn  wir 


1)  Forsyth,  DifferefUial  Equatians,  8.  Aufl.,  London  1903,  Kap.  VI. 

9* 
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die  Reihen  umkehren^  so  finden  wir,  daß  beide  Fälle  (n  gerade  und 
n  angerade)  in  der  gemeinsamen  FormeP) 


V  rn\       ilii?-(2w  — 1)  (    «        n(n-l)     „_2 
^«W-— 17278. V.n  T    ~'2{2n~-l)^ 


n(ti  — l)(n-2)(n-  3)     «_4  _ 
■^  2.4-(2n  — l)(2n  — 8)  '^ 


(1) 


zusammengefaßt  sind,  wo  der  konstante  Faktor  so  gewählt  ist,  daß 
er  P^  {fi)  =  1  filr  /i  -=  1  ergibt ')  Die  Formel  kann  auch  folgender- 
maßen geschrieben  werden: 

Die  Reihe  (1)  kann  auch  auf  andere  Weise  durch  Entwicklung  der 
Gleichung  (6)  des  §  82  erhalten  werden,  welche  in  dem  Falle  der 
einfachen  Kugelfunktion  folgende  Form  annimmt: 

Als  besondere  Fälle  von  Gleichung  (2)  haben  wir: 

^«(m)  =  1 

P,(^)  =  ^  (3,t»  -  1) 

Von  verschiedenen  Autoren  ist  P„  durch  andere  Funktionen  von  9 
als  unabhängige  Variable  an  Stelle  von  [i  ausgedrückt  worden.  Wir 
haben  z.  B.: 

P„  (cos  0)  =  1 ^f— '  s  m*  ie  + '- ^t.^,' — -^—^  sin*  ^  0 (4) 


1)  Für  gerades  n  entspricht  dies  dem  Falle: 

^       ^  2  •  4  •  •  •  w  ' 

für  ungerades  n  hingegen  haben  wir: 

Siehe  Heine,  L  c,  Bd.  I,  S.  12  und  147. 

2)  Die  Funktionen  P^ ,  P, ,  •  •  • ,  P^  sind  von  Glaisher  für  Werte  von  fi  mit 
dem  Intervall  0,01  tabulieit  worden  (Brit.  Ass.  Report,  1879).  Eine  Tafel  der- 
selben Funktionen  für  jeden  Grad  des  Quadranten,  die  unter  der  Leitung  von 
Prof.  Perry  berechnet  wurde,  ist  in  dem  PhiL  Mag.  vom  Dezember  1891  ver- 
öfiPentlicht  worden.  Beide  Tafeln  wurden  von  Byerly  abgedruckt,  welcher  auch 
graphische  Darstellungen  der  Funktionen  gibt.  Die  Werte  der  ersten  20  einfachen 
Kugelfunktionen  in  Intervallen  von  6^  sind  kürzlich  von  Prod.  A.  Lodge  ver- 
öffentlicht worden;  Phil  Tram.  (A),  203,  1904. 
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Dies  kann  ans  Gleichnng  (2)  abgeleitet^)  oder  unabhängig  erhalten 
werden,  wenn  man  in  Gleichung  (1)  des  §  84 

setzt  und  durch  eine  Reihe  integriert. 

Die  Funktion  Fnipi)  ist  zuerst  von  Legendre*)  in  die  Analysis 
eingeführt  worden,  und  zwar  als  Koeffizient  von  A"  in  der  Ent- 
wickelung  von 

Der  Zusammenhang  mit  unserer  Darstellung  ist  folgender.  Wenn  q> 
das  Geschwindigkeitspotential  einer  Einheitsquelle  auf  der  2;- Achse 
in  der  Entfernung  c  vom  Urspnmgspunkte  ist,  so  haben  wir  nach 
Legendres  Definition  für  Werte  von  r,  die  kleiner  als  c  sind, 

47C(p  =  (c*  —  2ficr  +  r^"~* 

-y  +  P,^+P.^  +  ---  (5) 

Jedes  Glied  dieser  Reihe  muß  einzeln  der  Gleichung  A97  »  0  genügen, 
und  deshalb  muß  der  Koeffizient  P„  eine  Lösung  der  Gleichung  (1)  des 
§  84  sein.  Da  das  so  definierte  P^  offenbar  für  alle  Werte  von  [i 
endlich  ist  und  für  /i  ==  1  gleich  der  Einheit  wird,  so  muß  es  mit 
dem  Ausdruck  (1)  identisch  sein. 

Für  Werte  von  r,  die  größer  als  c  sind,  lautet  die  entsprechende 
Entwicklung : 

4«y=i+p,-^,+p,f;+....  (6) 

Wir  können  hieraus  Ausdrücke  ableiten,  welche  uns  später  (§  98) 
nützlich  sein  werden,  nämlich  für  das  Geschwindigkeitspotential,  das 
von  einer  Doppelquelle  der  Stärke  1  herrührt,  welche  auf  der  a;- Achse 
im  Abstand  c   vom  ürsprungspunkt   gelegen    ist,    und    deren  Achse 

vom  ürsprungspunkt  aus  gerichtet  ist.     Dies  ist  offenbar  gleich  ^ -, 

wo  (p  eine  der  beiden  obigen  Formen  hat;  daher  ist  das  gesuchte 
Potential  für  r  <  c 

-Ä(c.+2A;  +  3P,5---)  (7) 

und  für  r>c 

1)  Murphy,  Elementary  Principles  of  the  Theories  of  Electricity  etc,  Cam- 
bridge 1888,  S.  7  (Thomeon  und  Tait,  §  782). 

2)  ,,Sur  rattraction  des  spht^roides  homogenes^*,  Mem.  des  Savants  Etrangers, 
Bd.  X,  1785. 
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Die  zweite  Lösung  der  Oleichnng  (1)  des  §  84  in  dem  Falle^ 
wo  n  eine  ganze  Zahl  ist^  kann  in  die  folgende  bündigere  Form 
gebracht  werden*): 

«»=4-p»iog;-+|;-z„,  (9) 

wo 

Diese  Funktion  ^^(ft)  wird  bisweilen  als  die  einfache  Kugelfunktion 
j,gweUer  Asf^  bezeichnet. 
Es  ist  also: 

eo(/*)  =  ilog;i^,  ^,(„)  =  ^(3^2_l)l0gA±J_|^, 

§  86.  Wenn  wir  die  Einschränkung  fallen  lassen,  daB  Sym- 
metrie um  die  o;- Achse  herrschen  soll,  so  können  wir  annehmen,  daß 
S^  in  eine  Reihe  von  Gliedern,  die  von  cos  $g9  bzw.  sin  sm  abhängen, 
entwickelt  ist,  vorausgesetzt,  daß  es  eine  endliche  und  einwertige 
Funktion  von  cd  ist.  Wenn  diese  Entwicklung  fQr  die  ganze  Kugel  gilt 
(d.  h.  von  Ol  =  0  bis  (D  =  2;r),  so  können  wir  femer  (nach  dem  Fourier- 
schen  Satze)  annehmen,  daß  die  Werte  von  s  ganze  Zahlen  sind.  Die 
Differentialgleichung,  die  durch  je  ein  Glied  befriedigt  wird,  lautet: 

Wenn  wir 

setzen,  so  nimmt  dies  die  Form 

'    (l-f»*)0-2(«  +  l)ft^  +  (n-s)(«  +  «+l)»;  =  O 

an,  welche  zur  Integration  durch  Reihen  geeignet  ist.     Wir  erhalten 
also: 


1)  Dies  ist  gleichwertig  mit  §  84  (4),  wenn 


1  .  3  ...  (H  —  1) 

f&r  gerades  n,  nnd 

^-(-1)  •       376.".Tn      '^ 

fOr  ungerades  ti.    Siehe  Heine,  Bd.  I,  S.  141  und  147. 
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(„_g_  2)  («_«)(„_+«+!)(«  4.,  + 8)  1 

"""  1-2-3    4  "         ■") 

(n -_s -8) (n-s-l)(n  +  s  +  2)(n  +  8  +  i)    . _       1        .„. 
"•■  1-2-8-4-6  '^  j'     \^' 

WO  der  Faktor  cos  sat  oder  sin  sto  für  den  Augenblick  ausgelassen 
ist.     In  der  hypergeometrischen  Schreibweise  lautet  dies: 

S„  =  (1  -  iL*)i-  {AFi^^s  -in,^  +  ^s  +  in,  i,  m») 

+  BiiF(^  +  is-^n,l+\s  +  in,  .},  ,*»)).     (3) 

Diese  Ausdrücke   konvergieren,   wenn   /i*<l;    aber   da   wir   in 
jedem  Fall 

haben,  so  werden  die  Reihen  an  den  Grenzen  /*  =  ±  1  wie  (1  —  ft*)""* 
unendlich,  wenn  sie  nicht  abbrechen.^)  Die  erstere  Reihe  bricht  ab, 
wenn  n  —  s  geradzahlig,  und  die  letztere,  wenn  es  ungeradzahlig  ist. 
Wenn  wir  die  Reihen  umkehren,  können  wir  diese  beiden  endlichen 
Lösungen  durch  die  gemeinsame  Formel^) 

^«  W==2»(n-«)!n!^^       ^^      T  2.(2n-l)       ^ 

(n  — g)(n  — g~l)(n-~g  — 2)(»  — g  — 8)  _^  1        ... 

"•"  2.4.(2n— l)(2n— 8)  ^  '"}        ^*^ 

ausdrücken.     Durch  Vergleich  mit  §  85  (1)  finden  wir,  daß 

P/(,t)  =  (l-M»)^^|i'').  (5) 

Daß  dies  eine  Lösung  der  Gleichung  (1)  ist,  kann  natürlich  unab- 
hängig gezeigt  werden. 

In  Potenzen  von  sin  ^ö  haben  wir: 

P:  (cos  ö)  =  ,^!^-^^-  ,  sin«  ö !  1  -  '^-f  ^"i  *  ±i)  sin»  ^  6 

*  ^  ^         2'{n  —  8)l8[  [  1  •  (« +  1) 

^  1.2{8+l){8  +  2)  ^in  ^u  I       i^o; 

Dies  entspricht  der  Gleichung  (4)  des  §  85,  aus  der  es  leicht  her- 
geleitet werden  kann. 


1)  Lord  Rayleigh,  Theory  of  Sound,  London  1877,  §  888. 

2)  Es  bestehen  große  Yerschiedenheiten  der  Bezeichnung  in  Bezug  auf  diese 
„zugeordneten  Funktionen^\  wie  man  sie  genannt  hat.  Die  im  Text  gewählte 
ist  von  F.  Neumann  vorgeschlagen  und  von  Whittaker,  S.  231,  angenommen 
worden. 
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Wenn  wir  unsere  Ergebnisse  zusammenfassen^  so  sehen  wir  ein, 
daß  eine  Eugelflächenfunktion^  welche  auf  der  Einheitskugel  überall 
endlich  ist^  notwendig  von  ganzzahliger  Ordnung  ist,  und  wenn  n  die 
Ordnung  bezeichnet^  sich  in  der  Form 


t  =  n 


s,  =  A-P,  W  +  2  (^'  *^'  «'^  +  ^'  «"^ «"")  -P-'  W        C^) 

ausdrücken  läßt^  welche  2n+  1  willkürliche  Konstante  enthält.  Die 
Glieder,  welche  o  enthalten,  werden  als  „tesserdUf^  harmonischeFunktionen 
bezeichnet,  mit  Ausnahme  der  beiden  letzten,  welche  durch  die  Formel 

(1  —  /i*)^"  {A^  cos  n(o  +  B^  sin  wo) 

gegeben  sind  und  als  ,^ektorieü&^  harmonische  Funktionen  bezeichnet 
werden^).  Die  Namen  rühren  von  der  Gestalt  der  Felder  her,  in 
welche  die  Einheitskugel  durch  die  Knotenlinien  S„  =  0  geteilt  wird. 

Die  Formel  für  die  tesserale  Funktion  von  der  Ordnung  s  kann 
auch  auf  andere  Weise  aus  dem  allgemeinen  Ausdruck  (6)  des  §  82 
erhalten  werden,  indem  man  n  —  s  von  den  n  Polen  der  Kugel- 
funktion in  dem  Punkte  0  =»  0  der  Kugel  zusammenfallen  läßt  und 
die  übrigen  s  Pole  gleichmäßig  um  den  Äquator  0  =*  \x  verteilt. 

Die  übrige  Lösung  der  Gleichung  (1)  kann,  falls  n  eine  ganze 
Zahl  ist,  in  die  Form 

S^  =  {Ä,  cos  S(D  +  B,  sin  S(o)  Q^'  (fi)  (8) 

gebracht  werden,  wo*) 

Q„'{(i>^{l-t.^)^'^§p.  (9) 

Dies  wird  bisweilen  als  eine  tesserale  Funktion  y^weiter  Artr^  be- 
zeichnet. 

§  87.  Zwei  Kugelflächenfunktionen  S  und  S'  heißen  ,firthogon(ü^\ 
wenn 

ff  SS' dm  ^0,  (1) 

wo  doJ  ein  Element  der  Oberfläche  auf  der  Einheitskugel  ist,  und 
die  Integration  über  diese  Kugel  erstreckt  wird. 

Es  kann  gezeigt  werden,  daß  zwei  beliebige  Kugelflächenfunk* 
tionen  verschiedener  Ordnung,  welche  auf  der  Einheitskugel  endlich 
sind,  orthogonal  sind,  und  femer,  daß  die  2n  +  1  Funktionen  einer 
gegebenen  Ordnung  n  von  dem    zonalen,   tesseralen  und  sektoriellen 

1)  Die  Vorsilbe  „sph9xi6cli'^  ist  stillschweigend  einbegriffen;  sie  wird  der 
Kürze  halber  oft  weggelassen. 

2)  Eine  Tafel  der  Funktionen  Qnii»)  und  Qniit)  für  verschiedene  Werte 
von  n  und  8  hat  Bryan  gegeben:  Proc.  Camb.  Phil,  Soc.^  6,  S.  297. 
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Typus  y  wie  sie  in  den  §§  85  und  86  behandelt  wurden^  gegenseitig 
orthogonal  sind.    Es  wird  sich  späterhin  ergeben^  daß  die  Eigenschaft 
der  Orthogonalitat  von  großer  Wichtigkeit  bei  den  physikalischen  An- 
wendungen dieser  Theorie  ist. 
Da 

düJ  =  sin  OdOdo  =»  —  dfida, 

so  haben  wir  als  spezielle  Fälle  dieses  Satzes: 

1 

fp„((L)dii  =  0,  (2) 

-1 
1 

fp^((i).PMdt.  =  0,  (3) 

-1 
und 

fp„'(^).P„'ili)dii^O,  (4) 

-1 

vorausgesetzt^  daß  m  und  n  ungleich  sind. 
Für  w  =»  w  kann  gezeigt  werden^),  daß 

1 
/{P,(M)}»dM  =  ^!p-i,  (5) 


-1 


1 


j{p/(^)}«d^  =  |»±|;_?_^.  (6) 

-i 

§  88.  Wir  wollen  noch  auf  den  Satz  hinweisen^  daß  eine  will- 
kürliche Funktion  /"(/i,  o)  der  Lage  eines  Punktes  auf  der  Einheits- 
kugel in  eine  Reihe  von  Kugelflächenfunktionen  entwickelt  werden 
kann,  wobei  n  in  Gleichung  (7)  des  §  86  alle  ganzzahligen  Werte  von 
0  bis  oo  erhält.  Die  Formeln  (5)  und  (6)  dienen  dazu,  die  Koeffi- 
zienten dieser  Entwickelung  zu  bestimmen. 

Wenn  Symmetrie  um  eine  Achse  herrscht,  nimmt  der  Satz 
folgende  Form  an: 

filL)  -  Co  +  C,P,{ii)  +  C,P,(n)  +  ■■■  +  C^PJji)  +  ■■■■      (7) 

Wenn  wir  beide  Seiten    mit  P„  (ji)  dfi   multiplizieren   und    zwischen 
den  Grenzen  —  1  und  -|-  1  integrieren,  so  finden  wir 


1 

=  i//-(^)  d(L,  (8) 


—  1 


1)  Ferrers,  S.  86;  Whittaker,  S.  208  und  282. 
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und  allgemein  i 

C,  =  ''"}--\ff(ii)P„(ji)di..  (9) 

—  1 

In  Betreff  des  mathematischen  Beweises  dieses  Satzes  muß  man 
die  speziellen  Lehrbücher  nachschlagen^);  die  physikalischen  Gründe 
für  die  Annahme  der  Möglichkeit  dieser  und  ähnlicher  Entwickelungen 
werden  sich  gelegentlich  im  Zusammenhange  mit  verschiedenen  Pro- 
blemen ergeben. 

§  89.  Lösimgen  der  Gleichung  Atp  ^0  können  femer  auf  die 
gewöhnliche  Methode  erhalten  werden,  nach  der  man  lineare  Glei- 
chimgen  mit  konstanten  Koeffizienten  behandelt.^)  So  wird  nämlich 
die  Gleichung  durch 

oder  allgemeiner  durch 

(p  =  f(ax  +  ßy+  yz)  (1) 

befriedigt,  vorausgesetzt,  daß 

cc^  +  ß^  +  f^  0.  (2) 

Z.  B.  können  wir  schreiben: 

/3  =  i  cos  -ö" 

y  =  i  sin  -ö"  , 
oder  auch: 

«  =  1 

/3  =  i  cosh  u 

y  =  sinh  u 

Es  kann  gezeigt  werden^),  daß  die  allgemeinste  mögliche  Lösung  durch 
Superposition  von  Lösungen  der  Form  (1)  erhalten  werden  kann. 

Gebrauchen  wir  Gleichung  (3)  und  führen  Zylinder-Koordinaten 
a:,  o7,  oj  ein,  wo 

y  =  üJ  cos  CO  ' 

j8r  =  sy  sin  o 


(3) 


(4) 


(5) 


BO  bilden  wir  eine  Lösung,  welche  in  Bezug  auf  die  :r- Achse  sym- 
matrisoh  ist,  wenn  wir 

tn 

q>  =  ^  I  f[x  +  iIS  cos  (d'  —  (o)]d^ 


1)  BeirefiTs  der  neueren  üntersucbungen  über  diese  Frage  s.  Wangerin,  /.  c. 

2)  Forsyth,  S.  444. 

3)  WMttakei,  Month.  Not  E.  Ast.  Soc.,  62,  1902. 
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setzen.  Denn  da  die  Integration  über  einen  ganzen  Umfang  zu  er- 
strecken ist,  ist  es  gleichgültig,  wo  die  Anfangsrichtung  des  Winkels  d" 
liegt,  und  die  Formel  kann  deshalb  folgendermaßen  geschrieben 
werden^): 

9  =  2^  lf{x  +  iuS  cos  d')d(^^^  I  f{x  +  im  cos  d)  d^.       (6) 

0  0 

Dies  ist  bemerkenswert,  indem  der  Wert  von  (p  im  Falle  der 
Symmetrie  um  die  x- Achse  durch  seine  Werte  f(x)  in  den  Punkten 
dieser  Achse  ausgedrückt  wird.^)  Es  kann  übrigens  vermittels  des 
Satzes  in  §  38  gezeigt  werden,  daß  die  Form  von  (p  in  einem  solchen 
Falle  durch  die  Werte  auf  einer  endlichen  Strecke  dieser  Achse  völlig 
bestimmt  ist.^) 

Als  spezielle  Fälle  haben  wir  die  Funktionen 


:t 


^  /  (rr  +  iüj  cos  #')''d^,      ~  f  (x  +  ii^  cos  #•)-«-!  rf^. 


V 


wo  angenommen  ist,  daß  n  eine  ganze  Zahl  ist.  Da  diese  Ausdrücke 
auf  der  Einheitskugel  endliche,  räumliche  Eugelfunktionen  sind,  und 
da  sie  für  o)  =  0  sich  auf  r^  und  r"**"^  reduzieren,  so  müssen  sie  mit 
Pn{(i)r^  bzw.  Prt(/t)r~*~^  gleichwertig  sein.  Wir  erhalten  also  die 
Formeln: 

Pn  (/t)  =    i-  j    I  /t  +  iV(i^  11*)'C0B~»  }  "  rfd,  (7) 

0 

n 

die  ursprünglich  von  Laplace*)  bzw.  Jacobi*)  stammen. 

§  90.  Als  eine  erste  Anwendung  dieser  Theorie  wollen  wir  an- 
nehmen, daß  willkürlich  verteilte  impulsive  Drucke  auf  die  Oberfläche 
einer  kugelförmigen  Flüssigkeitsmasse  wirken,  welche  ursprünglich  in 
Ruhe  ist.  Das  kommt  auf  dasselbe  hinaus,  als  wenn  wir  willkürliche 
Werte  von  (p  auf  der  Oberfläche  vorschreiben;  seine  Werte  im  Innern 
sind  dann  nach  §  40  bestimmt.  Um  diese  zu  finden,  wollen  wir  an- 
nehmen, daß  die  für  die  Oberfläche  gegebenen  Werte  nach  dem  in 

1)  Whittaker,  Modem  Änalysis,  Kap.  XIII. 

2)  Whittaker,  S.  821. 

3)  Thomson  und  Tait,  §  498. 

4)  M^c.  Ce'l,  11.  Buch,  Kap.  IL 

6)  Crelks  Journ.,  26,  1848.   {Ges,  Werke,  Berlin  1881,  .  .  .,  Bd.  VI,  S.  148). 
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§  88  angeführten  Satze  durch  eine  Reihe  von  Kugelflächenfanktionen 
ganzzahliger  Ordnung  gegeben  sind,  somit 

<jP  «  So  +  Si  +  S,  +  .  •  .  +  Ä  +  • . . .  (1) 

Der  gesuchte  Ausdruck  ist  dann 

9  -  5^0  +  {-  S,  +  J  S,  +  •  •  •  +  ;"  S.  +  .  •  • ,  (2) 

denn  dieser  erfüllt  die  Gleichung  A9?  =  0  und  nimmt  die  vorge- 
schriebene Form  (1)  an,  wenn  r  ^  a,  nämlich  gleich  dem  Radius 
der  Kugel  ist. 

Die  entsprechende  Lösung  för  den  Fall  vorgeschriebener  Werte 
von  (p  auf  der  Oberfläche  einer  sphärischen  Höhlung,  die  sich  in  einer 
unbegrenzten,  ursprünglich  ruhenden  Flüssigkeit  befindet,  ist  offenbar 

9-7-So+;!'Si+"Js,  +  --+^S«  +  ----  (3) 

Vereinigen  wir  diese  beiden  Resultate,  so  erhalten  wir  den  Fall 
einer  unbegrenzten  Flüssigkeit,  deren  Zusammenhang  durch  eine  un- 
endlich dünne  leere  Schicht  von  Kugelform  unterbrochen  ist,  inner- 
halb deren  ein  willkürlicher  impulsiver  Druck  wirkt.  Die  Werte  (2) 
und  (3)  von  9  sind  natürlich  an  der  Fläche  stetig,  aber  die  Werte 
der  Normalkomponente  der  Geschwindigkeit  sind  unstetig;  wir  haben 
nämlich  für  den  inneren  Raum: 

und  für  den  äußeren  Raum: 

ff--2("+i)'-- 

Die  Bewegimg,  gleichviel  ob  innerhalb  oder  außerhalb,  ist  des- 
halb so  beschaffen,  als  wenn  sie  von  einer  Verteilung  einfacher 
Quellen  mit  der  Oberflächendichte 

auf  der  Kugel  herrührte;  siehe  §  58. 

§  91.  Wir  wollen  zweitens  annehmen,  daß  anstatt  des  impulsiven 
Druckes  die  Normalkomponente  der  Geschwindigkeit  auf  der  Kugel 
vorgeschrieben  ist,  somit: 

|j  =  S,  +  53  +  ...  +  S,-f..-,  (1) 

WO  das  Glied  nullter  Ordnung  notwendig  fehlt,  da 

jf)'|f  .lu  =  0  (2) 

wegen  der  Konstanz  des  Volumens  der  eingeschlossenen  Flüssigkeit 
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Der  Wert  von  qp  für  den  inneren  Raum  besitzt  die  Form: 

g>^Ä,rS,  +  A^r'S,  +  '"+Ä^r-S„  +  '",  (3) 

denn  dies  ist  endlich  und  stetig,  erfQllt  die  Gleichung  Aqp^O,  und 
die  Konstanten  können  so  bestimmt  werden,  daß  ^  den  gegebenen 
Wert  (1)  auf  der  Oberfläche  annimmt;  wir  haben  nämlich: 

w^^a»-^=-  1. 
Die  gesuchte  Lösung  ist  deshalb: 

Die  entsprechende  Lösung  für  den  äußeren  Baum  wird  in  gleicher 
Weise  gefunden,  nämlich: 

Die  beiden  Lösungen  zusammen  geben  die  Bewegung  in  einer 
unbegrenzten  Flüssigkeit,  welche  durch  eine  dünne  kugelförmige 
Membran  in  zwei  Teile  geteilt  ist,  wenn  eine  vorgeschriebene  Normal- 
geschwindigkeit jedem  Punkte  der  Membran  zugeteilt  wird,  welche 
jedoch  der  Bedingung  (2)  unterliegt. 

Der  Wert  von  g>  geht  von  a^  —^  auf  —  a^  ~^T  über,  wenn 

wir  die  Membran  kreuzen,  sodaß  die  tangentiale  Komponente  jetzt 
unstetig  ist.  Die  Bewegung  innen  und  außen  ist  so  beschaffen,  als 
wenn  sie  von  einer  Doppelschicht  der  Dichte: 

herrührte;  vergl.  §  58. 

Die  kinetische  Energie  der  inneren  Flüssigkeit  ist  durch  die 
Formel  (4)  des  §  44  gegeben,  nämlich: 

wo  die  Teile  des  Integrals,  welche  Produkte  von  Kugelflächenfunk- 
tionen verschiedener  Ordnungen  enthalten,  infolge  der  Orthogonalität 
(§  87)  verschwinden. 

Für  die  äußere  Flüssigkeit  haben  wir 

2r  =  -  pjfyVlf  äS^,a^;2-^lJfsjdü>.  (8) 

§  92.  Ein  besonderer,  aber  sehr  wichtiger  Fall  des  Problems 
des  vorangehenden  Paragraphen  ist  derjenige  der  Bewegung  einer 
festen  Kugel  in  einer  unbegrenzten  Flüssigkeit,  welche  im  Unend- 
lichen ruht.    Wenn  wir  den  Koordinatenanfangspunkt  im  Zentrum  der 
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Kugel  und  die  a;-Achse  in  der  Bewegungsrichtimg  annehmen,  so  ist 
die  Normalkomponente  der  Geschwindigkeit  an  der  Oberfläche: 

^^  TT  /l 

—  =  c/ cos  0, 

wo  U  die   Geschwindigkeit   des  Mittelpunktes   ist     Daher   sind    die 
Bedingungen  für  die  Bestimmung  von  (p  folgende: 

1.  Es  muß  überall  A9  =»  0  sein. 

2.  Die  Ableitungen  von  (p  nach  den  Koordinaten  müssen  im  Un- 
endlichen verschwinden. 

3.  An  der  Oberfläche  der  Kugel  (r  =  a)  soll 

-^gf  =  frcos0  (1) 

sein.  Dies  weist  sogleich  auf  die  ein&che  Kugelfunktion  der  ersten 
Ordnung  hin;  wir  nehmen  darum  an,  daß 

A   d    1  4  cos  6 

Die  Bedingung  (1)  gibt 

und  die  gesuchte  Lösung  lautet  folgendermaßen^): 

9  =  ^CT  ^.' cos  ö.  (2) 

Aus  dem  Vergleich  mit  §  56  (4)  ergibt  sich,  daß  die  Flüssigkeits- 
bewegung die  nämliche  ist,  die  von  einer  Doppelquelle  der  Starke 
2nUa^  hervorgebracht  würde,  die  im  Mittelpunkt  der  Kugel  liegt. 
Bezüglich  der  Formen  der  Stromlinien  siehe  die  Figur  in  §  96. 

Um  die  Energie  der  Flüssigkeitsbewegung  zu  finden,  haben  wir: 

2T  =  -  ()  fj<p  ^^dS  =  ^QaTpj  cos» O'lna  sin ö  ■  adO 

=  ^%Qa'U'  =  M'U\  (3) 

wenn  M'  =  ^nQa^.  Es  ergibt  sich  gerade  wie  in  §  68,  daß  die 
Wirkung  des  Flüssigkeitsdruckes  lediglich  eine  Vermehrung  der  Träg- 
heit des  festen  Körpers  bedingt,  wobei  die  Zunahme  jetzt  gleich  der 
halben  Masse  der  verdrängten  Flüssigkeit  ist.^) 


1)  Stokes,  „On  some  cases  of  Fluid  Motion",  Comb.  Trans. ,  8,  1843 
(Math,  and  Phys.  Papers  I,  S.  17). 

Dirichlet,  „Über  die  Bewegung  eines  festen  Körpers  in  einem  inkompressibeln 
flüssigen  Medium",  Berl  Monatsber.  1852  (Werke,  Berlin  1889—97,  Bd.  II,  S.  116). 

2)  Stokes,  /.  c.  Das  Ergebnis  war  schon  auf  andere  Weise  von  Green  unter 
der  Annahme  unendlich  kleiner  Geschwindigkeiten  erhalten  worden:  „On  the 
Vibration  of  Pendulums  in  Fluid  Media",  Edinb.  Trans.  1883  (Math.  Papers,  S.  316). 
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Im  Falle  geradliniger  Bewegung  der  Kugel,  und  falls  keine 
äußeren  Kräfte  auf  die  Flüssigkeit  wirken,  ist  der  resultierende  Druck 
irleicli  einer  Kraft  ,„ 

-^'f  (4) 

in  der  Bewegungsrichtung;  er  verschwindet  also,  wenn  U  konstant  ist. 
Wenn  daher  die  Kugel  in  Bewegung  gesetzt  und  sich  selbst  über- 
lassen wird,  so  wird  sie  beständig  in  gerader  Linie  mit  konstanter 
Geschwindigkeit  fortschreiten. 

Das  Verhalten  eines  Körpers,  der  sich  in  einer  wirklichen  Flüssig- 
keit bewegt,  ist  natürlich  ganz  anders;  es  ist  nötig,  daß  beständig 
eine  Kraft  wirkt,  um  die  Bewegung  zu  erhalten,  und  wenn  diese 
nicht  vorhanden  ist,  kommt  der  Körper  allmählich  zur  Ruhe.  Es 
muß  jedoch  zu  diesem  Vergleiche  bemerkt  werden,  daß  in  einer  voll- 
kommenen Flüssigkeit  überhaupt  keine  Dissipation  der  Energie  statt- 
findet, und  daß  femer,  wenn  die  Flüssigkeit  inkompressibel  ist,  der 
feste  Körper  seine  kinetische  Energie  nicht  durch  Übertragung  auf 
die  Flüssigkeit  verlieren  kann,  da  die  Flüssigkeitsbewegung,  wie  wir 
in  Kap.  III  gesehen  haben,  völlig  durch  die  Bewegung  des  Körpers 
bestimmt  ist  und  deshalb  zugleich  mit  ihr  aufhört. 

Wenn  wir  die  vorstehenden  Ergebnisse  durch  direkte  Rechnung 
aus  der  Formel  ^ 

l-  =  %-  i9«  +  F(t)  (5) 

erhalten  wollen,  so  müssen  wir  uns  erinnern,  daß,  wie  in  §  68,  der 
Ursprungspunkt  sich  in  Bewegung  befindet,  und  daß  die  Werte  von  r 
und  0  für  einen  bestimmten  Punkt  des  Raumes  deshalb  mit  de):  Ge- 
schwindigkeit —  U  cos  0  bzw.  —  sin  ö  wachsen.  Auf  diese  Weise  finden 

wir  für  r  ==  a: 

,     dU 

Die  letzten  drei  Glieder  sind  für  Flächenelemente  in  den  Lagen  0  und 
jr  —  ö  die  gleichen;  darum  werden  für  konstantes  U  die  Drucke  auf 
die  verschiedenen  Elemente  der  vorderen  Halbkugel  durch  gleiche 
Drucke  auf  die  entsprechenden  Elemente  der  hinteren  Halbkugel 
ausgeglichen.  Aber  wenn  die  Bewegung  der  Kugel  beschleunigt 
wird,  findet  eine  Vermehrung  des  Druckes  an  der  vorderen,  und  eine 
Verminderung  an  der  hinteren  Halbkugel  statt.  Das  umgekehrte  gilt, 
wenn  die  Bewegung  verzögert  ist.  Die  resultierende  Wirkung  in  der 
Bewegungsrichtung  ist 


f^ia  ^^^  cos  0  +  ^CT*  cos  2  0  --  f^CJ«  +  F{t\  (6) 


—  I  2  7ca  sin  0  '  adO  •  p  cos  0  =  —  ^xga 


dt 

0 

wie  vorher. 
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§  93.  Dasselbe  Verfahren  kann  angewendet  werden,  um  die 
Bewegung  zu  finden,  die  in  einer  Flüssigkeit  erzeugt  wird,  welche 
zwischen  einer  starren  Kugel  und  einer  festen  konzentrischen  Kugel- 
fläche  eingeschlossen  ist,  wenn  die  Kugel  sich  mit  einer  gegebenen 
Geschwindigkeit  U  bewegt. 

Wenn  das  Zentrum  der  Kugel  als  Koordinatenanfangspunkt  ge- 
nommen wird,  so  ist  klar,  daß  räumliche  Kugelfunktionen  sowohl  von 
positivem  wie  von  negativem  Grade  vorkommen  können,  da  der  von 
Flüssigkeit  erfüllte  Raum  sowohl  innen  wie  außen  begrenzt  ist;  beide 
Arten  sind  in  der  Tat  nötig,  um  die  Gh-enzbedingungen  zu  erfüllen, 
welche  « 

-^/=.f7cos0 

dr 

für  r  ^  a,  gleich  dem  Radius  der  Kugel,  und 

dr 

für  r  =^b,  gleich  dem  Radius  der  äußeren  Grenzfläche,  lauten,  wo  die 
ir-Achse  wie  vorher  in  der  Bewegungsrichtung  liegen  soll. 
Wir  nehmen  deshalb  an,  daß 

g>  =  (Ar  +  J)  cos  Ö;  (1) 

dann  geben  die  fraglichen  Bedingungen: 

folglich: 

•  (2) 

Die  kinetische  Energie  der  Flüssigkeit  ist  durch 

gegeben,  wo  die  Integration  über  die  innere  Kugelfläche  zu  erstrecken 

dr 


ist,  da  an  der  äußeren  ^  =  0  ist.    Wir  finden  also : 


2T==^n^-^±^Qa'lP.  (3) 

Es  folgt,  daß  die  scheinbare  Vermehrung  der  Trägheit  der  Kugel  jetzt  ^) 

•^^I^^s-Pa'  (4) 


1)  Stokes,  /.  c,  S.  143. 
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ist.  Wenn  b  von  oo  bis  a  abnimmt,  wächst  dies  stetig  von  ^ütga^ 
bis  zu  oo^  in  Übereinstimmung  mit  Lord  Kelvins  Minimumsatz  (§  46). 
Mit  anderen  Worten:  die  Einführung  einer  starren  kugelförmigen 
Scheidewand  in  das  Problem  des  §  92  wirkt  wie  eine  erzwungene  Ver- 
mehrung der  kinetischen  Energie  für  irgend  eine  beliebige  Geschwindig- 
keit der  Kugel,  und  somit  dem  Wesen  nach  wie  eine  Vermehrung  der 
Trägheit  des  Systems. 

§  94.  In  allen  Fallen,  wo  die  Bewegung  einer  Flüssigkeit  in 
«iner  Reihe  von  Ebenen  stattfindet,  die  durch  dieselbe  Linie  gehen, 
und  in  jeder  solchen  Ebene  die  gleiche  ist,  existiert  eine  Strom- 
funktion, die  in  einigen  ihrer  Eigenschaften  der  zweidimensionalen 
Stromfunktion  des  vorigen  Kapitels  entspricht  Wenn  wir  in  irgend 
einer  Ebene,  die  durch  die  Symmetrieachse  geht,  zwei  Punkte  Ä  und  P 
nehmen,  von  denen  Ä  willkürlich,  aber  fest,  P  hingegen  variabel  ist, 
und  die  Ringfläche  betrachten,  welche  von  der  Linie  ÄP  erzeugt 
wird,  so  ist  klar,  daß  der  Fluß  durch  diese  Fläche  eine  Funktion 
der  Lage  von  P  ist.  Bezeichnen  wir  diese  Funktion  mit  2yttlf,  und 
nehmen  wir  die  ä;-Achse  als  Symmetrieachse,  so  können  wir  sagen, 
•daß  ^  eine  Funktion  von  x  und  Vi  ist,  wo  x  die  Abszisse   von  P, 

und  ©  =»  )/y'  -}-  z^  dessen  Abstand  von  der  Achse  ist.  Die  Kurven 
^  =  konst.  sind  offenbar  Stromlinien. 

Wenn  P*  ein  Punkt  in  unendlicher  Nahe  von  P  auf  einer  Meridian- 
«bene  ist,  so  folgt  aus  der  obigen  Definition,  daß  die  Komponente  der 
Oeschwindigkeit  senkrecht  zu  PP'  gleich 

ist.  Wenn  wir  also  PP'  erstens  parallel  zu  S>  und  dann  parallel 
zu  X  nehmen,  so  ist: 

Gi  dx  ' 

wo  u  und  V  die  Geschwindigkeitskomponenten  in  den  Richtungen 
von  X  bzw.  ^  sind,  und  die  Festsetzung  des  Vorzeichens  analog  der- 
jenigen des  §  59  geschehen  ist. 

Die  kinematischen  Beziehungen  können  wiederum  aus  der  Form 
geschlossen  werden,  welche  die  Kontinuitätsgleichung  in  dem  vor- 
liegenden Falle  annimmt.  Wenn  wir  zum  Ausdruck  bringen  wollen, 
•daß  der  gesamte  Fluß  in  den  ringförmigen  Raum,  der  durch  die 
Umdrehung  eines  rechtwinkligen  Flächenelementes  dxdoj  erzeugt  wird, 
•0  ist,  so  finden  wir: 

L»mb,  HjdrodTnamik.  10 
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^  (m  •  2nm8m)öx  +  ^  (v  •  2itmdx)äds  —  0, 
oder 

r.  (^«)  +  Ä  (^")  =  ö'  (2) 

was  zeigt,  daß 

oJv-  da:  —  cJtt  •  rfar 

ein  Yollständiges  Differential  ist.     Bezeichnen  wir  dies  durch  d^,  so 
erhalten  wir  die  Gleichungen  (1).^) 

Bis  hierher  wurde  nicht  angenommen,  dafi  die  Bewegung  wirbel- 
los sei;  die  Bedingung,  daß  sie  es  ist,  würde  so  lauten: 

dv       ^"^0 
dx       do         ' 
was  zu  der  Gleichung 

fahrt.      Die    Differentialgleichung    für   q>    ergibt    sich,    wenn    man: 
schreibt: 

dtp 
also: 


«  =  -ao' 


fV  +  gp+^ll^o.  (4> 

Hieraus  geht  hervor,  daß  die  FunktioDen  (p  und  ^  jetzt  nicht  (wie- 
sie  es  in  §  62  waren)  vertauschbar  sind.  Sie  haben  sogar  verschiedene^ 
Dimensionen. 

Die  kinetische  Energie  einer  Flüssigkeit,  die  in  einem  von  Um- 
drehungsflächen um  die  Achse  begrenzten  Räume  enthalten  ist,, 
wird  durch 

2T=-,ff4läS    ] 

=  2;r()  /  (pdtif 
gegeben,  wo  ^5  ein  Element  des  Querschnittes  ist,  den  eine  Meridian- 

1)  Die  Stromfanktion  für  den  Fall,  daß  Symmetrie  um  eine  Achse  henscht,. 
wnrde  auf  diese  Weise  von  Stokes  eingeführt:  ,,0n  the  Steady  Motion  of  Incom- 
pressible  Fluids",  Camb.  Trans.,  7,  1842  {Math,  and  Phys.  Papers  I,  S.  1).  Die- 
analytische  Theorie  ist  sehr  ausführlich  von  Sampson  behandelt  worden:  „Oib 
Stokes'  Current-Function",  Phü.  Trans.  (A),  182,  1891. 


(5). 
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ebene  mit  den  Grenzfläclien  bildet,  und  die  Integration  sich  über  die 
yerschiedenen  TeUe  des  Querschnittes  in  den  passenden  Richtungen 
erstreckt    Vergl.  Gleichung  (2)  des  §  61. 

§  95.  Das  Geschwindigkeitspotential,  das  von  einer  punkt- 
förmigen Quelle  im  Ursprungspunkt  herrührt,  hat  die  Form 

9-\-  (1) 

Der  Fluß  durch  irgend  eine  geschlossene  Kurve  ist  in  diesem  Falle 
dem  räumlichen  Gesichtswinkel  gleich,  unter  welchem  die  Kurve  im 
Ursprungspunkt  erscheint.  Für  einen  E^reis,  dessen  Achse  Ox  ist,  und 
dessen  Radius  unter  einem  Winkel  0  in  0  erscheint,  haben  wir  somit 
unter  Berücksichtigung  des  Vorzeichens 

2  Ä^  =  —  2  Ä  (1  —  cos  ö). 
Lassen  wir  das  konstante  Glied  weg,  so  haben  wir: 

Die  Lösungen,  welche  einer  Anzahl  einfsK^her,  in  verschiedenen 
Punkten  der  a;-Achse  gelegener  Quellen  entsprechen,  können  offenbar 
superponiert  werden;  da  also  für  eine  Doppelquelle 

dl  C08Ö  .Q\ 

"P^-Wx-^-^^r,  (3) 

so  haben  wir: 

a*r  o*  8in*ö  ,.. 

Und  allgemein  entspricht  der  einfachen  Kugelfunktion  vom  Grade 
—  n  —  1,  d.  h. 

die  Lösimg  ^) 

Eine  allgemeinere  Formel,  die  sich  auf  Kugelfunktionen  be- 
liebigen Grades,  ganzzahlig  oder  nicht,  bezieht,  wird  folgender- 
maßen erhalten.  Gebrauchen  wir  Polarkoordinaten  r,  0,  so  werden  die 
Geschwindigkeiiskomponenten  längs  r  und  senkrecht  zu  r  in  der 
Meridianebene  gefunden,  wenn  man  das  Linienelement  PP'  des  §  94 
nacheinander  mit  rdO  bzw.  dr  zusammenfallen  läßt;  sie  lauten  nämlich: 

1       djp_  1      d'^p  /«N 

rBmerdß'     rsmÖ  "^  *  ^^ 

1)  Stefan,  „über  die  Kraftlinien  eines  um  eine  Achse  symmetrischen  Felded^' 
Wied.  Änju,  17,  1882. 

10* 
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Daher  haben  wir  im  FaUe  wirbelfreier  Bewegung: 

Wenn  daher 

V  =-  »-S«,  (9) 

WO  S^  eine  einfache  Kugelfünktion  von  der  Ordnung  n  ist,  so  haben 
wir,  £Edl8  wir  fi  =»  cos  0  setzen, 

Die  letztere  Gleichung  gibt: 

was  notwendig  auch  der  ersteren  genügen  muß;  dies  läßt  sich  mit 
Hilfe  Yon  Gleichung  (1)  des  §  84  leicht  nachweisen. 

Wir   haben   also   im  Falle   der   einfachen  Kugelfunktion  P^  als 
entsprechende  Werte: 

-,-i.'-"a-.")tl  '"* 

und 


r„^-lr-''(l-^»)^^ 


(12) 


WO  die  letzteren  Ausdrücke  den  Gleichungen  (5)  und  (6)  äquivalent 
sein  müssen.  Ähnliche  Beziehungen  gelten  natürlich  auch  hinsichtlich 
der  einfachen  Kugelfunktion  zweiter  Art,  Q^, 

§  96.  Wir  sahen  in  §  92,  daß  man  sich  die  Bewegung,  die  von 
einer  festen  Kugel  in  einer  unbegrenzten  Flüssigkeit  erzeugt  wird, 
durch  eine  Doppelquelle  im  Zentrum  hervorgebracht  denken  kann. 
Vergleichen  wir  die  dort  gegebenen  Formeln  mit  der  Gleichung  (4) 
des  §  95,  so  folgt^  daß  die  Stromfunktion,  die  von  der  Kugel  herrührt, 

t^^iUysin'e  (1) 

lautet. 

Die  Formen  der  Stromlinien,  welche  einer  Anzahl  äquidistanter 
Werte  von  ^  entsprechen,  sind  in  der  folgenden  Figur  gezeichnet. 
Die  relativen  Stromlinien  in  Bezug  auf  die  Kugel  werden  in  der  Figur 
am  Ende  des  Kap.  YU  dargestellt. 
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Die  Stromfdnktion  wiederum  ^  welche  von  zwei  Doppelquellen 
herrührt,  die  ihre  Achsen  in  entgegengesetzter  Richtnng  längs  der 
a;-Achse  haben,  hat  die 
Form 


t 


wo  rj  und  r,  die  Entfer- 
nungen des  betreffenden 
Punktes  von  den  beiden 
Quellen  P^  und  P^  be- 
zeichnen. An  den  Strom- 
linien ^-"0  haben  wir 
entweder  cJ  =  0  oder 


^-(b) 


Letztere  Gleichung  defi- 
niert eine  Engel,  bezüg- 
lich deren  P^  und  P, 
harmonische  Pole  sind. 
Wenn  0  der  Mittelpunkt 
dieser  Kugel  und  a  ihr 
Radius  ist,  so  finden  wir: 


Ä 
B 


__  OP^ 


a' 


a' 


OP^^ 


(3) 


Diese  Kugel  kann  als  eine  feste  Grenze  der  Flüssigkeit  auf  jeder 
Seite  genommen  werden,  und  wir  erhalten  hierdurch  die  Bewegung, 
die  von  einer  Doppelquelle  (oder  von  einer  unendlich  kleinen  Kugel, 
die  sich  längs  Ox  bewegt)  in  Gegenwart  einer  festen  kugelförmigen 
Begrenzung  herrührt.  Die  Störung  der  Stromlinien  an  der  festen 
Kugel  ist  so,  als  wenn  sie  von  einer  Doppelquelle  mit  dem  entgegen- 
gesetzten Vorzeichen  herrührte,  die  sich  in  dem  betreffenden  har- 
monischen Punkte  befindet,  wobei  das  Verhältnis  der  Stärken  durch 
Gleichung  (3)  gegeben  ist.^)  Die  gedachte  Doppelquelle  kann  als  das 
,yBüd"  der  ursprünglichen  angesehen  werden. 

§  97.     Rankine')  hat   eine   ähnliche  Methode  wie   in  §  71   ge- 
brauchty  um  Formen  you  Umdrehungskörpem  au&ufinden,  welche  bei 


1)  Dieses  Resultat  stammt  von  Stokes:  „On  the  Resistance  of  a  Fluid  to  two 
Oscillating  Spheres'S  Brü.  Ass.  Eeport,  1847  (Math,  and  Phys.  Papers  l,  S.  280). 

2)  ,,0n  the  Mathematical  Theoiy  of  Stream- Lines,  especiallj  those  with 
Four  Foci  and  upwardB»*,  Phil.  Trans.,  1871,  S.  267. 
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Bewegung  parallel  zu  ihren  Achsen  in  der  umgebenden  Flüssigkeit 
eine  beliebige  Art  wirbelfreier  Bewegung  erzeugen  würden^  die  den 
Bedingungen  der  Symmetrie  unterliegt. 

Ist  U  die  Geschwindigkeit  des  festen  Körpers,  und  bezeichnet  ös 
ein  Element   des  Meridians,   so   ist  die  Normalkomponente  der  Ge- 

seh  windigkeit  in   einem   Punkte   der  Oberflache  ü  -^y  und  diejenige 

der  berührenden  Flüssigkeit  wird  durch 

6)  da 

gegeben.  Setzen  wir  diese  Werte  einander  gleich  und  integrieren 
wir  längs  des  Meridians,  so  haben  wir: 

^  =»  —  ^Um^  +  konst.  (1) 

Wenn  wir  hier  einen  beliebigen  Wert  von  ^  einsetzen,  welcher  der 
Gleichung  (3)  des  §  94  genügt,  so  erhalten  wir  die  Gleichung  der 
Meridiankurven  einer  Reihe  von  festen  Körpern,  deren  jeder  bei  seiner 
Bewegung  parallel  zur  a;-Achse  das  gegebene  System  der  Stromlinien 
erzeugen  würde. 

Auf  diese  Weise  können  wir  leicht  die  eben  erhaltene  Lösung 
für  die  Kugel  bestätigen;  wenn  wir  nämlich 

t-^  (2) 

setzen,  so  finden  wir,  daß  Gleichung  (1)  für  r  ^  a  erfüllt  ist,  voraus- 
gesetzt, daß 

A^-  iUa^,  (3) 

was  mit  der  Gleichung  (1)  des  §  96  übereinstimmt. 

§  98.  Die  Bewegung  einer  Flüssigkeit,  die  von  zwei  Kugel- 
flächen  begrenzt  wird,  kann  in  gewissen  Fällen  durch  allmäUiche 
Annäherungen  gefunden  werden.  Für  zwei  starre  Kugeln,  welche  sich 
in  ihrer  Zentralen  bewegen,  wird  die  Lösung  durch  den  Satz  wesent- 
lich erleichtert,  der  am  Ende  von  §  96  über  das  Bild  einer  Doppel- 
quelle in  einer  festen  Kugel  aufgestellt  wurde. 

Es  seien  a  und  b  die  Radien  und  c  der  Abstand  der  Mittel- 
punkte Ä  und  B,  Es  sei  U  die  Geschwindigkeit  von  A  gegen  B, 
U'  diejenige  von  B  nach  A  zu.    Ist  femer  P  irgend  ein  Punkt,  so  sei 

ÄP  ^r,  BP^  r,  PAB  =  0,  PBA  =  0'. 

Das  Geschwindigkeitspotential  wird  die  folgende  Form  haben: 

U<p  +  U'q>',  (1) 
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wo  die  Funktionen  (p  und  (p'  durch  die  Bedingungen  zu  bestimmen 
fiind,  daß 

^'P'^]  (2) 

und     A«p'=0  j  ^  ' 

in  der  ganzen  Flüssigkeit  gilt,  daB  ihre  Ableitungen  nach  den 
Koordinaten  im  Unendlichen  verschwinden,  und  daß 

|?  =  -cose>,    ^'  =  0  (3) 

auf  der  ganzen  Oberfläche  der  Kugel  Ä,  während 

|?',  =  0,    ^:  =  -cosö'  (4) 

auf  der  ganzen  Oberfläche  der  Kugel  B.  Es  ist  klar,  daß  q>  der  Wert 
des  Geschwindigkeitspotentials  ist;  wenn  Ä  mit  der  Geschwind^keit  1 
«ich  gegen  B  bewegt,  während  B  in  Ruhe  ist;  analog  ftlr  q)\ 

Um  (p  zu  finden,  beachten  wir,  daß  bei  Abwesenheit  von  B  die 
^Bewegung  der  Flüssigkeit  so  beschaffen  wäre,  als  ob  sie  von  einer 
bestimmten  DoppelqueUe  in 
Ä  herrührte,  deren  Achse  die 
Richtung  AB  hat.  Der  Satz 
•des  §  96  zeigt,  daß  wir  die  Be- 
dingung für  das  Verschwin- 
den der  normalen  Geschwin- 
digkeitskomponente auf  der 
Oberfläche  von  B  erfüllen 
können,     wenn     wir     eine 

Doppelquelle  einführen,  d.  h.  das  Bild  derjenigen  in  Ä  auf  der  Kugel  B. 
Dieses  Bild  liegt  im  Punkte  H^,  dem  harmonischen  Pole  von  A 
in  Bezug   auf  die  Kugel  B\   die  Achse  derselben   fällt  mit  AB  zu- 

flammen  und  ihre  Stärke  ist  —  ft^  -j^,  wo  /t^  die  Stärke  der  Ursprung- 

liehen  Quelle  in  A  ist,  nämlich: 

Die  Bewegung,  welche  von  den  beiden  Quellen  in  A  und  H^  ver- 
ursacht wird,  verletzt  jedoch  die  Bedingung,  der  sie  an  der  Oberfläche 
der  Kugel  A  genügen  muß.  Um  die  Normalkomponente  der  von 
JS^  herrührenden  Geschwindigkeit  zu  kompensieren,  müssen  wir  im 
Punkte  jE^  eine  Doppelquelle  anbringen,  welche  das  Bild  von  H^  in 
der  Kugel  A  ist.  Diese  verursacht  eine  von  0  verschiedene  Normal- 
komponente der  Geschwindigkeit  an  der  Oberfläche  von  B,  welche  kom- 
pensiert werden  kann,  wenn  man  das  Bild  von  H^  in  B  hinzufügt,  usw 
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Wenn  f^,  f4;  fis,  *  *  -  die  Ergiebigkeiten  der  anfeinanderfolgendeD 
Quellen  bedeuten  und  f^j  /*,,  f^,  •  •  •  ihre  Entfernungen  von  A^  so 
haben  wir: 


(»4   _             »' 

IS             /i* 

f*  ~      (c-Z-J" 

ft                    /■»' 

(5) 


usf.,  wobei  die  Gesetzmäßigkeit  zu  Tage  tritt.  Die  Quellen  nehmen 
standig  an  Intensität  ab,  und  zwar  sehr  schnell,  wenn  der  Radius  jeder 
Kugel  im  Vergleich  zur  kürzesten  Entfernung  zwischen  den  beiden 
Flächen  klein  ist. 

Die  Formel  für  die  kinetische  Enei^e  lautet: 

Yorausgesetzt,  daß 


,  (7) 


WO  die  Indizes  anzeigen,  über  welche  Kugel  die  Integration  zu  ei^ 
strecken  ist.  Die  Gleichheit  der  beiden  Ausdrücke  für  M  folgt  aus 
dem  öreenschen  Satze  (§  44). 

Der  Wert  von  (p  in  der  Nähe  der  Oberfläche  von  A  kann  sofort 
aus  den  Resultaten  (7)  und  (8)  des  §  85  entnommen  werden;  wir 
haben  nämlich: 

4^9  -  (/io  +  f*«  + /t,  +  .-0  7«^  -  2  (^\  + -^,  +  ...)rcos0  +  ...,  (8^ 

wo  die  übrigen  Glieder,  die  aus  einfachen  Kugelfunktionen  höherer 
Ordnung  bestehen,  weggelassen  sind,  weil  sie  bei  der  folgenden  In- 
tegration über  die  Fläche  infolge  der  orthogonalen  Eigenschaft  (§  87) 
verschwinden.     Setzen  wir 

^  =  —  cos  6, 
so  finden  wir  deshalb  vermittels  Gleichung  (5): 
i=ic(ft>+3f*,+3^,+-)=-§««.a»(l  +  3^^;+33^^,|^^,+-).(9) 

Es  ergibt  sich,  daß  die  Trägheit  der  Kugel  A  in  allen  Fällen  durch 
das  Vorhandensein  der  festen  Kugel  B  vermehrt  wird.    Vergl.  §  93* 
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Der  Wert   ron  N   kann    sogleich    info^e   der   Symmetrie    hin- 
geschrieben werden,  er  lautet  nämlich: 

i^=|«^6»(l  +  3^4^.  +  3^,^^^.-^-..  +  ...),         (10) 


wo 


6*  ^ 


fa=c- 


f'=e--       f'=- 


(11) 


USW. 


Um  M  zu  berechnen^  haben  wir  den  Wert  von  9'  in  der  Nähe 
der  Eugelfläche  A  nötig.  Dieser  wird  durch  die  Doppelquellen 
H,  fh>  Ih',  fh',  -in  den  Entfemangen  c,  c  -  /i',  c  -  U,  c-f^,--- 
von  A  bestimmt,  wo  ftQ'=  —  2ä6'  und 


f*4 


.8  ; 


Ü 
4 

ft 


a' 


a' 


fa 


iL 


(12) 


usw.     Dies  gibt  fOr  Punkte  nahe  an  der  Oberfläche  von  A: 

4«9'=0ti'+<*,'+P5'+  •••)^-2(^'+(r%.+(e-^>;)?+  -)  »-0080+ ...  (13) 
Folglich: 

=  2«?  — .-  j  1 + /^<.(,  _  f^y  +  -f^f,'»ic-f;y(c-7:y  + ' '  T  (^^> 

Wenn   die  Verhältnisse  —  und  —   beide   klein   sind,    so   haben   wir 

c  c  ' 

naherungs  weise  ^) : 


ShS^ 


L  =  i«(.a»  (l  +  3  i;  )  • 


N=^«Qb'{l  + 


Sa'ft» 


)l 


(15) 


Wenn  wir  in  den  vorstehenden  Resultaten  h  =^  a,  ü'  ^  U  setzen, 
so  ist  die  Ebene,  welche  in  der  Mitte  von  AB  senkrecht  steht,  eine 

1)  Bis  zu  diesem  Grade  der  Annäherung  können  die  Resultate  auf  einfachere 
Weise  erhalten  werden,  ohne  die  „Bilder^*  zu  gebrauchen.  Das  Verfahren  würde 
dengenigen  des  nächsten  Paragraphen  ähnlich  sein. 
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Symmetrie-Ebene  und  kann  deshalb  als  feste  Ghrenze  ftir  die  Flüssig- 
keit auf  beiden  Seiten  genommen  werden.  Setzen  wir  also  e  —  2  %> 
so  finden  wir  für  die  kinetische  Energie  einer  Flüssigkeit,  in  der  eine 
Kugel  sich  senkrecht  zu  einer  starren  Ebene  in  einer  Entfernung  h 
von  dieser  bewegt: 

2T  =  |«(»a»(l  +  |;^  +  ...)l7«,  (16) 

ein  Resultat;  das  von  Stokes  stammt. 

§  99.  Wenn  die  Kugeln  sich  rechtwinklig  zur  Richtung  ihrer 
Zentralen  bewegen,  ist  die  Aufgabe  etwas  schwieriger;  wir  wollen  uns 
deshalb  mit  den  ersten  Oraden  der  Annäherung  begnügen,  indem  wir 
betreffs  einer  vollständigeren  Behandlung  auf  die  unten  genannten 
Arbeiten  verweisen. 

Die  Kugeln  sollen  sich  mit  den  Geschwindigkeiten  V  und  V^ 
in  parallelen  Richtimgen  rechtwinklig  zu  AB  bewegen.  Es  seien, 
r,  df  (D  und  r ,  6',  cd'  zwei  Systeme  von  Polarkoordinaten,  welche  ihre 
Ursprungspunkte  in  Ä  bzw.  B  haben,  und  deren  Polarachsen  die 
Richtungen  der  Geschwindigkeiten  V  und  V  haben  mögen.  Das  Ge- 
schwindigkeitspotential wird  die  Form 

haben,  mit  den  Oberflächenbedingungen,  daß 


für  r  =»  a^  und 


dfp 

dr 

— 

— 

C08Ö 

dtp* 
dr 

= 

0 

. 

dtp 
dr 

0 

dtp' 

— 

cosö' 

(1) 


(2) 


für  r  «6. 

Wenn  die  Kugel  B  nicht  vorhanden  wäre,  so  würde  das  Ge- 
schwindigkeitspotential, das  der  Geschwindigkeit  1  der  Kugel  Ä  ent- 
spricht, gleich 

i  ^  cos  0 


sein.    Da  r  cos  ö  =»  r'  cos  ö',  so  wird  der  Wert  hiervon  in  der  Nachbar- 
schaft von  B  näherungsweise 

\-^r  cos  B 


lauten.     Die  hierdurch  an   der  Oberfläche   von  B  bedingte   Normal- 
komponente der  Geschwindigkeit  kann  durch  Addition  des  Ausdruckes 


.  a'6'  cosö' 
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kompensiert   werden;   welcher   in   der  Nachbarschaft   von  Ä   nahezu 
gleich 

wird,    um  wieder  die  Normalkomponente  der  Geschwindigkeit  an  der 
Oberfliiche  von  Ä  zu  korrigieren,  müssen  wir  das  GUed 

.  a*6'  C08Ö 
t  -7«-  -pr 

hinzuf&gen.    Hören  wjr  hier  auf  und  fassen  wir  unsere  Ergebnisse  zu^ 
sammen,  so  haben  wir  auf  der  Oberfläche  von  Ä: 

(p-la(l  +  f^^)co8Ö,  (3) 

und  auf  der  Oberfläche  von  B: 

ip  =  ib.  "^COB  ff.  (4) 

Bezeichnen  wir  mit  P,  Q,  R  die  Koeffizienten  in  dem  Ausdruck 
f&r  die  kinetische  Energie,  nämlich 

2T^pv^  +  2Qrr  +  Rr'\  (5) 

so  haben  wir  also: 


(6) 


Der  Fall  einer  Kugel,  welche  sich  parallel  zu  einer  festen  Ebene 
in  einer  Entfernung  h  bewegt,  wird  erhalten,  wenn  man  6  =  a,  F=-  F', 
c  =  2Ä  setzt  und  den  sich  ergebenden  Wert  von  T  halbiert,  also: 

2T  =  |«po»(l  +  ^,^.-)F'.  (7) 

Dieses  Resultat,  welches  auch  von  Stokes  gegeben  ist,  kann  mit  dem- 
jenigen von  Gleichung  (16)  des  §  98  verglichen  werden.^) 

1)  Betreffs  einer  vollständigeren  mathematischen  Behandlung  des  Problems 
der  Bewegung  zweier  Engeln  verweisen  wir  auf:  W.  M.  Hicks,  „On  the  Motion 
of  two  Spheres  in  a  Fluid'',  Phil  Trans.,  1880,  S  466;  B.  A  Herman,  „On  the 
Motion  of  two  Spheres  in  Fluid'',  Quart,  Jowm.  MaÜi.,  22,  1887;  Basset, 
„On  the  Motion  of  Two  Spheres  in  a  Liquid,  etc.",  Proc.  Lond.  Math.  Soc.,  18, 
S.  869,  1887.  Vergl.  femer:  C.  Neumann,  Hydrodynamische  Untersuchungen, 
Leipzig  1888 ;  Basset,  Hydrodynamics,  Cambridge  1888,  Bd.  I. 
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BesselBohe  Funktionen. 

§  100.    Füliren  wir  die  Zylinder-Koordinaten  x,  ^,  g)  wie  in  §  89 
ein,  so  nimmt  die  Gleichung  Ag)  »  0  folgende  Form  an: 

dx*  "*■  a©"'  "^  o  aa  "^  ©*  da*  *"  ^-  ^^/ 

Dies  kann  durch  direkte  Transformation  erhalten  werden ,  oder  ein- 
facher,  wenn  man  nach  dem  Muster  des  §  83  ausdrückt,  daß  der  ge- 
samte Flufi  durch  die  Begrenzung  eines  Elementes  dx-ddS  -Wdo  Null  ist. 
Wenn  alles  um  die  o;- Achse  symmetrisch  ist,  so  reduziert  sich  die 
Gleichung  auf  die  Form  (4)  des  §  94.   Eine  partikuläre  Lösung  ist  dann 

vorausgesetzt,  daß 

z"(®)  +  ^2'(®)  +  **z(55)-0.  (2) 

Das  ist  die  Differentialgleichung  für  die  „Bessdschen  Funktionen^ 
nuUter  Ordnung.  Deren  yollstandlge  Lösung  besteht  natürlich  in  der 
Summe  zweier  bestimmter  Funktionen  von  dS,  jede  multipliziert  mit 
einer  willkürlichen  Eonstanten.  Diejenige  Lösung,  welche  für  sr »  0 
endlich  ist,  wird  leicht  in  der  Form  einer  ansteigenden  Reihe  gefunden; 
sie  wird  gewöhnlich  durch  CJ^QcVi)  bezeichnet,  wo 

Wir  haben  somit  Lösungen  der  Gleichung  Ag)  =»0  von  der  Form^) 

y=»g±*Vo(AC5)  (4) 

erhalten.  Man  sieht  nach  Gleichung  (1)  des  §  94  leicht  ein,  daß  der 
entsprechende  Wert  der  Stromfunktion 

^  =  :f  S5'g±**J'^'(A:g)r)  (5) 

lautet. 

Die  Formel  (4)  kann  als  ein  besonderer  Fall  der  Gleichung  (6) 
des  §  89  angesehen  werden;  sie  ist  nämlich  mit 


n 


0 


*(*  +  <0C08^)^^  (g^ 


gleichwertig,  da 

J^(g)  =  ^  fcos  (e  cos  %)di&^lj^^^^^^^d%y  (7) 

0  ü 

1)  Abgesehen   von   der   Schreibweise,   sind    diese   Lösungen   bei    Poisson, 
l.  c,  S.  21,  zu  finden. 
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was  leicht  bestätigt  werden  kann^  indem  man  den  Kosinns  entwickelt 
und  gliedweise  integriert. 

Femer  kann  Gleichung  (4)  als  die  Grenzform  betrachtet  werden, 
der  eine  einfache  Engelfnnktion  zustrebt;  wenn  die  Ordnung  (n) 
unendlich  wird,  vorausgesetzt,  daß  gleichzeitig  die  Entfernung  des 
Ursprunges  vom  betrachteten  Punkte  unendlich  groß  gemacht  wird, 
wobei  die  beiden  unendlichen  Großen  einer  gewissen  Beziehung  unter- 
liegen sollen.^) 

Wir  können  also  schreiben: 

9  =  Jp»=(|.)(l  +  |)"S.(®),  (8) 

WO  wir  vorübergehend  die  Bedeutung  von  x  und  is  geändert  haben, 

indem  wir 

r  '^  a  +  X 

^  »  2  a  sin  ^  0 
setzen,  während 

TT  ri-i\       1        n(n+l)o«       (n~l)n(n  +  l)(n  +  2)  c^  ,. 


siehe  Gleichung  (4)  des  §  85.     Wenn  wir  jetzt  A  ==  —   setzen    und 

annehmen,  daß  a  und  n  unendlich  werden,  während  Je  endlich  bleibt, 
so  werden  die  Zeichen  x  und  W  ihre  früheren  Bedeutungen  wieder 
gewinnen,  und  wir  erhalten  die  Formel  (4)  mit  dem  oberen  Vorzeichen 
im  Exponenten.     Das  untere  Vorzeichen  erhalten  wir,  wenn  wir  von 

ausgehen. 

Dasselbe  Verfahren  führt  dazu,  eine  willkürliche  Funktion  von  eOr 
durch  Besselsche  Funktionen  der  nullten  Ordnung  auszudrücken.') 
Gemäß  §  88  kann  eine  willkürliche  Funktion  der  Breite  auf  der 
Eugelfläche  durch  einfache  Kugelfunktionen  ausgedrückt  werden, 
nämlich  i 

Fiii)  =  2;  (n  +  t)  P,  (,*)  fpiii')  P,  (/)  dii'.  (10) 

-1 

Wenn   wir   mit  ^   die  Länge   der  Sehne   bezeichnen,   die   von   dem 

Pole  der  Kugel  (ö  =  0)  nach  einem  variablen  Punkte  gezogen  ist,  so 

haben  wir: 

©  =  2a  sin  ^ö, 

mdcS  ^  —  a^dfi, 

1)  Dieses  Verfahren  wurde  ohne  die  Beschränkung  auf  die  Symmetrie  von 
Thomson  und  Tait  angedeutet:  §  788  (1867). 

2)  Das  Verfahren  scheint  im  wesentlichen  von  C.  Neumann  zu  stammen 
<1862);  wegen  der  Geschichte  des  Satzes  (12)  siehe  Heine,  Bd.  I,  S.  442,  xmd 
Nielsen  (op.  ctf.,  S.  168),  S.  360. 
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wo  a  der  Radius  ist^  sodaß  die  Formel  folgendermaßen  geschrieben 
werden  kann:  . 

So 

f  (®)  -~2:{n  +  \)Hn  in5)ff(jai')  H„{m')m'  dm'.        (1 1) 

0 

Wenn  wir  jetzt 

a  ' 

Sk  =  - 
a 

setzen  und  schließlich  a  unendlich  werden  lassen,  so  erhalten  wir  den 
wichtigen  Satz: 

«  OD  OD 

f(m)  ^  fj^(kvs)kdkJf(m')J^{k^')'m'dm\  (12) 

U  0 

§  101.  Wenn  wir  annehmen ,  daß  q>  in  Gleichung  (1)  in  eine 
Reihe  von  Gliedern  entwickelt  sei,  die  mit  cos  sm  oder  sin  sm  be- 
haftet sind,  so  wird  jedes  Glied  einer  Gleichung  der  Form 

ä^  +  äÄ«  +  ö  äö  ~  Ä^  9>  -  «  (13) 

unterliegen.    Dies  wird  durch 

erfüllt,  vorausgesetzt,  daß 

Z"  (S)  +  i  TL  (S)  +  (**  -  i^  X  (®)  =  0,  (14) 

welches  die  Differentialgleichung  für  die  Besselschen  Funktionen  von 
der  Ordnung  ^  ist.^)    Die  Lösung,  welche  fQr  oJ  =  0  endlich  ist,  kann 

x(0)  =  CJ;(Ä;a)) 
geschrieben  werden,  wo 

*^ (Ö  -"  2*T7j   \  1  —  2  (27+  2)'  +  2T4"(2« +1)T2H- 4)  J       ^   ^ 

Die  vollständige  Lösung  der  Gleichung  (14)  enthalt  noch  additiv 
eine  Besselsche  Funktion  „zweiter  Aif^  mit  deren  Form  wir  uns  in 
einem  späteren  Abschnitt  unseres  Gegenstandes  zu  beschäftigen  haben 
werden.*) 

1)  Forsyth,  §  100;  Whittaker,  Kap.  XU. 

2)  Betreffs  der  weiteren  Theorie  der  Besselschen  Funktionen  beider  Arten 
wende  man  sich  an:  Lommelf  Studien  über  die  Besselschen  Funktionen, 
Leipzig  1868;  Gray  and  Mathews,  Treatise  on  Bessel  Functions,  London  1895; 
H.  Weber,  Partielle  Differentialgleichungen  der  maihenuxtischen  JPhysik,  Braun- 
schweig 1900—01;  Nielsen,  Handbuch  der  Theorie  der  Zylifiderfunktionen, 
Leipzig  1904;  femer  an  die  Lehrbücher  von  Heine,  Todhunter,  Forsyth,  Byerly 
und  Whittaker,  die  bereits  genannt  sind.  Eine  ausführliche  Auseinandersetzung 
über  diesen  Gegenstand  vom  physikalischen  Standpunkte  aus  findet  man,  zugleich 
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Wir  liaben  also  Losungen  der  Gleichung  Ag)  —  0  von  den  Formen 

<P='e±''J.(k<s)X}s<o.  (16) 

gewonnen.     Diese  können  auch  als  Gfrenzformen  der  Kugelfanktionen 

an  P-  W  sin  r  ^>      7+1  ^«  W  sin  ^ ^ 
vermittels  der  Entwickelung  (6)  des  §  86  erhalten  werden.^) 

§  102.  Die  Formel  (13)  des  §  100  gestattet,  Formeln  hin- 
zuschreiben,  die  bisweilen  brauchbar  sind,  um  den  Wert  von  q>  auf 
der  einen  Seite  einer  unbegrenzten  Ebene  {x «  0)  durch  die  Werte 

Ton  cp  oder  -^   in   den   Punkten   dieser   Ebene    auszudrücken,   falls 

Symmetrie  um  eine  Achse  (Ox)  senkrecht  zu  der  Ebene  herrscht.') 

Wenn  z.  B. 

9>  =  F(p)  (1) 

fttr  a;  =-  0,  so  haben  wir  auf  der  Seite,  wo  a:  >  0 


OD  OD 


,p  ^Je-^'J^  (kSi)  k  dkfF{is')J^  (äs')  s'  dm'. 


(2) 


Wenn  hingegen 

-  H = m  (3) 

ftlr  ir  =  0,  so  haben  wir 

g,  =^  fe'^'Jo{hm)dkff(^')J^(km')m' dm'.  (4) 

0  0 

Die  Exponenten  sind  so  gewählt ,  daß  sie  für  o; »  oo  verschwinden. 


mit  verschiedenen  wichtigen  Anwendungen,  in  Lord  Rayleigh's  Theory  of  Sound, 
Kap.  IX  und  XVm. 

Numerische  Tafeln  der  Funktionen  sind  von  Bessel  und  Hansen,  sowie 
später  von  Meißel  {Berl.  Ahh.  1888)  aufgestellt.  Hansens  Tafeln  sind  von  Lommel 
abgedruckt,  sowie  teilweise  auch  von  Lord  Rayleigh  und  Byerly;  MeiBels  Tafeln 
hingegen  sind  von  Gray  und  Mathews  wiedergegeben. 

1)  Der  Zusammenhang  zwischen  Kugelflächenfunktionen  und  Besselschen 
Funktionen  wurde  von  Mehler  entdeckt:  „Über  die  Verteilung  der  statischen 
Elektrizität  in  einem  von  zwei  Eugelkalotten  begrenzten  Körper^S  Orelles  Joum,, 
68,  1868.  Er  wurde  unabhängig  von  Lord  Rayleigh  erörtert:  „On  the  Relation 
between  the  Functions  of  Laplace  and  BesseP',  Proc.  Lond.  Math.  Soc.,  9,  S.  61, 
1878  (Sc,  Papers  I,  S.  888);  siehe  auch  Theory  of  Sound,  §§  836  und  338. 

Es   gibt    auch   Methoden,    die    Besselschen  Funktionen   zweiter  Art    als 

Grenzwerte  der  Kugelfunktionen  Q  (fi),  Q  *{l^)^?n  \^°^  abzuleiten;  siehe  hierüber 

Heine,  Bd.  I,  S.  184  und  232. 

2)  Die  Methode  kann  so  erweitert  werden,  daß  sie  frei  von  dieser  Ein- 
schitokung  ist 
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Eine  andere  Lösung  dieser  Aufgaben  wurde  bereits  in  §  58  an- 
gegeben.   Aus  den  dortigen  Gleichungen  (12)  und  (11)  schließen  wir: 


bzw. 


^  -  -  i-Jf^.  '4.  (•) 

wenn  r  den  Abstand  des  Elementes  dS  der  Ebene  von  dem  Punkte 
bezeichnet^  fOr  welchen  der  Wert  von  q>  gesucht  wird. 

Wir  gehen  zu  einigen  Anwendungen  der  allgemeinen  Formeln  (2) 
und  (4)  über. 

1.  Wenn  wir  in  Gleichung  (4)  annehmen,  daß  f{i5)  f&r  alle 
Werte  von  o7,  außer  den  unendlich  kleinen,  verschwindet  und  fftr 
diese  in  der  Weise  unendlich  groß  wird,  daß 


oo 


U 

SO  erhalten  wir: 


f  f(üj)27ttj  dS)  =  ^, 


00 


0 

und  deshalb,  da  Jq  =  —  «Tj, 

QC 

7—kx 


4tn;(p  ^Je-'^'J^{kio)dk  (7) 


;r^  =«  —  tu  /  e~^ 


J,(ku))d1c  (8) 


nach  Gleichung  (5)  des  §  100. 

Durch  Vergleich  mit  den  ursprüngHchen  Ausdrücken  fttr  eine 
punktförmige  Quelle  im  Koordinatenanfangspunkt  (§  95),  schließen 
wir,  daß 


00 


Jc-*Vo(Ääy)rfA-| 


0 

OD 


0 


c-'*  J,(Ä-(5)dÄ-       ° 


(9) 


WO  r  »  yx*+W^]  dies  sind  in  der  Tat  bekannte  Resultate.^) 

2.  Wir  wollen  nun  annehmen,  daß  Quellen  mit  gleichförmiger 
Dichte   über   die   ganze  Ebene   innerhalb   des  Kreises  c?  =»  a,  ^  -=-  0 

1)  Das  erstere  stammt  yon  Lipschitz,  Grelles  Journ.,  66,  S.  189,  1859; 
siehe  Gray  and  Mathews,  S.  72.  Das  letztere  folgt  durch  Differentiation  nach  m 
und  Integration  nach  x. 
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verteilt  seien.     Durch  Anwendung   der  Reihen  für  J^  und  J^^  oder 
auch  auf  andere  Weise,  finden  win 


/  Jo  (hm)  W  d®  —  y  Ji  (ha). 


(10) 


FolgHch:!) 


e-*'J-o(*0)Ji(*o)-f 


OD 


dk 
k 


(11) 


WO  der  konstante  Faktor  so  gewählt  ist,  daß  er  den  gesamten  FluB 
durch  den  Kreis  gleich  1  macht. 

3.  Wenn  dagegen  die  Dichte  der  Quellen  innerhalb  des  Kreises 

von  — :-, ..         abhängt,  haben  wir  das  Integral') 


j/a*  —  c>' 


/JaCkü))  -  — =  a  I  Jaika 


Bin  ka 


(12) 


sin  -&■)  sin  -&■  d-d"  =      , 

Ö  Ö 

zu  verwenden,  wo  die  Auswertung  geschieht,  indem   die  Reihe  fiir 
Jq  eingesetzt  und  jedes  Glied  einzeln  behandelt  wird.     Folglich: 


OD 


OD 


9* 2^  J  *~*'''i  (*®)  **"  *"  T 


(13) 


wenn  der  konstante  Faktor  durch  die  gleiche  Bedingung  wie  vorher 
bestimmt  wird.^ 

Es  ist  ein  bekannter  Satz  der  Elektrostatik,  daß  das  angenommene 
Gesetz  der  Dichte  (p  konstant  für  die  Fläche  des  Kreises  macht.  Es 
kann  unabhängig  gezeigt  werden,  daß 


/ 


dk 


J^  {kbS)  sin  Äo  -T-  =■  i  «,  oder  ein"^  - 


Ji  (ÄCJ)  sin  *«  X  ~  ' —    o — ~ '  °^*'  ¥ 


(14) 


1)  Vergl.  H.  Weber,  Crelks  Jowm.,  76,  S.  88;  Heine,  Bd.  II,  8.  180. 

2)  Die  Formel  (12)  ist  von  verschiedenen  Antoren  gegeben  worden;  siehe 
Rajleigh,  8c,  Papers  m,  S.  98;  Hobson,  Proc.  Land.  Math.  8oe.,  26,  S.  71,  1898. 

8)  YeigL  H.  Weber,  Crdlea  Jowm.,  76,  1878;  Heine,  Bd.  H,  S.  192. 
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je  nachdem  IS  ^  a.^)  Die  Formeln  (13)  drücken  daher  die  Strömung 
einer  Flüssigkeit  durch  eine  kreisförmige  Öfihnng  in  einer  dünnen 
starren  Ebene  aus.  Eine  andere  Lösung  werden  wir  in  §  108  er- 
halten. Die  entsprechende  Aufgabe  für  zwei  Dimensionen  wurde  in 
§  66,  Nr.  1,  gelöst. 

4.  Wir  wollen  zunächst  annehmen,  daß  wir  für  x  =  0 


q>  '^  C  "f/a*  — -  o5*,  wenn  w  <  a, 

und  ^ 

9  =  0,  wenn  0  >  a, 

haben.    Wir  finden: 

/  e7e(i(ar)ya*—  ?3r«)©rfS7=  a^  i  jQQtasm%)sisi^Qo^^^d^  =  a^iif^(ka)y  (15) 

0  u 

vorausgesetzt,  daß 

i'r  m  =  i  (1  -  /-^  +  ,^,:,  -•••)  =  -  4  't^-      (16) 

Folglich  nach  (2) 


30 


0 

Für  X  ^  0  gibt  dies 


9  =  -  cfe-^'J,ihv,)  ±  C^j^")  dh.  (17) 


CO  OD 


-  (Ig  ^  cfj^(lcm)  sin  fca  ^  +  Cmj\'{1cm)  sin  ftarft,    (18) 

U  0 

nach  Ausführung  einer  partiellen  Integration.  Der  Wert  des  ersteren 
Integrals  ist  in  Gleichung  (14)  gegeben,  und  derjenige  des  letzteren 
kann  durch  Differentiation  nach  o7  aus  ihm  abgeleitet  werden.  Folg- 
lich ist 

je  nachdem  cs  ^  a.    Für  C  =      U  bezieht  sich  also  die  Formel  (17) 

auf  die  Bewegung  einer  dünnen  kreisförmigen  Scheibe  in  einer  un- 
begrenzten Flüssigkeit  mit  der  Geschwindigkeit  U  senkrecht  zu  ihrer 
Ebene.     Der  Ausdruck  für  die  kinetische  Energie  ist 

a 

2  r Q  Cfq,  ^J  dS  =  %QC*Jyjär^^^27CisdT5  =  |Ä«pa»CS 

0 

oder 
2T-|pa»£7«.  (20) 

1)  H.Weber,  CreU€8Journ.,lb;  Partielle  Differentialgleichungen,  Bd.I,  S.189; 
Gray  and  Mathews,  S.  126.    Siehe  auoh  Lamb,  Proc.  Land.  Math.  Soc.,  34,  S.  282. 


wo 
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Die   yiriaelle  Vergrößerung   der   Trägheit    der   Scheibe    betragt 

deshalb  das  —  (»  0,6366) -fache  der  Masse  eines  kugelförmigen  Teiles 

der  Flüssigkeit  von  demselben  Radius.    Betreffs  einer  anderen  Unter- 
suchung dieser  Frage  siehe  §  108. 

EUipsoidftuiktionen. 

§  108.     Die  Methode   der  Kugelfunktionen  kann  auch  auf  die 

Lösunir  der  Gleichung 

*  ^  A^p-O  (1) 

unter  Grenzbedingungen ,  welche   sich  auf  Umdrehungsellipsoide  be- 
ziehen,  angewendet  werden.^) 

Beginnen  wir  mit  dem  Fall,  wo  die  Ellipsoide  gestreckt  sind, 
und  schreiben  wir: 

X  ^h  cos  0  cosh  ri  =  A;/ig 

y  =  TS  cos  (o  ,  (2) 

jgr  =»  SJ  sin  0} 

üj  =  Ä  sin  0  sinh  1?  =  A(l  -  /i»)*(e*  -  1)*. 

Die  Flächen  g  =»  konst.,  fi  =  konst.  sind  konfokale  Ellipsoide  bzw. 
zweischalige  Hyperboloide,  deren  gemeinschaftliche  Brennpunkte  in 
den  Punkten  (±  Ä,  0,  0)  liegen.  Der  Wert  von  g  kann  von  1  bis  oo 
gehen,  während  fi  zwischen  +  1  und  —  1  liegt.  Die  Koordinaten 
/i,  g,  o  bilden  ein  orthogonales  System,  und  die  Werte  der  Linien- 
elemente ds^^  dsi-^  6 8^^  die  vom  Punkte  (a:,  y,  z)  beschrieben  werden, 
wenn  sich  /it,  g,  a  einzeln  ändern,  sind 

««,-*(r^l)^*M,   Ss.~Jc(^^ht,   <Js„-Ä;(l-,t»)*(g«-l)^<Ja,.    (3) 

Um  Gleichung  (1)  durch  unsere  neuen  Variablen  auszudrücken, 
setzen  wir  den  gesamten  Fluß  durch  die  Wände  eines  Yolumen- 
elementes  äs^^  d$^^  ds^  gleich  0,  und  erhalten 

oder  mit  Rücksicht  auf  (3) 

Ä  |a  -  '■*)UI  +  fr  I«*  - ')  III  +  rJ-^^>  r:>  -  »■ 

Dies  kann  auch  folgendermaßen  geschrieben  werden: 

1)  Heine,  „Über  einige  Aufgaben,  welche  auf  partielle  Differentialgleichungen 
fahren,  CrelUs  Jaum.,  26,  S.  186,  1848,  und  KugdfunktUmen,  Bd.  11,  §  88. 
Siehe  auch  Ferren,  Kap.  VI. 

11* 
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§  104.  Wenn  9  eine  endliche  Funktion  ron  ^  und  o  für  die 
Werte  fi«  —  1  bis  f(»4-l  ^uid  o  =>  0  bis  zu  0  »  2 «  ist,  kum  es 
in  eine  Reihe  von  Eugelflächenfunktionen  von  ganzzahliger  Ordnung 
entwickelt  werden,  von  den  Arten,  die  in  Gleichung  (7)  des  §  86  ge- 
geben sind,  wobei  die  Koeffizienten  Funktionen  von  ^  sind;  und  es 
folgt  durch  Substitution  in  Gleichung  (4),  daß  jedes  Glied  dieser 
Entwicklung  die  Gleichung  einzeln  befriedigen  mufi.  Nehmen  wir 
zuerst  den  Fall  der  zonalen  Funktion,  so  schreiben  wir: 

<f>  -  P,(li) .  Z,  (5) 

und   durch  Substitution   finden   wir   im  Hinblick  auf  Gleichung  (1) 

des  §  84: 

ä^((l-5^)^f|  +  n(n  +  l)Z=.0,  (6) 

was  dieselbe  Form  wie  die  genannte  Gleichung  besitzt.    Wir  erhalten 
somit  die  Lösungen 

9-P,W.P,(Ö  (7) 

""'^  9'-p.w-«.a),  (8) 

wo 


QA)'-P.it)f'rp;j^'\ 


{^,(0}'(r-i)' 

=iP«a)iog[+4-t-'p»-xa)-3^^.-.(ö 

1.8...(2n+l)  P  "^      2(2n  +  8)      ^ 

(n+l)(n  +  2)(n+3)(n  +  4)^„_5 


~  2.4(2n  +  3)(2n  +  5)        *»  ~ 


•  •  •  1  • 


<9^ 


Die  Lösung  (7)  ist  endlich,  wenn  g  =  1  ist,  und  sie  paßt  deshalb 
für  den  Baum  im  Innern  eines  Umdrehungsellipsoids;  (8)  hingegen 
ist  für  f  =•  1  unendlich,  verschwindet  aber  fdr  g  =  00  und  ist  des- 
halb für  den  äußeren  Raum  gültig.  Als  besondere  Falle  der  Formel  (9) 
nennen  wir: 

Aus  der  Integralformel  für  Q^  folgt,  daß 

dO  m      dP  (t)  1 


1)  Ferrers,  Eap.V;  Todhunter,  Kap.  VI;  Forsjth,  §§  96—99. 
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Die    entsprechenden  Ausdrücke    für   die   Stromfimktion   werden 
leicht  gefanden;  nach  der  Definition  des  §  94  ist 

dq>  1   dtt>\ 


3qp  _    1    d'^ 

folglich: 


ds^      o  d8^ 


(11) 


(12) 


dt 
Damm  haben  wir  im  Falle  der  Lösung  (7): 

a7  =  -  *  (5  - 1)  —dj- '  ^^  ('') 

k     .^,     n^^>(»   Aln-  i/^-i?^! 

folglich: 

]fc  dP  (u)  rfP  (t) 

Das    gleiche    Resultat    folgt    natürlich    aus    der    zweiten    der    Glei- 
chungen (12). 

Auf  dieselbe  Weise  findet  man  für  die  Stromfunktion,  die  der 
Lösung  (8)  entspricht, 

k  dP  (a)  dO  (fl 

§  105.  Wir  können  dies  auf  den  Fall  anwenden,  daß  ein  ge- 
strecktes Rotationsellipsoid  sich  parallel  zu  seiner  Achse  in  einer 
unbegrenzten  Flüssigkeit  bewegt.  Die  elliptischen  Koordinaten  müssen 
so  gewählt  werden,  daß  das  fragliche  Ellipsoid  der  konfokalen  Schar 
angehört;  es  sei  dasjenige,  für  welches  5  =  Sq.  Durch  Vergleich  mit 
der  Gleichimg  (2)  des  §  103  finden  wir  folgendes:  wenn  a  und  c  die 
Radien  nach  dem  Pol  und  dem  Äquator  sind,  sowie  e  die  Exzentri- 
zität des  Meridianquerschnittes  ist,  so  müssen  wir  haben: 

Die  Oberflächenbedingung  ist  durch  Gleichung  (1)  des  §  97  ge- 
geben, d.  h.  wir  müssen 

t^-^Uk^il-  /t»)  (r'  -  1)  +  konst.  (1) 

^r  E  ■"  5o  haben.    Setzen  wir  daher  n  —  1  in  der  Gleichung  (14)  des 
§  104,  und  führen  wir  einen  willkürlichen  Faktor  Ä  ein,  so  haben  wir 

V'=i^Ä(i-,i»)a«-i)jiiog|i;-..-i-,),      (2) 
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mit  der  Bedingang 

^.I7*^j^-^log|±lj=t.'a-^(,^-,-llog;-±^).    (3) 

Die  entsprechende  Formel  f&r  das  Geschwindigkeitspotential  lautet: 

g)  =  ^^|iglog|^-l).  (4) 

Die  kinetische  Energie  und  deshalb  die  von  der  Flüssigkeit  be- 
wirkte Yermehrong  der  Trägheit  können  notigenüedls  durch  die 
Formel  (5)  des  §  94  leicht  berechnet  werden. 

§  106.  Verlassen  wir  den  Fall  der  Symmetrie,  so  werden  die 
Losungen  der  Gleichung  Atp  ^Oy  wenn  tp  eine  tesserale  oder  sekto- 
rielle  Funktion  von  /x  und  cd  ist^  durch  ähnliche  Methoden  folgender- 
maßen bestimmt: 

9,  =  P/0i).P,'a);?„")«a,,  (1) 

1,  d'P  (a) 

P,-«-(l-^»)*'^^,  (3) 

während  wir  zur  Vermeidung  imaginärer  Größen 

1     ^P  (t) 
P„'{t)-it'-l)^'-j^  (4) 

und 

«/a)  =  a'-i)*'''^^-  (5) 

schreiben.     Es  kann  gezeigt  werden,  daß 


wo,  wie  in  §  86, 


OD 


(6) 


Q.'  (Ö  -  (- 1)'  ^^-H  P.'  it)  -^{Pnor-cr-T) , 

infolgedessen 

Als  Beispiele  wollen  wir  den  Fall  eines  gestreckten  Ellipsoidea 
betrachten,  das  sich  parallel  zu  einer  Achse  des  Äquators,  z.  B.  der- 
jenigen in  der  y- Richtung,  bewegt,  oder  um  diese  Achse  rotiert. 

1.  Im  ersteren  Falle  lautet  die  Oberflächenbedingung: 
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^  S*~  So;  ^^  ^  ^^^  Translationsgeschwindigkeit  ist^  oder 


"/,  —  y'~-^.'(i-i^')^coso.  (8) 


dtp      

Dies  wird  erf&Ut,  wenn  man  in  der  Gleichung  (2)  n«=l,  s^l 
setzt^  d.  h. 

9=^(i-^»)*a«-i)*.jiiog|±-;-j^)co8fl,,     (9) 

wo  die  Konstante  Ä  durch  die  Gleichung 

^(ilog|^^-^^)H-fcF  (10) 

gegeben  ist. 

2.   Im   Falle    der  Rotation   um    Oy  haben   wir^    wenn   Sl^   die 
Winkelgeschwindigkeit  bezeichnet, 

für  6  -=  go>  oder 

ll  =  Z;«a,  .  —}—.^{\  -  ^»)V8in  (D.  (11) 

Setzen  wir  in  der  Formel  (2)  n  =  2,  s  =»  1,  so  finden  wir 

9>  =  ^^(l-^«)*a»-l)*jfUog|±[-3-^J8infl,,    (12) 
WO  die  Eonstante  A  durch  Vergleich  mit  (11)  bestimmt  wird. 

§  107.    Wenn  das  EUipsoid  die  abgeplattete  Form  (der  Planeten) 
hat;  dann  sind  die  entsprechenden  Koordinaten  durch 

X  —  fc  cos  6  sinh  iy  «  Afig 

y  =»  S7  cos  o 

^er  »  oj  sin  o 
gegeben,  wo 

ST  -  i  sin  0  cosh  ly  -  fc(l  - /i*)*(g»  +  1)\ 

Hier  läuft  g  von  0  bis  zu  cx>  (oder  in  einigen  Anwendungen  von  —  cx> 
durch  0  bis  zu  +  <x));  wahrend  /x  zwischen  +  1  und  —  1  liegt.  Die 
Flachen  zweiter  Ordnung 

g  »  konst.,    /Li  »  konst. 

sind  abgeplattete  Rotationsellipsoide  bzw.  einschalige  Rotationshyper- 
boloide, welche  alle  den  gemeinsamen  Fokalkreis  o;  •-  0,  sr » l  be- 
sitzen. Als  Grenzformen  haben  wir  das  EUipsoid  £  =-  0,  welches 
mit  dem  Teile  der  Ebene  x  =  0  zusammenfällt,  für  welchen  15  <ih, 
und  das  Hyperboloid  ft »  0,  welches  mit  dem  übrigen  Teile  dieser 
Ebene  zusammenfallt. 


(1) 
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Mit  der  früliereii  Schreib weiee  finden  wir: 


«».-4(1 -(.')*  «•+!)*  4» 


(2) 


und  die  Eontinuitatsgleichung  lautet: 


Äld-"-)!?  1 +Ä|8'+o|fl  +w^;-h^U-o- 


oder 


a7(('-'*'>fen  +r^-D— /il«'+i)|!l  +PTi5S-  (» 

Dies  hat  dieselbe  Form  wie  Gleichung  (4)  in  §  103^  nur  daß  tg  an  Stelle 
von  i  gesetzt  ist,  und  dieselbe  Analogie  wird  sich  in  den  folgenden 
Formeln  zeigen. 

Falls  Symmetrie  um  die  Achse  herrscht,  haben  wir  die  Lösungen 


und 
wo 


(4) 
(6) 


Pnit) 


1-3-6.-  •  (in  —  1)  I  ^       n(n— 1)  ,„_  , 
n!  l»    '■   2(2n— 1)» 


^  n(n-l)(n-2)(n-8)  g„_^  _|_ 


und 

< 

9n(t)-Pnit)f 


2.4(2«— l)(2n  — 8) 


(6) 


di 


lJ>.(t)}'(f'+l)' 


-(-i)-{^.(g)cot-g-?^^i,._.a)+^:^i,._,a)--.i, 


2n— 6 


..(2n  +  l)l*' 


1  •  3-5  •  •  .(2n4- 


(n+l)(n  +  2)  3 

2(2n  +  3)     *» 


(n  +  l)(n  +  2)  (n  +  3)  (n  +  4)  ^ 

"^         2.4(2n  +  3)(2n  +  6)  ^ 


_...], 


(') 


WO  die  letzte  Entwicklung  jedoch  nur  dann  konvergiert,  wenn  ^>  1 
ist.^)  Wie  vorher,  ist  die  Lösung  (4)  für  das  Gebiet  geeignet, 
welches  von  einem  EUipsoid  der  Schar  g » konst.  eingeschlossen 
wird,  die  Lösung  (5)  dagegen  für  den  äußeren  Raum. 


1)  Der  Leser  kann  die  Darlegungen,  die  in  §  104  angedeutet  sind,  auf  den 
vorliegenden  Fall  leicht  übertragen. 
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Wir  bemerken^  daß 

^nii)  —di dr *-^^^    "  tM^ •  ^^^ 

Als  besondere  Fälle  der  Formel  (7)  haben  wir: 

qoit)  -  cot-H,      ffiCÖ  =  1  -  g  cot-H, 
32(Ö-i(3g»+l)cot-H-f5. 

Die  Formeln  für  die  Stromfunktion,  welche  den  Gleichungen  (4) 
und  (5)  entsprechen^  sind 

und 

h  dP  (a)  da  (ß 

§  108.  1.  Der  einfachste  Fall  von  Gleichung  (5)  des  §  107  ist 
der,  daß  n  ==»  0  ist^  nämlich 

9==^cot-^£,  (1) 

wobei  man  annimmt,  daß  g  von  —  oo  bis  zu  +  <^  geht.  Die  Formel  (10) 
des  letzten  Paragraphen  wird  dann  unbestimmt,  aber  wir  finden  durch 

die  Methode  des  §  104 

if^^Akfi.  (2) 

Diese  Lösung  stellt  die  Strömung  einer  Flüssigkeit  durch  eine  kreis- 
förmige öffiiung  in  einer  unendlichen  Ebene  dar,  d.  h.  die  öffiiung 
ist  der  Teil  der  y^er- Ebene,  fftr  welchen  57  <  i.  Die  Geschwindigkeit 
in  einem  Punkt  der  öffiiung  (£  =  0)  ist 

da  X;fi  =»")/ä*  ~"  S5*,  wenn  a;  —  0  ist.  Die  Geschwindigkeit  ist  deshalb 
an  dem  Rande  unendlich  groß.    Vergl.  §  102,  Nr.  3. 

2.  Femer  ist  die  Bewegung  einer  unbegrenzten  Flüssigkeit,  in 
der  sich  ein  abgeplattetes  Rotationsellipsoid  (g  =  ^)  mit  der  Ge- 
schwindigkeit U  parallel  zu  seiner  Achse  bewegt,  durch 

9  =  ^/i(l-gcot-i£), 

gegeben,  wo 

^  =  _Af7-^j_t-__eot-ig,). 

Bezeichnen  wir  die  Radien  nach  dem  Pol  bzw.  nach  dem  Äquator 


(3) 
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mit  a  und  c  und  die  ExzentriziiSt  des  Meridianquerschnittes  mit  e, 
80  haben  wir: 

«  =  *&) 

Hierdurch  ausgedrückt  wird 

A fTc  ^  j(l  -  e«)*-  y  sin-^6J.  (4) 

Die  Formen  der  Bewegungslinien  für  äquidistante  Werte  Yon  ^ 
sind  unten  gezeichnet.    Yergl.  §  71^  Nr.  3. 

Der    interessanteste 
Fall   ist   derjenige  einer 
kreisförmigen   Lamelle, 
für    welche    6  =- 1    und 

2ÜC 


somit  Ä 


Der  in 


^ 


Gleichung  (3)  gegebene 
Wert  von  9  wird  auf  den 
beiden  Seiten  der  Lamelle 
gleich  ±Ä(i  oder 


or 


und  die  Normalkom- 
ponente der  Geschwin- 
digkeit wird  j:  ü.  Die 
Formel  (4)  des  §  44 
gibt  deshalb 

2T  =  |pc»[7«,    (5) 

wie  in  Gleichung  (20) 
des  §  102. 


§  109.     Die  Lösungen  der  Gleichung  (3)  des  §  107  in  tesseralen 
Funktionen  sind 


und 


wo 


1»;  (ö  =  a* +!)*'-!# 


(1) 


(2) 


(S) 
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und 


«.•«)-(p+i)**^i^, 


-(-')-^-i>.-«)/iswW)-  (*) 

Diese  Funktionen  besitzen  die  Eigenschaft 

Wir  können  diese  Resultate  wie  in  §  108  verwenden. 

1.  Für  die  Bewegung  eines  abgeplatteten  Botationsellipsoides 
parallel  zur  y- Achse  haben  wir  n  »  1,  s  =  1;  und  deshalb 

9  -  4  (1  -  ^»)*(g»  +  1)*  j ^  -  cot-  *e)  C08  «D,  (6) 

mit  der  Bedingung 

dt^       ^   dt 
^  S  »  So,  wo  F  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  bezeichnet.   Dies  gibt: 

In   dem   Fall   der  Lamelle  (g^  =  0)   haben  wir  J.  —  0,  wie   zu   er- 
warten war. 

2.  Für  ein  abgeplattetes  Rotationsellipsoid,  das  mit  der  Winkel- 
geschwindigkeit Sl^  um  die  y-Achse  rotiert,  setzen  wir  n  —  2,  5  »  1 
und  erhalten: 

7  -  4^(1  -  ,i«)*a«  +  1)*  [3t  cot-»  g  -  3  +  p^)  sin  0»,      (8) 
mit  der  Oberflächenbedingung 

dtp  o  (   ^^         ^^ 

*1^  .  ^(1  _  ^«)i  Bin  (D.  (9) 

Für  die  kreisförmige  Lamelle  (^  »  0)  gibt  dies: 

^%A *»Äy.  (10) 

An  den  beiden  Oberflächen  haben  wir: 

9  =  T  2-4|ii(l  —  fi*)*  sin  ©, 

|j-TÄß,(l-,t«)nmo,; 

setzen  wir  diese  Werte  in  die  Formel 

ein,  so  erhalten  wir: 

2T-ii(f<fi.a\  (11) 
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§  110.  In  Fragen ;  die  sich  auf  Ellipsoide  mit  drei  ungleichen 
Achsen  beziehen,  können  wir  die  allgemeinere  Art  der  EUipsoid- 
ficmktionen  gebrauchen,  welche  unter  dem  Namen  „Lam^che  Fwnkticnen^^ 
bekannt  sind.^)  Ohne  eine  YoUsiandige  Darstellung  dieser  Fimktionen 
zu  geben,  wollen  wir  einige  Lösungen  der  Gleichung 

A9  -  0  (1) 

in  elliptischen  Koordinaten  erörtern,  welche  den  Eugelfunktionen  der 
ersten  und  zweiten  Ordnung  analog  sind,  um  dieselben  später  auf  die 
Hydrodynamik  anwenden  zu  können. 

Es  empfiehlt  sich,  eine  Untersuchung  über  die  Bewegung  einer 
Flüssigkeit,  die  sich  in  einem  ellipsoidalen  GefaB  befindet,  voraus- 
zuschicken,  welche  zugleich  mit  kartesianischen  Koordinaten  behandelt 
werden  kann. 

Wenn  das  GefäB  sich  parallel  zur  o;- Achse  mit  der  Geschwindig- 
keit U  bewegt,  so  bewegt  sich  die  eingeschlossene  Flüssigkeit  wie  ein 
fester  Körper,  und  das  Geschwindigkeitspotential  ist  einfach 

9  =  —  Ux. 

Wir  wollen  annehmen,  daß  das  Gefäß  um  eine  Hauptachse  (z.  B.  die 
o;- Achse)  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  i2^  rotiert.  Die  Gleichung 
der  Oberfläche  sei 

dann  lautet  die  Oberflächenbedingung: 

a*  dx       b*  dy        c*  dz  ^       5«  ^'^  "^  c*  ^'^' 

Wir  nehmen  deshalb  an,  daß  q)=Äyz,  was  offenbar  eine  Lösung 
der  Gleichung  (1)  ist,  und  wenn  wir  die  Konstante  durch  die  voran- 
stehende Bedingung  bestimmen,  so  erhalten  wir: 

6*  — c* 

Wenn  sich  daher  das  Zentrum  mit  einer  Geschwindigkeit  bewegt, 
deren  Komponenten  U,  F,  W  sind,  und  wenn  H^^  Ä^^  Ä^  die  Winkel- 
geschwindigkeiten um  die  Hauptachsen  sind,  so  erhalten  wir  durch 
Superposition«): 

(p  ^  -üx  -Vy  -Wz  -l]'~l,  Sl^ys  -  ^^jj^*  Sl^zx  -  ^'-~||  Sl.xy.  (3) 

1)  Vergl.  z.  B.:  Ferrere,  Spherical  Harmonics,  Kap.  VI;  W.  D.  Niven, 
„On  Ellipsoidal  Hannonics",  Phil.  Trans,  (A.),  182,  1891;  Poincarä,  Figures 
d'Equilibre  d'une  Masse  Fluide,  Paris  1902,  Kap.  VI.  Eine  Übersicht  über  die 
Theorie  ist  von  Wangerin  gegeben,  l.  c.  S.  126. 

2)  Dieses  Resnltat  scheint  fast  gleichzeitig  von  Beltrami,  Bjerknes  und  Maxwell 
im  Jahre  1873  veröffentlicht  worden  zu  sein.  Siehe  Hicks,  „Report  on  Recent 
ProgresB  in  Hydrodynamics",  Brit.  Ass,  Eep.  1882. 
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Wir  können  auch  den  Fall  einschließen,  wo  das  Gefäß  seine  Form 
wie  auch  seine  Lage  ändert,  aber  so,  daß  es  ein  EUipsoid  bleibt. 
Wenn  die  Achsen  sich  mit  den  Geschwindigkeiten  äy  6,  c  ändern, 
so  wird  die  Grenzbedingung  gemäß  §  10  (3): 

was  durch 

befriedigt  wird.^)     Die  Gleichung  (1)  erfordert,  daß 

j  +  i-  +  7  =  0,  (6) 

was  natürlich  die  Bedingung  ist,  welcher  die  veränderliche  ellipsoidale 
Oberfläche  genügen  muß,  damit  das  eingeschlossene  Volumen  (^xabc) 
konstant  bleibt. 

§  lll.  Die  Lösungen  der  entsprechenden  Au%aben  für  eine 
unbegrenzte  Flüssigkeit,  die  nach  Innen  von  einem  EUipsoid  begrenzt 
wird,  erfordern  den  Gebrauch  eines  besonderen  Systems  orthogonaler 
krummliniger  Koordinaten. 

Wenn  x,  y,  z  Funktionen  yon  drei  Parametern  jl,  /ü,  v  sind,  sodaß 
die  Flächen 

X  =  konst.,    ft  =  konst.,     v  =  konst.  (1) 

längs  ihrer  Schnittkuryen  zueinander  senkrecht  stehen,  und  wenn  wir 


Y-(^^;+(p^©;l 


(2) 


schreiben,  so  sind  die  Bichtungskosinnsse  der  Normalen  zn  den  drei 
FUchen,  welche  durch  den  Punkt  (x,  y,  e)  gehen, 

/,   dx    ,  dy    ,  de\       /,   dx    ,  dy    ,    dz\      A   dx    ,  dy    ,  dt\       /«x 

V^di'  *iäi'  '^h)'   y^Fii'  *«F^'  '^d^J'   l*»ä^'  *»äT'  *»ä^;-    w 

Es  folgt,  daß  die  Längen  der  in  den  Richtungen  dieser  Normalen 
gezogenen  Linienelemente 

dl       iy,       8v 

sind. 


1)  Bjerknes,  „Yerallgemeinerong  des  Problems  von  den  Bewegungen,  welche 
in  einer  ruhenden  onelaetischen  Flüssigkeit  die  Bewegung  eines  EUipeoids  hervor- 
bringt*', Gminger  Nachrichten  1878. 
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Wenn  also  9  das  Geschwindigkeitspotential  einer  Flüssigkeits- 
bewegong  ist^  so  drückt  sich  der  gesamte  Fluß  in  den  recktwinkligen 
Raum,  der  zwischen  die  sechs  Flächen 

eingeschlossen  ist^  durch 

aus.  Es  erhellt  aus  Gleichung  (3)  des  §  42,  daß  derselbe  Fluß  durch  das 
Produkt  von  A9)  mit  dem  Volumen  des  RÄumes,  d.  h.  mit  -jr~r~^^  *^®" 
gedrückt  wird.     Folglich^): 

Setzen  wir  dies  gleich  0,  so  erhalten  wir  die  allgemeine  Eontinuitats- 
gleichung  in  orthogonalen  Koordinaten,  deren  besondere  Falle  bereits 
in  den  §§  83,  103  und  108  untersucht  worden  sind. 

Die  Theorie  der  dreifach  orthogonalen  Systeme  ist  mathematisch 
sehr  anziehend  und  ist  an  interessanten  und  eleganten  Formeln  sehr 
reich.  Wir  bemerken  noch  folgendes:  wenn  A,  fi,  v  als  Funktionen 
von  X,  y^  z  betrachtet  werden,  so  können  die  Richtungskosinusse  der 
drei  oben  betrachteten  Linienelemente  auch  in  der  Form 

\\dx'  \dy'  Kde)'    \\dx'  \dy'  \~dz)'    \\dx'  \dy'  h^de)     ^^^ 

ausgedrückt  werden,  aus  denen,  sowie  aus  (3),  sich  mehrfache  inter- 
essante Beziehungen  ableiten  lassen.  Die  bereits  gegebenen  Formeln 
sind  jedoch  für  den  vorliegenden  Zweck  ausreichend. 

§  112.  In  den  Anwendungen,  zu  denen  wir  jetzt  übergehen, 
besteht  das  dreifach  orthogonale  System  aus  folgenden  konfokalen 
Flächen  zweiten  Grades: 

deren  Eigenschaften  in  den  Lehrbüchern  über  Geometrie  des  Raumes 


1)  Die  obige  Methode  wurde  in  einer  Arbeit  von  W.  Thomson  gegeben:  „On 
the  Eqnations  of  Motion  of  Heat  referred  to  Cnrvilinear  Coordinates^^  Comb. 
Math.  Jaum,,  4,  1848  (McUh.  and  Phys.  Papers  I,  S.  25).  Es  soll  auch  ver- 
wiesen werden  auf  Jacobi,  ,fÜber  eine  partikuläre  Lösung  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung .  .  .",  CrdUs  Journ.,  86,  1847  {Werke,  Bd.  U,  S.  198). 

Die  Transformation  von  A9  in  allgemeine  orthogonale  Koordinaten  wurde 
zuerst  von  Lam^  ausgeführt:  „Snr  les  lois  de  l'^quilibre  du  fluide  6ih4T6^\  Jaum, 
de  VJäcole  Polyt.,  14, 1834.  Siehe  auch  seine  „Legons  sur  les  Coordonne'es  Curvilignes^, 
Paris  1859,  S.  22. 


Orthogonale  Koordinaten. 


175 


auBeinandergesetzt  werden.  Es  gehen  also  durch  jeden  gegebenen 
Punkt  (Xj  fff  d)  drei  Flachen  des  Systems^  welche  den  drei  Wurzeln 
der  Gleidiung  (1)  entsprechen  ^  wenn  diese  als  kubische  Gleichung 
für  0  betrachtet  wird.  Wenn  a  >  6  >  c  (wie  wir  meistens  annehmen 
werden)^  so  wird  eine  dieser  Wurzeln  (z.  B.  A)  zwischen  oo  und  —  c*, 
eine  andere  (fi)  zwischen  —  (?  und  —  6*,  und  die  dritte  (v)  zwischen 
—  V^  imd  —  a^  liegen.  Die  Flächen  X^  ^i,  v  sind  deshalb  EUipsoide 
bzw.  einschalige  und  zweischalige  Hyperboloide. 

Es  folgt  unmittelbar  aus  der  Definition  der  Größen  Xj  ^,  Vy  daß 

y*     ,      -p*         1  _  (^-ö)  (ft-ö)  {v-e)  ^2^ 


X' 


+ 


+ 


-1 


identisch  für  alle  Werte  von  0  gilt.  Multiplizieren  wir  also  mit  a*  +  0, 
und  setzen  wir  nachher  0  =  —  a^j  so  erhalten  wir  die  erste  der  fol- 
genden drei  Gleichungen: 


X' 


ii 


z 


2 


Dies  gibt: 


(o«  —  h")  (o*  —  c*) 

(5*  —  c*)  (5*  —  a*) 

(c«  +  X)(c«4-^)(c«-t-y) 

(c«  —  o«)  (c«  —  5«) 


>• 


(3) 


4— -- 


da: 


'c*-\-i 


(4) 


und  deshalb  in  der  Schreibweise  der  Gleichung  (2)  des  §  111: 


M 


X' 


-^1 


(5) 


Wenn  wir  Gleichung  (2)   nach  6   differenzieren   und   nachher  d  =  X 
setzen,  so  erhalten  wir  die  erste  der  folgenden  drei  Gleichungen: 

^   "  (,i-»)0*-i) 


Ä»* 


.  (o'  +  »)(&'  + «.)  (c'  +  V) 


(6) 


Die  übrigen  Gleichungen  der  Systeme  (3)  und  (6)  sind  der  Synmietrie 
gemäß  hingeschrieben  worden.^) 


1)  Es  sei  bemerkt,  daß  A^,  ^,  ^   die  doppelten  Lote  Yom  Eoordinaten- 
anfangspnnkt  auf  die  Tangentialebenen  der  drei  Fl&chen  t,  (i,  v  bedeuten. 
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Setzen  wir  dies  in  Gleichung  (4)  des  §  111  ein,  so  finden  wir^): 

§  113.  Die  partikulären  Lösungen  der  transformierten  Gleichung 
A(p  ^0,  welche  sich  zuerst  darbieten,  sind  diejenigen,  in  denen  q>  eine 
Funktion  yon  einer  der  Variablen  A,  /ü,  v  allein  ist.  Z.  B.  kann  q>  eine 
Funktion  von  l  allein  sein,  vorausgesetzt,  daß 

oder: 

00 

9  =  Gpl,  (1) 

WO 

A  =  {(a*  +  X)(6»  +  i)(c»  +  X)}^  (2) 

wenn  die  additive  Eonstante,  welche  mit  q>  verknüpft  ist,  so  gewählt 
wird,  daß  9  für  X  =  oo  verschwindet. 

In  dieser  Lösung,  welche  der  Lösung  9  =    -  in  Eugelfunktionen 

entspricht,  sind  die  Äquipotentialflächen  die  konfokalen  Ellipsoide, 
und  die  Bewegung  im  Räume  außerhalb  eines  derselben  (z.  B.  des- 
jenigen, fQr  welches  A  =»  0)  ist  so  beschaffen,  als  wenn  sie  von  einer 
bestimmten  Anordnung  einfacher  Quellen  auf  dieser  herrührte.  Die 
Geschwindigkeit  in  irgend  einem  Punkte  ist  durch  die  Formel 

gegeben.  In  einer  großen  Entfernung  vom  Eoordinatenanfangs- 
punkt  werden  die  Ellipsoide  X  Engeln  vom  Radius  )/X,  und  die  Qe- 

seh  windigkeit   wird    deshalb   gleich   —5-,   wo  r    die  Entfernung   vom 

Ursprungspunkt  bezeichnet.  Auf  jeder  einzelnen  Äquipotentialfläche 
hängt  die  Geschwindigkeit  von  dem  Lote  ab,  welches  vom  Zentrum 
auf  die  Tangentialebene  gefällt  wird. 

Um  die  Verteilung  der  Quellen  auf  der  Fläche  A  =-  0  zu  finden, 
welche  die  vorhandene  Bewegung  in  dem  äußeren  Räume  hervor- 
bringen würden,  setzen  wir  für  9?  den  Wert  (1)  in  die  Formel  (11) 


1)  Yergl.  Lam^,  „Sur  les  surfaceB  isothermes  dans  les  corps  eolides  homo- 
genes en  ^Tiilihre  de  temp^rature**,  Joum,  de  math.  {Liouvüle\  2,  1887. 
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des  §  58;  und  fOr  9'  (welches  sich  auf  den  inneren  fUnm  berieht) 
den  konstanten  Wert 


,-  _  opS . 


(*) 


Die  betreffende  Formel  gibt  dann  f&r  die  Flachendichte  der  gesuchten 
Verteilung 

Die  Lösung  (1)  kann  auch  als  eine  Darstellung  der  Bewegung  ge- 
deutet werden ;  welche  Yon  einem  Wechsel  der  Dimensionen  des 
EUipsoides  herrührt^  derart^  daß  die  Oberfläche  sich  selbst  ähnlich 
bleibt;  und  die  Hauptachsen  ihre  Richtungen  behalten.    Wenn  wir 

ä       6       c       7. 
a       b        c 

setzen;  so  lautet  die  Oberflächenbedingung  (4)  des  §  110: 

was  mit  Gleichung  (3)  identisch  ist;  wenn  wir 

C7=»  ^Jcabc 
setzen. 

Ein   besonderer   Fall   der   Formel  (5)   ist   der;  wo   die  Quellen 

auf  der  elliptischen  Lamelle  verteilt  sind;  für  welche  A  »  —  c'  und 

infolgedessen  z* »  0.    Dies  ist  für  die  Elektrostatik  wichtig;  aber  für 

unseren  Standpunkt  gibt  es  eine  interessantere  Anwendung  auf  das 

Fließen   durch    eine    elliptische   Öfihung.     Wenn   die   xgf- Ebene   mit 

Ausnahme  des  TeileS;  der  yon  der  Ellipse 

eingeschlossen  wird;  aus  einer  dünnen  starren  Scheidewand  besteht, 
so  haben  wir  in  den  vorausgehenden  Formeln  c  »  0  zu  setzen  und 
erhalten  ^ 

9-^^/— r^^ r-ii  (6) 

wo  die  obere  Grenze  die  positive  Wurzel  der  Gleichung 

4*  +  5<TI  +  T  -  1  0) 

ist;  und  das  negative  oder  positive  Vorzeichen  zu  nehmen  ist;  je 
nachdem  der  Punkt;  für  den  9  gesucht  wird;  auf  der  positiven  oder 

L»mb,  HydrodTnamik.  12 
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negativen  Seite  der  a;y- Ebene  liegt     Die  beiden  Werte  you  9  sind 
an   der  öfihung  stetige  wo  A  ==  0.     Wie  vorher  ist  die  Geschwind^- 

keit  in  großer  Entfernung  nahezu  gleich      ,-  •     Für  Punkte   in   der 

Öfihung  kann  die  Geschwindigkeit  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  (6) 
und  (7)  gefanden  werden;  wir  können  nämlich  näherungsweise 


'»—'♦c-s -?;)*. 


3^ „j,- 

setzen^  da  l  klein  ist^  und  deshalb 

cn        ab     \         a*        6*/  ^   ^ 

Dies  wird  an  dem  Rand  unendlich ,  wie  zu  erwarten  war.  Der 
spezielle  Fall  einer  kreisförmigen  Öffnung  ist  bereits  auf  andere  Weise 
in  den  §§  102  und  108  gelöst  worden. 

§  114.    Wir  gehen  dazu  über,  die  Lösung  der  Gleichung  A9  =  0 

zu  untersuchen^  die  im  Unendlichen  endlich  ist  und  für  den  Raum 

außerhalb   des  EUipsoides  der  Lösung  tp  =»  x  für  den  inneren  Raum 

entspricht.     Folgen  wir  der  Analogie  der  Kugelfunktionen,  so  können 

wir  versuchsweise 

(p-^xx  (1) 

nehmen^  was 

^X  +  lll  =  0  (2) 

gibt,  und  fragen,  ob  dies  erfüllt  werden  kann,  indem  man  %  einer 
Funktion  von  X  allein  gleich  macht.  Unter  dieser  Annahme  haben 
wir  nach  §  111: 

dx  "  ''1  dX  '  ^^  H  ' 
und  deshalb  nach  den  Gleichungen  (4)  und  (6)  des  §  112: 

^^X  _A{b*+J){c'  +  X)dx 
X  dx  (X  — 11)  (l  —  v)  dl  ' 

Drückt  man  den  Wert  von  Ax  durch  X  aus,  so  lautet  die  Glei- 
chung (2): 

j  («« +  xfih'  +  x)H<^  +  A)*  A  j  'x  =  -  (6»  +  X)  (c«  +  ;i)  ^-J , 

was  folgendermaßen  geschrieben  werden  kann: 
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FolgUch 

X-Cf  -         -^i ,  (3) 

wo  die  willkürliche  Konstante ^  welche  bei  der  zweiten  Integration 
auftritt;  wie  vorher  so  zu  wählen  ist^  daß  x  i™  unendlichen  ver- 
schwindet. 

Die  in  den  Gleichungen  (1)  und  (3)  enthaltene  Lösung  ge- 
stattet uns,  die  Bewegung  einer  im  Unendlichen  ruhenden  Flüssig- 
keit zu  finden ;  welche  durch  die  Translation  eines  festen  EUipsoides 
parallel  zu  einer  Hauptachse  hervorgebracht  wird.  Wenn  man  die 
gleiche  Schreibweise  wie  vorher  gebraucht  und  voraussetzt,  daß  das 
EUipsoid 

sich  parallel  zur  o;- Achse  mit  der  Geschwindigkeit  ü  bewegt^  so  lautet 
die  Oberflächenbedingung: 

H--Un     fürA  =  0.  (5) 

Wir  schreiben  der  Kürze  halber: 

00  00  00 

»00 

wo 

A  =  {(a»  +  i)(6»+;i)(c»  +  A)}S  (7) 

es  ist  zu  bemerken^  daß  diese  Größen  a^,  ß^,  y^  reine  Zahlenwerte 
sind.     Die  Bedingungen  unserer  Aufgabe  werden  durch 


00 


erfüllt;  vorausgesetzt;  daß 

C=^«^*:-f7.  (9) 

Wenn  das  EUipsoid  sich  parallel  zur  y-  oder  ir- Achse  bewegt,  kann 
die  entsprechende  Lösung  in  analoger  Weise  hingeschrieben  werden, 
und  durch  Superposition  erhalten  wir  den  FaU,  wo  das  EUipsoid 
eine  beliebige  Translationsbewegung  ausführt.^) 


1)  Diese  Aufgabe  wurde  zuerst  von  Green  gelöst:  ^^searclies  on  the 
Vibration  of  Pendulums  in  Fluid  Media'',  Trans.  R  S.  Edin.,  1888  {Math, 
Papers,  S.  S16).  Die  Untersuchung  wird  bedeutend  abgekürzt,  wenn  wir  aus  der 
Theorie  der  Attraktion  sogleich  voraussetzen,  daß  die  Funtion  (8)  eine  Lösung 
von  A9  SB  0  ist,  da  sie  (abgesehen  von  einem  konstanten  Faktor)  die  o^Komponente 
der  Attraktion  eines  homogenen  EUipsoides  auf  einen  äußeren  Punkt  darstellt. 

12* 
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In  einer  großen  Entfernung  Yom  Anfimgspunkt  ist  die  Formel  (8) 
gleichbedeutend  mit 

9-fC^,  (10) 

was  das  Geschwindigkeitspotential  einer  Doppelquelle  im  Urspnings- 
punkt  ist^  deren  St&rke  ^xC  oder 

betragt.    YergL  §  92. 

Die  kinetische  Energie  der  Flüssigkeit  wird  durch 

gegeben^  wo  l  der  Kosinus  des  Winkels  ist,  welchen  die  Flachen- 
normale mit  der  rr- Achse  einschließt.  Da  das  letzte  Integral  dem 
Volumen  des  EUipsoides  gleich  ist,  so  haben  wir: 

2T  =  -^  .  inabcQ  -  ü\  (11) 

Der  Trägheitskoef&zient  ist  deshalb  gleich  dem  Bruchteile  ^^      der 

Yon  dem  festen  Körper  yerdnLngten  Masse.  Im  Falle  der  Kugel 
(a  =  6  =  c)  finden  wir  «o  ™  i5  ^®^  9i^^  ^  ^®^  Bruch  den  Wert  \y 
in  Übereinstimmung  mit  §  92.  Wenn  wir  6 » c  setzen,  erhalten 
wir  den  Fall  eines  Umdrehungsellipsoides,  einschließlich  desjenigen 
einer  kreisförmigen  Scheibe  (wo  a  »  0).  Die  Übereinstimmung  mit 
den  Ergebnissen,  welche  durch  die  Methoden  der  §§  105,  106, 
108,  109  f&r  diese  Fälle  erhalten  worden  sind,  kann  der  Leser 
leicht  bestätigen. 

§  115.     Wir   untersuchen   weiter,    ob   die   Gleichung   A9  —  0 
durch 

tp  =  yn  (1) 

erfüllt  werden  kann,  wo  %  eine  Funktion  von  X  allein  ist.  Dies  er- 
fordert, daß 

Nach  den  Gleichungen  (4)  und  (6)  des  §  112  ist  jetzt: 
dy'^  z  dz       ^'^  \y  dl"^  z  dl)  dl 


y  ^y 


(a«4-X)(ft«  +  X)(c«  +  Z)  /_  _1_  1     \  dj^ 


BotfttioB  eunM  ElUpBoidM.  181 

Bei  Sabatitotion  in  Gleichung  (2)  finden  wir  nach  §  112  (7): 

,4  log  |(a«  +  X)*(6«  +  xAc'  +  A)*g)-  -^^--J^^, 
folglich:  « 

wo  die  zweite  Integrationskonstante  wie  vorher  gewählt  ist. 

Für  ein  starres  Ellipsoid^  welches  mit  der  Winkelgeschwindig- 
keit A^  nm  die  o;- Achse  rotiert^  lautet  die  Oberflächenbedingung: 

f&r  il  =  0.     Nehmen  wir  an,  daß  ^) 


oo 


80  finden  wir,  daß  die  Oberflächenbedingung  (4)  erfüllt  ist,  voraus- 
gesetzt, daß 

oder 

C  =*  ö7ri tK  \  /IT  V  -¥.  7^ x  O'hcSl^.  (6) 

2(6*  — c«)  +  (6*  +  c«)(iSo  — yo)  '  ^^ 

Die  Formeln  für  den  Fall  einer  Rotation  um  die  y-  oder  ;er- Achse 
können  in  analoger  Weise  hingeschrieben  werden.*) 

Die  Formel  für  die  kinetische  Energie  lautet: 

oo 


1)  Der  Ansdruck  (6)  unterscheidet  sich  nur  um  einen  konstanten  Faktor  von 

wo  ^  das  Gravitationspotential  eines  gleichförmigen  Ellipsoides  auf  einen  äußeren 
Punkt  {x,  y,  z)  ist.  Da  A  $  ==  0,  so  folgt  leicht,  daß  das  obige  auch  eine  Lösung 
der  Gleichung  Aqp^O  ist. 

2)  Die  in  den  Gleichungen  (6)  und  (6)  enthaltene  Lösung  stammt  von 
Clebsch,  „Über  die  Beweg^ung  eines  Ellipsoides  in  einer  tropfbaren  Flüssigkeit^^ 
CrelUs  Jaum.,  62  und  68,  1866—67. 
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wo   (l,  m,  h)   die   Richtangskosinusse   der   Normalen   des   Ellipsoides 
bezeichnen.     Das  letztere  Integral  ist 

=J^(y« - 0^  dxdydz  =  |(6»  -  c») .  ^nahc. 
Folglich  finden  wir: 

2 T  ==  i  .  o /M— 'iTi^TirÄ^ff       ,  •  4  Ä  a6c  p  .  Ä/  (7) 

^     2  (6*  —  c«)  +  (6«  +  c«)  (j5^  — /o)     ^  ^        '  ^  ^ 

Die  zwei  übrigen  Arten  von  Ellipsoidfanktionen  der  zweiten  Ord- 
nnngy  die  im  ürsprungspunkt  endlich  sind^  werden  durch  den  Ausdrack 


gegeben,  wo  0  eine  der  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 

ist^  welche  die  Bedingung  dafür  darstellt^  daß  (8)  der  Gleichung  A9  «  0 
genügen  soll. 

Das  Verfahren,  um  die  entsprechenden  Lösungen  für  den  äußeren 
Raum  zu  erhalten,  ist  in  dem  Buch  von  Ferrers  auseinandergesetzt. 
Diese  Lösungen  würden  uns  gestatten,  die  Bewegung  anzugeben,  die 
in  der  umgebenden  Flüssigkeit  durch  Veränderung  der  Achsenlängen 
des  Ellipsoides  hervorgebracht  wird  unter  der  Bedingung  konstanten 
Volumens,  nämlich: 

Wir  haben  bereits  in  §  113  die  Lösung  für  den  Fall  gefunden,  daß 
das  Ellipsoid  sich  ausdehnt  oder  zusammenzieht,  wobei  es  sich  selbst 
ähnlich  bleiben  soll;  wir  können  somit  durch  Superposition  den  Fall 
einer  inneren  Begrenzung  erhalten,  welche  ihre  Lage  und  ihre  Dimen- 
sionen in  irgend  einer  beliebigen  Weise  ändert,  nur  mit  der  Be- 
dingung, daß  sie  immer  ein  Ellipsoid  bleibt.  Diese  Erweiterung 
der  von  Green  und  Clebsch  gefundenen  Resultate  wurde  zuerst  von 
Bjerknes  ausgeführt,  wenn  auch  in  einer  von  der  hier  angegebenen  ver- 
schiedenen Weise.^) 

§  116.  Die  Untersuchungen  dieses  Kapitels  haben  sich  fast 
ausschließlich  auf  den  Fall  kugel-  oder  ellipsoidförmiger  Grenzflächen 
bezogen.  Selbstverständlich  können  Lösungen  der  Gleichung  Ag?  =»  0 
auf  mehr  oder  weniger  ähnliche  Weise  gewonnen  werden,  welche 
anderen  Formen  der  Grenze  entsprechen.  Die  Fläche,  welche  vom 
Standpunkt  unseres  Gegenstandes  aus  zunächst  von  Interesse  ist,  ist 

1)  l  c,  S.  172. 
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diejenige  des  Ringes  oder  Toms;  dieser  Fall  ist  durch  unabhängige 
Methoden  Yon  Hicks  und  Dyson  behandelt  worden.^)  Wir  können 
auch  auf  das  mathematisch  interessante  Problem  einer  kugelförmigen 
Schale  verweisen,  welches  von  Basset  untersucht  worden  isi*)  Schließ- 
lich soll  auf  die  Untersuchungen  von  Bjerknes  über  pulsierende  Kugeln 
hingewiesen  werden.') 

1)  Hicks,  „On  Toroidal  Fnnctions'S  Phü,  Trans.,  1881;  Djson,  ,,0n  the 
Potential  of  an  Anchor-Bing*^,  Phü.  Trans.,  1893;  siehe  auch  C.  Neumann, 
l.  c,  S.  165. 

2)  „On  the  Potential  of  an  Electrified  Spherical  Bowl  6tc/\  Proc.  Lond. 
Math.  Soc,  16,  1886;  Hydrodynamics,  Bd.  I,  S.  149. 

3)  Eine  vollständige  Darstellung  findet  sich  bei  Y.  Bjerknes,  Vorlesungen 
über  hydrodynamische  Femkräfte,  Leipzig  1900 — 02. 


Sechstes  Kapitel. 

Über  die  Bewegung  fester  Körper  in  einer  Fltssigkeit 

(Dynamische  Theorie). 

§  117.  In  diesem  Kapitel  soll  das  interessante  Problem  der 
Bewegung  eines  oder  mehrerer  fester  Korper  in  einer  reibungslosen 
Flüssigkeit  untersucht  werden.  Die  Erforschung  dieses  Gegenstandes 
yerdanken  wir  hauptsachlich  Thomson  und  Tait^)  sowie  Earchhoff*). 
Der  Kardinalpunkt  der  Methoden  ^  die  you  diesen  Autoren  verwendet 
wurden,  besteht  darin,  daß  die  festen  Körper  und  die  Flüssigkeit  als 
ein  dynamisches  System  behandelt  werden,  und  daß  hierdurch  die 
mühsame  Berechnung  der  Flüssigkeitsdrucke  auf  die  Oberflächen  der 
Körper  yermieden  wird. 

Um  mit  dem  Falle  zu  beginnen,  daß  ein  einzelner  fester  Körper 
sich  in  einer  unendlichen  Flüssigkeit  bewegt,  wollen  wir  zunächst 
annehmen,  daß  die  Bewegung  der  Flüssigkeit  ^mzlich  von  derjenigen 
des  festen  Körpers  herrührt,  und  daß  sie  deshidb  wirbelfrei  xmd  azyklisch 
ist.  Einige  spezielle  FäUe  dieses  Problems  sind  gelegentlich  auf  den 
vorangehenden  Seiten  behandelt  worden,  und  es  ergab  sich,  daß  die 
ganze  Wirkung  der  Flüssigkeit  durch  eine  Vermehrung  der  Tnlgheit 
des  Körpers  dargestellt  werden  konnte.  Wir  werden  finden,  daß  das- 
selbe Resultat  allgemein  gilt,  vorausgesetzt,  daß  wir  den  Ausdruck 
„Trägheit"  in  einem  etwas  erweiterten  Sinne  brauchen. 

ÜDter  den  gemachten  Annahmen  ist  die  Bewegung  der  Flüssig- 
keit durch  die  Existenz  eines  einwertigen  Geschwindigkeitspotentials 
ausgezeichnet,  welches  der  Kontinuitätsgleichung 

A9  «  0  (1) 

genügt    und    außerdem   die    folgenden   Bedingungen   erfüllt:    1.   Der 

Wert  von  —  0^ ;  wo  dn  wie  gewöhnlich  ein  Element  der  Normalen 

in  einem  Punkte  der  Oberfläche  des  Körpers,  und  zwar  in  der  Richtung 
nach  dem  Innern  der  Flüssigkeit  zu,  bezeichnet,  muß  der  Geschwin- 

1)  N(Uur(ü  Fhilosophy,  §  S20.  Weitere  Untersuchungen  von  Lord  Kelvin 
werden  später  erwähnt  werden. 

2)  „Über  die  Bewegung  eines  Rotationskörpers  in  einer  Flüssigkeit'^  CreUes 
Joum.,  71,  1869  {Ges.  Abh.,  S.  876);  Mechanüc,  19.  Vorlesung. 
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digkeit   der   Oberflache   in   diesem   Punkt    senkrecht   zu    sich   selbst 

gleich  sein,  und  2.  die  Differentialquotienten  ä^>  ö^;  äv  müssen   in 

unendlicher  Entfemnng  yon  dem  festen  Körper  in  jeder  Richtung 
yerschwinden.  Daß  die  letztere  Bedingung  notwendig  ist,  geht  daraus 
hervor,  daß  eine  endliche  Geschwindigkeit  im  Unendlichen  eine  un- 
endlich große  kinetische  Energie  zur  Folge  haben  würde,  die  durch 
endliche  Kräfte,  welche  für  eine  endliche  Zeit  auf  den  Körper  wirken, 
nicht  entstehen  kann.  Dies  ist  auch  die  Bedingung,  zu  der  wir 
geführt  werden,  wenn  wir  annehmen,  daß  die  Flüssigkeit  in  ein 
unendlich  großes  und  auf  allen  Seiten  yon  dem  bewegten  Körper 
unendlich  fernes  Gefäß  eingeschlossen  ist.  Denn  unter  dieser  An- 
nahme kann  der  yon  der  Flüssigkeit  erfüllte  Raum  aus  Stromfäden 
bestehend  gedacht  werden,  welche  an  der  Oberfläche  des  Körpers 
beginnen  und  endigen,  sodaß  der  gesamte  Fluß  durch  jede  endliche 
oder  unendliche  Fläche  in  der  Flüssigkeit  endlich  sein  muß,  weshalb 
die  Geschwindigkeit  im  unendlichen  Null  ist. 

Es  ist  in  §  41  gezeigt  worden,  daß  unter  den  obigen  Bedingungen 
die  Bewegung  der  Flüssigkeit  eindeutig  bestimmt  ist. 

§  118.  Für  die  weitere  Untersuchung  der  Aufgabe  empflehlt 
es  sich,  der  Methode  zu  folgen,  die  von  Euler  in  die  Dynamik  starrer 
Körper  eingeführt  wurde,  und  ein  System  yon  rechtwinkligen,  in  dem 
Körper  festen  Achsen  Oxj  Oy,  Oz  anzunehmen,  das  sich  mit  ihm 
bewegt.  Wenn  die  Bewegung  des  Körpers  in  einem  Augenblick 
durch  die  Winkelgeschwindigkeiten  p,  g,  r  um  die  jeweiligen  Lagen 
dieser  Achsen  und  durch  die  Translationsgeschwindigkeiten  u,  v,  w 
des  ürsprungspunktes  parallel  zu  diesen  bestimmt  wird^),  so  können 
wir  nach  Kirchhoff 

9  =  li^i  -f-  vtp^  +  wq>^  +  px^  +  qxt  +  r^j  (2) 

schreiben,  wo,  wie  sich  unmittelbar  ergibt,  (p^,  g>^,  93,  x^,  Xtf  Zs  8®' 
wisse  Funktionen  yon  Xy  y,  jg  sind,  welche  allein  durch  die  Form  und 
die  Lage  der  Oberfläche  des  Körpers  in  Bezug  auf  die  Koordinaten- 
achsen bestimmt  sind.  Wenn  nämlich  {,  m,  n  die  Richtungskosinusse 
der  in  die  Flüssigkeit  gezogenen  Normalen  in  einem  Punkte  der  Ober- 
fläche bezeichnen,  so  lautet  die  kinematische  Oberflächenbedingung: 

—  ^  —  U«*  +  9^  —  ^y)  +  m(v  +  rx-  pz)  +  n(w  +  py  —  qx)] 
folglich  finden  wir,  wenn  wir  den  Wert  (2)  für  9  einsetzen: 


1)  Wir  haben  die  Zeichen  u,  v,w^p,q,r  in  ihren  früheren  Bedeutongen  für 
jetzt  nicht  nötig. 
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dn  '  dn  ^  dn  ,^. 

d  d  d  "     ^^ 

—  ^-  ^ny  —  me,    — J^~  =  l3  —  nx,    — J*  =  mx  —  ly 
dn  ^  ^  dn  '  dn  ^9 

Da  diese  Funktionen  auch  der  Gleichung  (1)  genügen  müssen,  und 
da  ihre  Ableitungen  im  unendlichen  Null  sind,  so  sind  sie  nach  §  41 
Yollständig  bestimmt.^) 

§  119.  Wie  nun  auch  immer  in  irgend  einem  Zeitpunkt  die 
Bewegung  des  festen  Körpers  und  der  Flüssigkeit  sein  mag,  so  hätte 
sie  augenblicklich  von  der  Ruhe  aus  durch  eine  passende  „impulsive 
Schraube^*  erzeugt  werden  können,  die  auf  den  Körper  allein  wirkt.  Diese 
impulsive  Schraube  ist  nämlich  diejenige,  die  erforderlich  wäre,  um  die 
impulsiven  Drucke  auf  der  Oberfläche  aufzuheben  und  außerdem  die  tat- 
sächliche Bewegung  des  Körpers  zu  erzeugen.  Sie  heißt  nach  Lord  Kelvin 
der  jjlmpui^^  des  Sjstemes  in  dem  betrachteten  Zeitpunkt.  Es  soll 
bemerkt  werden,  daß  der  so  definierte  Impuls  nicht  mit  dem  ganzen 
Bewegungsmoment  des  Systems  als  identisch  zu  betrachten  ist,  welches 
in  dem  vorliegenden  Falle  allerdings  unbestimmt  ist. ')  Wir  gehen  dazu 
über,  zu  beweisen,  daß  der  Impuls  infolge  der  äußeren  Kräfte,  die  auf 
den  Körper  wirken,  sich  trotzdem  in  genau  derselben  Weise  ändert, 
wie  das  Moment  eines  endlichen  dynamischen  Systems. 

Wir  wollen  zunächst  irgend  eine  tatsächliche  Bewegung  des  Körpers 
von  der  Zeit  ^^  an  bis  zur  Zeit  t^,  unter  dem  Einfluß  beliebig  gegebener 
Kräfte,  die  auf  ihn  wirken,  in  einer  endlichen  Flüssigkeitsmasse  be- 
trachten, welche  in  ein  festes  Gefäß  von  beliebiger  Form  eingeschlossen 
ist.  Wir  wollen  uns  vorstellen,  daß  die  Bewegung  von  der  Ruhe 
heraus  vor  der  Zeit  ^^  erzeugt  sei,  und  zwar  durch  Kräfte  (gleichviel 
ob  stetige  oder  impulsive),  welche  auf  den  Körper  allein  wirken,  und 
daß  er  in  gleicher  Weise  nach  der  Zeit  t^  angehalten  werde.  Da  das 
Bewegungsmoment  des  Systems  sowohl  am  Anfang  wie  am  Ende 
dieses  Vorganges  0  ist,  so  müssen  die  Zeitintegrale  der  auf  den 
Körper  wirkenden  KnLfte,  zusammen  mit  dem  Zeitintegral  der  auf 
die  Flüssigkeit  von  dem  Oefäß  ausgeübten  Drucke,  ein  System  bilden, 
welches  sich  im  Gleichgewicht  befindet.  Die  Wirkung  dieser  letzteren 
Drucke  kann  nach  §  22  aus  der  Formel 

^-  =  |f-^?'  +  F(0  (1) 

berechnet  werden.     Ein  Druck,  der  gleichförmig  auf  der  äußeren  Be- 


1)  Für  den  speziellen  Fall  der  Oberfläche  eines  EUipsoides  können  die  Werte 
aus  den  Ergebnissen  der  §§  114  und  115  hingeschrieben  werden. 

2)  d.  h.  der  Versuch,  ihn    zu   berechnen,    führt  zu  „uneigentlichen"  oder 
y^nnbestimmten"  Integralen. 
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grenztmg  der  Flüssigkeit  ist,  hat  keine  resultierende  Wirkung;  folglich, 
da  9  am  Anfang  nnd  Ende  überall  konstant  ist,  ist  der  einzige  wirk- 
same Bestandteil  des  Integraldrockes  fp  dt  durch  den  Ausdruck 

-\9fi*dt  (2) 

g^^ben. 

Wir  kehren  jetzt  zur  ursprünglichen  Form  unseres  Problems  zurück 
und  nehmen  an,  daß  die  Umgrenzung  unendlich  groß  und  in  jeder 
Richtung  yon  dem  bewegten  Körper  imendlich  entfernt  sei.  Betrachtet 
man  die  Anordnung  der  Stromfäden  (vergl.  §  36),  so  sieht  man  leicht, 
daß   die   Geschwindigkeit  q  der   Flüssigkeit   in   großer   Entfernung  r 

vom  Anfangspunkt  höchstens^)  von  der  Ordnung  -^  und  folglich  das 

Integral  (2)  von  der  Ordnung  ^  ist.  Da  die  Flächenelemente  der  Be- 
grenzung von  der  Ordnung  r^  dJS  sind,  wo  SlS  einen  unendlich  kleinen 
Raumwinkel  bezeichnet,  so  werden  jetzt  die  Kraft  und  das  Kräfte- 
paar,  welche  die  Wirkung  des  Integraldruckes  (2)  darstellen,  beide 
verschwinden.  Folglich  muß  derselbe  Satz  hinsichtlich  des  Zeitintegrales 
der  Kräfte  gelten,  die  auf  den  Körper  wirken. 

Wenn  wir  uns  jetzt  vorstellen,  daß  die  Bewegung  zur  Zeit  t^ 
momentan  begonnen  und  zur  Zeit  ^  momentan  gehemmt  wurde,  so 
kann  das  erhaltene  Ergebnis  folgendermaßen  ausgedrückt  werden: 

Der  „Impuls"  der  Bewegung  (im  Sinne  von  Lord  Kelvin)  zur 
Zeit  t^  unterscheidet  sich  von  dem  „Impuls"  zur  Zeit  ^  durch  das 
Zeitintegral  der  äußeren  Kräfte,  welche  auf  den  Körper  während  der 
Zeit  \  —  t^  wirken.*) 

Es  ist  zu  bemerken,  daß  obige  Erwägungen  im  wesentlichen 
ungeandert  bleiben,  wenn  der  einzelne  Körper  durch  eine  Anzahl  von 
Körpern  ersetzt  wird,  welche  überdies  elastisch  anstatt  starr  sein 
können,  und  sogar  dann,  wenn  die  Körper  durch  Flüssigkeitsmassen 
ersetzt  werden,  welche  sich  in  Wirbeln  bewegen. 

§  120.  um  das  obige  Resultat  mathematisch  auszudrücken, 
wollen  wir  annehmen,  daß  S^  17,  S;  X,  ft,  v  die  Komponenten  der  Kraft 
und  des  Kräftepaares  seien,  welche  den  Impuls  bilden;  und  wir  wollen 
mit  X,  Yy  Zj  i,  My  N  in  gleicher  Weise  das  System  der  äußeren 
Kräfte  bezeichnen.  Die  gesamte  Veränderung  von  S,  i;,  ^,  X,  ft,  v, 
welche  zum  Teil  von  der  Bewegung  der  Achsen,  auf  welche  sie  be- 


1)  £b  ist  tatsächlich  von  der  Ordnung  -^,  wenn,  wie  in  dem  betrachteten 

Falle,  der  gesamte  Fluß  nach  außen  0  ist. 

2)  Sir  W.  Thomson,  l,  c,  S.  89.     Die  obige  Art  der  Beweisführung  wurde 
dem  Verfasser  Ton  Prof.  Larmor  gütigst  mitgeteilt. 
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z<^en  Bind,  and  nun  Teil  von  der  Wirkung  der  äoßeren  KiSfte  her- 
rflhrt,  ist  dann  durch  folgende  Formeln  gegeben^): 


—  -  ri?  -  j6  +  X,    ^  —  WTj-vt  +  rn-qv  +  L 
^-pt-n+Y,    ^^ut-tc^+pv-rX+M 


(1) 


Denn  zu  der  Zeit  t  +  dt  bilden  die  bewegten  Achsen  mit  ihren 
Lagen  zur  Zeit  t  Winkel,  deren  Kosinusse 

(1,  rät,  -qdt),     (^rdt,  l,  pdf),     (qdt,  ^pdt,  1) 

sind.     Folglich  gilt  parallel  zu  der  neuen  Lage  der  o;- Achse: 

i  +  äi^i  +  V'rdt-i'qdt+  Xdi. 

Nehmen  wir  femer  die  Momente  um  die  neue  Lage  von  OXj  und 
erinnern  wir  uns,  daß  0  um  die  Strecken  uöt,  vit,  wdt  parallel  zu 
den  Achsen  verschoben  wurde,  so  finden  wir: 

X  +  dX-=  X  +  rj'  wdt  —  i  '  vdt  +  fi '  rät  --  V  '  qdt  +  L8t. 

Diese  Gleichungen ^  zusammen  mit  den  analogen  Resultaten,  welche 
gemäß  der  Symmetrie  hingeschrieben  werden  können,  geben  die 
Gleichungen  (1). 

Wenn  keine  äußeren  Kräfte  wirken,  finden  wir  sofort,  daß  diese 
Gleichungen  die  folgenden  Litegrale  haben: 

I*  +  1?*  +  g*  =  konst. 
AS  +  fti?  +  vg  —  konst. 

welche  ausdrücken,  daß  resultierende  Kraft  und  resultierendes  Kräfte- 
paar  des  Impulses  konstant  sind. 


(2) 


§  121.  Es  erübrigt  sich  noch,  S,  17,  ^,  X,  /ii,  t/  durch  ti,  v,  ti;,p,  g,  r 
auszudrücken.  Zunächst  sei  T  die  kinetische  Energie  der  Flüssig- 
keit, sodaß  ^^ 

2T^-,JJ^'^dS,  (1) 

WO  die  Integration  über  die  Oberfläche  des  bewegten  Körpers  zu  er- 
strecken ist.  Setzen  wir  den  Wert  von  9  aus  Gleichung  (2)  des 
§118  ein,  so  erhalten  wir: 


1)  Vergl.  Hayward,  ,,0n  a  Direct  Method  of  Estimating  Velocities  Acce- 
lerations,  and  all  similar  Quantities,  with  respect  io  Axes  moveable  in  anj  manner 
in  Space*'.    Camb.  Trans.,  10,  1856. 
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2T  —  Att*  +  Br*  +  Cw^  +  2A't;ir  +  2Vu?u  +  2<yuv 

+  Pp*  +  Qg*  +  Br*  +  2Fqr  +  2QVp  +  2Kpq         \,(2) 
+2p(eu+Gtv+Ew)+2q{Fu+Q'v+Wiv)+2r(¥''u+(3t"v+W'w) 

wo  die  21  Eoeffizienten  A,  B,  C  usw.  gewisse  Konstanten  sind,  welche 
durch  die  Form  und  Lage  der  Oberfläche  hinsichtlich  der  Koordinaten- 
achsen bestimmt  sind.     Also  ist  z.  B.: 

dipt 


A 


A' 


9'!  dn 

dtft 


dS 


-4S 

wo  die  Transformationen  yon  der  Gleichung  (3)  des  §  118  abhangen, 
und  von  einem  besonderen  Falle  des  Greenschen  Satzes  (§  44,  Glei- 
chung (2)).  Diese  Ausdrücke  für  die  Koeffizienten  sind  yon  Kirchhoff 
gegeben. 

Die  tatsachlichen  Werte  der  Koeffizienten  in  dem  Ausdruck  für 
2  T  sind  im  vorausgehenden  Kapitel  für  den  Fall  des  EUipsoides 
gefdnden  worden;  wir  haben  nämlich  aus  den  §§114  und  115 

mit  ähnlichen  Ausdrücken  für  B,  C,  Q,  R.  Wie  sofort  klar  ist, 
yerschwinden  in  diesem  Falle  die  übrigen  Koeffizienten.  Wir  be- 
merken, daß 

sodafi  A  <  B  <  C,  wenn  a  >  6  >  c,  wie  zu  erwarten  war. 

Die  Formeln  für  ein  ümdrehungsellipsoid  können  hieraus  ab- 
geleitet werden,  wenn  man  h  ^  c  setzt;  sie  können  auch  unabhängig 
durch  das  Verfahren  der  §§  104 — 109  erhalten  werden.  Für  eine 
kreisförmige  Lamelle  (a  »  0,  h  ^  c)  haben  wir  z.  B.: 

A»|pc»,     P-0 

B-0,  Q==JJ(>c»     .  (6) 

C-0.  R  =  ä(>c« 

Die  kinetische  Energie  T^  des  Körpers  allein  wird  durch  einen 
Ausdruck  yon  der  Form 
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:  2Ti  =  m  (li*  +  v^  +  w*) 

;  +  Pii>*  +  Qi8*  +  Rir^  +  2P/gr  +  2(l,'rp  +2R,pq  \        (7) 

+  2in  { a(vr  —  wq)  +  ß(^P  —  **0  +  ^ (^^ä'  ~  ^P) ) 

gegeben.  Darum  ist  die  gesamte  Energie  T  +  T^  des  Systems,  welche 
wir  mit  T  bezeichnen  werden,  durch  einen  Ausdruck  von  derselben 
allgemeinen  Form  wie  in  Gleichung  (2)  gegeben,  nämlich: 

2T==Äu^+Bv^  +  Cw^+2Ä'vw  +  2Bwu  +  2Cuv  \ 

+  Pp^+Qq^  +  Itr^  +  2Fqr  +  2(^rp  +  2B:pq  ,(8) 

+2p{Fu+Gv+Hw)+2q{Fu+G'v+Hw)  +  2r{F'u+G''v+H'w)\ 

wo  die  Koeffizienten  mit  gleichartigen  Buchstaben  gedruckt  sind,  ob- 
wohl sechs  von  ihnen  natürlich  dieselben  Werte  wie  in  Gleichung  (2) 
haben. 

§  122.  Die  Werte  der  verschiedenen  Komponenten  des  Impulses, 
ausgedrückt  durch  die  Geschwindigkeiten  u,  v,  w,  p,  q,  r,  können  jetzt 
durch  eine  bekannte  Methode  der  Dynamik  gefunden  werden.^)  Wir 
nehmen  an,  daß  ein  System  von  unbestimmt  großen  Kräften  (X,  F,  Zy 
L,  Jf,  N)  für  eine  unbestimmt  kurze  Zeit  r  auf  den  Körper  wirkt, 
sodaß  der  Impuls  (|,  rj,  t,  A,  ft,  v)  in  den  Wert  (|  +  d|,  rj  +  *t;, 
£  +  dg,  X  +  dk,  fi  +  d[i,  V  +  8v)  übergeht.  Die  von  der  Kraft  X 
geleistete  Arbeit,  nämlich 


/ 


Xu  dt, 


liegt  zwischen 


t  t 

Uj  I  Xdt     und    tij  /  X  dt, 


wo  1*1  und  fig  die  größten  und  kleinsten  Werte  von  u  während  der 
Zeit  r  sind,  d.  h.  sie  liegt  zwischen  u^dS  und  u^d^.  Wenn  wir  jetzt 
die  Annahme  einführen,  daß  d|,  Stj,  ög,  dX,  dfi,  Öv  unendlich  klein 
sind,  so  sind  u^  und  ti^  jedes  gleich  u,  und  die  geleistete  Arbeit 
ist  wdg.  Auf  dieselbe  Weise  können  wir  die  Arbeit  berechnen,  welche 
von  den  übrigen  Kiuften  und  Kräftepaaren  geleistet  wird.  Das  ge- 
samte Ergebnis  muß  dem  Zuwachs  der  kinetischen  Energie  gleich 
sein,  folglich: 

udi  +  vdri  +  wSi  +  pöX  +  gdfi  +  r8v 

=  dr=  l^du  +  l^dt;  +  l^du;  +  |^di>  +  l^dg  +  l^dr.  (1) 
du         *  dv  dw  dp    ^      o q    ^       er        ^  '^ 


1)  Siehe  Thomson  und  Tait,  Natural  Phäosophy,  §  318,   oder  Maxwell, 
Electrtdty  and  Magnetism,  IV.  Teil,  Kap.  V. 
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Sq        Sr       j 


dv 

V 


k. 


Wenn  jetzt  die  Geschwindigkeiten  in  irgend  einem  gegebenen  Ver- 
hältnis geändert  werden,  so  werden  die  Impulse  sich  in  demselbeq 
Verhältnis  ändern.     Wenn  wir  dann 

^t*  Sv  _  9w dp 

u  V         w         p  q 

setzen,  so  folgt,  daß 

Setzen  wir  dies  in  Gleichung  (1)  ein,  so  finden  wir: 

f^i  +  f^V  +  ^t  +P^  +  qfi  +  rv 

BT  .      dT  .        dT  ,       dT   ^      dT  ^       dT      o/n   /o\ 
du   ^      ov  dw      ^  dp      ^  dq  dr  y  \  / 

da  T  eine  homogene  Funktion  zweiten  Grades  ist.  Führen  wir  jetzt 
die  willkürliche  Variation  d  an  dem  ersten  und  letzten  Gliede  der 
Gleichung  (2)  aus,  und  lassen  wir  die  Glieder  weg,  welche  sich  nach 
Gleichung  (1)  aufheben,  so  finden  wir: 

gdü  +  ridv  +  ^dw  +  XSp  +  [iSq  +  vdr  =  8T. 

Da  die  Variationen  du,  dt;,  Sw^  8p,  dq,  ör  alle  unabhängig  sind,  gibt 
dies  die  yerlangten  Formeln: 


fc     dT 

^^  du' 

^"^dp 

dT 

dT 

^        dq 

^     dT 

^     dw' 

dT 

dr  ) 

>   • 


(3) 


Da  S,  1?,  5;  •  •  •  lineare  Funktionen  von  w,  t;,  ic;,  •  •  •  sind,  so  ist 
zu  beachten,  daß  die  letzteren  Ghrößen  auch  als  lineare  Funktionen  der 
ersteren  ausgedrückt  werden  können,  und  deshalb  T  als  eine  homo- 
gene Funktion  zweiten  Grades  der  Größen  S,  17,  g,  A,  /t,  v  betrachtet 
werden  kann.  Wenn  T  in  dieser  Weise  ausgedrückt  ist,  so  wollen 
wir  es  mit  T  bezeichnen.     Die  Gleichung  (1)  gibt  dann  sogleich: 

uäl  +  v8ri  +  wdi+pöl  +  qSiL'{'  röv 


infolgedessen 


di 


dn 


ii  = 


dT 


dr 

dT 

dt ' 


dt 

dT 


dl 


dii 


dv 


Q^ 


dr_ 

dl»' 


w 


-x-TT .       r  ^-A 


dT 

dv 


(4) 


Diese  Formeln  sind  in  gewisser  Weise  den  Gleichungen  (3)  reziprok. 
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,  2Ti  =  m  (li»  +  t;*  +  w^) 

+  Pii>*  +  Qi3*  +  RiH  +  2?,'qr  +  2(X,'rp  +2 ^'pq  \         (7) 
+  2]n  { a(vr  —  wq)  +  ß(wp  —  ur)  +  y{uq  —  vp) } 

gegeben.  Darum  ist  die  gesamte  Energie  T  +  T^  des  Systems,  welche 
wir  mit  T  bezeichnen  werden,  durch  einen  Ausdruck  von  derselben 
allgemeinen  Form  wie  in  Gleichung  (2)  gegeben,  nämlich: 

2T=Äu^  +  Bv^  +  Cw^  +  2Ä'vw  +  2B'tvu  +  2Cuv  | 

+  Pp^  +  Qq^  +  Rr'  +  2Fqr  +  2Q!rp  +  2Rpq  ,(8) 

+2p(Fu+Gv+Hw)+2q{Fu+(/v+Rw)  +  2r(r'u+G''v+H''w)] 

wo  die  Koeffizienten  mit  gleichartigen  Buchstaben  gedruckt  sind,  ob- 
wohl sechs  von  ihnen  natürlich  dieselben  Werte  wie  in  Gleichung  (2) 
haben. 

§  122.  Die  Werte  der  verschiedenen  Komponenten  des  Impulses, 
ausgedrückt  durch  die  Geschwindigkeiten  u,  t;,  tc,  p,  q,  r,  können  jetzt 
durch  eine  bekannte  Methode  der  Dynamik  gefunden  werden.^)  Wir 
nehmen  an,  daß  ein  System  von  unbestimmt  großen  Kräften  (X,  F,  Z, 
L,  Jf,  N)  für  eine  unbestimmt  kurze  Zeit  r  auf  den  Körper  wirkt^ 
sodaß  der  Impuls  (|,  iy,  t,  A,  /ii,  v)  in  den  Wert  (|  +  dg,  rj  +  d% 
t  +  dg,  X  +  dA,  fi  +  djü,  V  +  8v)  übergeht.  Die  von  der  Kraft  X 
geleistete  Arbeit,  nämlich 


/ 


Xu  dt, 


liegt  zwischen 


t  t 

Ml  I  Xdt     und     tij  j  Xdt, 


wo  lii  und  ti^  die  gi'ößten  und  kleinsten  Werte  von  u  während  der 
Zeit  r  sind,  d.  h.  sie  liegt  zwischen  u^d^  und  u^d^.  Wenn  wir  jetzt 
die  Annahme  einführen,  daß  dg,  dr^,  ög,  dA,  dfi,  dv  unendlich  klein 
sind,  so  sind  u^  und  t^^  jedes  gleich  u,  und  die  geleistete  Arbeit 
ist  wdg.  Auf  dieselbe  Weise  können  wir  die  Arbeit  berechnen,  welche 
von  den  übrigen  Kräften  und  Kräftepaaren  geleistet  wird.  Das  ge- 
samte Ergebnis  muß  dem  Zuwachs  der  kinetischen  Energie  gleich 
sein,  folglich: 

udg  +  vdrj  +  wdi  +  p8k  +  gdfi  +  röv 

=  dr=|^du  +  |^dt;  +  |^dic;  +  |^di>  +  |^*2  +  |^dr.(l) 

du         *  dv         *  dw  dp   ^      oq    ^      or        ^  ' 

1)  Siehe  Thomson  und  Tait,  Natural  Fhüosaphy,  §  318,   oder  Maxwell, 
EUctricity  and  Magnetism,  IV.  Teil,  Kap.  V. 
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Wenn  jetzt  die  Geschwindigkeiten  in  irgend  einem  g^^benen  Ver- 
hältnis geändert  werden,  so  werden  die  Impulse  sich  in  demselbeq 
Verhältnis  ändern.     Wenn  wir  dann 


du       dv 

U             V 

w 

P 

dq 
3 

dr 

r 

=  k 

setzen. 

so  folgt^ 

daß 

dj; 

dl 

_dv 

V 

=  *. 

Setzen 

wir  dies 

in  Gleichung  (1) 

ein, 

so  finden 

wir: 

ui  +  v 

V  +wt+pX  +  q(i  + 

rv 

u 


dT 


BT 


dT 


dT 


dT 


dT 


du  cv  duj   '  -^  dp      ^  dq  dr  y  \  / 


da  T  eine  homogene  Funktion  zweiten  Grades  ist.  Führen  wir  jetzt 
die  willkürliche  Variation  S  an  dem  ersten  und  letzten  Gliede  der 
Gleichung  (2)  aus,  und  lassen  wir  die  Glieder  weg,  welche  sich  nach 
Gleichung  (1)  aufheben,  so  finden  wir: 

^du  +  fjäv  +  tSw  +  Xdp  +  fidq  +  vdr  =  dT. 

Da  die  Variationen  du,  dv,  8w,  Sp,  dg,  dr  alle  unabhängig  sind,  gibt 
dies  die  yerlangten  Formeln: 


fc     dT 

^       du' 

-     dT\ 
^'^dp 

dT 

dT 

^^dq 

^     dT 
^^  dw' 

dT 

dr  ) 

>   • 


(3) 


Da  S,  1?,  S;  *  •  •  lineare  Fimktionen  von  u,  v,  Wy  -  •  -  sind,  so  ist 
zu  beachten,  daß  die  letzteren  Größen  auch  als  lineare  Funktionen  der 
ersteren  ausgedrückt  werden  können,  und  deshalb  T  als  eine  homo- 
gene Funktion  zweiten  Grades  der  Größen  |,  i^,  g,  A,  ft,  v  betrachtet 
werden  kann.  Wenn  T  in  dieser  Weise  ausgedrückt  ist,  so  wollen 
wir  es  mit  T  bezeichnen.     Die  Gleichung  (1)  gibt  dann  sogleich: 

uäi  +  vdri  +  wSi+pdX  +  qd^+  röv 


infolgedessen 


-f»i+ 


dT 


dr 


dT 


dT 


dT 


*^  +  -^*S  +  -är*^  +  ^:r*f*  +  -;ü;*^r 


w  = 


t; 


w 


dr 

di  ' 

ar 

dT 

dt' 


dt 

dT 

^  -  'dl 


dl 


dii 


dv 


9- 


r  = 


dT 
d{i> 

dT^ 

dv 


(4) 


Diese  Formeln  sind  in  gewisser  Weise  den  Gleichungen  (3)  reziprok. 
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Wir    können    das   letzie  Besnltat  rerwenden^  am   ein  anderes 


Integral  denjenigen,  die  in  §  120  gefdnden  sind,  hinzozaf&gen,  fidb 
keine  äußeren  Kräfte  wirken.    Es  ist  nämlich 

dT     dr  di  ^        ,        ,  ar  dl  , 

_       SS3   — — — T —   — ^^   —4—    •   •   •   ^-    •   •   •    -X_     I  • ^>   •   •   •   ^L.   •   •  • 

di        di    di^         ^         ^dXdt^         ^ 

was  nach  Gleichung  (1)  des  §  120  identisch  verschwindet.  Wir  haben 
daher  die  Energiegleichnng 

T  -  konst.  (5) 

§  128.    Wenn  wir  in  die  Formel  (3)  die  Schreibweise  des  §  121 
einführen  und 

T  —  T  +  Ti 

setzen,  so  ist  aus  der  Dynamik  starrer  Körper  bekannt,  daß  die 
Glieder,  die  yon  T^  herrühren,  das  Bewegungs-  und  Drehungsmoment 
des  Körpers  selbst  bedeuten.  Daher  müssen  die  übrigen  Glieder,  die 
Yon  T  herrühren,  das  System  der  impulsiven  Drucke  darstellen,  welche 
Yon  der  Oberfläche  des  Körpers  auf  die  Flüssigkeit  ausgeübt  werden, 
wenn  die  yorausgesetzte  momentane  Erzeugung  der  Bewegung  ans 
der  Ruhe  heraus  stattfindet. 

Dies  ist  leicht  zu  bestätigen.     Z.  B.  ist  die  a;-Komponente  des 
obigen  Systemes  impulsiver  Drucke  gleich 


ff9<pldS^-,fß'-^dS 


=  Am  +  C'v  +  B'w  +  fp  +  f'q  +  FV  =  |J  (6) 

gemäß  der  Formeln   der  §§  118  und  121.    Analog  ist  daa  Moment 
der  impnlaiTen  Dmcke  um  die  Achse  Ox 


ff99>iny  -  mz)dS  ^  ~  ^fj^p  ^/^«  dS 


=  Pu  +  Ot?  +  Hw;  +  Pj)  +  R  g  +  QV  -  |^.     (7) 

§  124.    Die  Bewegungsgleichungen  können  jetzt  folgendermaßen 
geschrieben  werden^): 


1)  Siehe  Kiichhoff,  {.  c,  S.  184;  feiner  Sir  W.  Thomson,  „Hydrokinetio 
Solutions  and  Observations'^  Fhü.  Mag.,  November  1871  (abgedruckt  in  den 
Baltimore  Lectures,  Cambridge  1904,  S.  584). 
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d  dT 
dt  du 

dT           dT   ,    ^ 

=*^    o      —So V^ 

dv       ^  dw    * 

d  dT 

dt  dv 

dT       ^dT       y 

d  dT 

dt  dvs 

^dT           dT       ^ 
--^  du^P  dv  +^ 

d  dT 
dt  dp 

dT 

-""dv 

dT    ,       dT          dT    .    j. 
'dw+^-dq        ^dr+^ 

d  dT 

dt  dq 

dT 

dw 

dl    ,       dT          dT    ,T^jf. 
du    *  ^  dr           dp 

d  dT 
didr 

dT 
du 

dT    .       dT          dT    .    j^ 

"^dv+idp         Pdq+^ 

\. 


(1) 


Wenn  wir  hierin  T  —  T  +  Tj  setzen,  und  die  Glieder,  die  von  T 
stammen,  isolieren,  so  erhalten  wir  Ausdrücke  für  die  Kräfte^  welche 
durch  den  Druck  der  umgebenden  Flüssigkeit  auf  den  bewegten  Körper 
ausgeübt  werden;  z.  B.  ist  die  gesamte  Komponente  X  des  Flüssigkeits- 
druckes parallel  zur  :r- Achse: 


d  dT 


dT 


dT 


^  ^  "~  ^/  ^:7  +  ^  5::  ~"  ?  ä7 


dt  dit 


dv 


dw 


(2) 


und  das  Moment  L  derselben  Drucke  um  die  o;- Achse  ist^): 

j  d  cT    ,        dT  dT    ^       dT  dT 

dt  dp  dv  dw    '       dq        ^  dr 


(3) 


Wenn  z.  B.  der  feste  Körper  gezwungen  wird,  sich  mit  konstanter 
Geschwindigkeit  (u,  t?,  w)  ohne  Rotation  zu  bewegen,  so  haben  wir: 

dT 


wo 


1^  dT 

dv  dw 

TU  ^T  dT 

dw  du 

xr  dT  dT 

du  dv 


2T  =  Ali«  +  Bv»  +  Cw^  +  2A'vw  +  2Wwu  +  2C'iit;. 


(4) 


Die  Flüssigkeitsdrucke  reduzieren  sich  also  auf  ein  Kraftepaar,  welches 
überdies  verschwindet,  wenn: 


dT 

du 


:  u 


dT 

dv 


dT 

dw       ' 


1)  Wenn  die  Formen  dieser  Ausdrücke  einmal  bekannt  sind,  so  ist  es  nicht 
schwer,  sie  durch  direkte  Rechnung  aus  der  Dmckgleichung  (4)  des  §  20  zu  be- 
stätigen. Siehe  Lamb,  „On  the  Forces  ezperienced  by  a  Solid  moving  through 
a  Liquid'',  Quart.  Jaum.  Math.,  19,  1SS3. 

Lamb,  HjdrodTiuunik.  18 
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d.  h.;  wenn  die  Geschwindigkeit  (u,  v,  w)  die  Richtung  einer  Haupt- 
achse des  Ellipsoides 

Ax^  +  By*  +  Cz^  +  2A'yz  +  2  Wzx  +  2  Cary  -  konst        (5) 
hat. 

Es  gibt  also,  wie  zuerst  yon  Eirchhoff  bemerkt  wurde,  fOr  einen 
jeden  festen  Körper  drei  zueinander  senkrechte  Richtungen  per- 
manenter Translation;  d.  h.  wenn  der  Körper  parallel  zu  einer  von 
diesen  Richtungen  ohne  Rotation  in  Bewegung  gesetzt  und  sich  selbst 
überlassen  wird,  so  wird  er  sich  bestandig  in  dieser  Weise  bewq^. 
Es  ist  klar,  daß  diese  Richtungen  allein  durch  die  Gestaltung  der 
Oberfläche  des  Körpers  bestimmt  sind.  Es  soll  jedoch  bemerkt  werden, 
daß  der  Impuls,  der  nötig  ist,  um  eine  dieser  permanenten  Trans- 
lationsbewegungen  zu  erzeugen,  sich  im  allgemeinen  nicht  auf  eine 
einfache  Kraft  reduziert;  wenn  z.  B.  die  Koordinatenachsen  der  Ein- 
fachheit halber  so  gewählt  sind,  daß  sie  den  drei  fraglichen  Richtungen 
parallel  sind,  sodaß 

so  haben  wir  der  Bewegung  u  allein  entsprechend 

i^Äu,      A  =  Fu, 
^  =  0,         /i  -  F'u, 
g  =  0,         V  -  r'u, 

sodaß  der  Impuls  aus  einer  Schraube  von  der  Ganghöhe  —r-  besteht. 

Bei  derselben  Wahl  der  Achsen  sind  die  Komponenten  des 
Kräftepaares,  welches  den  Flüssigkeitsdrucken  auf  den  Körper  äqui- 
valent ist,  im  Falle  einer  gleichförmigen  Translation  (m,  t;,  w): 

L^{B  —  C)vw 

M-(C-A)w;ii   .  (6) 

N  =  (A-B)iiv) 

Wenn  wir  daher  in  dem  Ellipsoid 

Ax^  +  By*  -f  C^«  =  konst.  (7) 

einen  Radiusvektor  r  in  der  Richtung  der  Geschwindigkeit  (w,  r,  ir) 
ziehen  und  das  Lot  h  vom  Mittelpimkt  auf  die  Tangentialebene  des 
Endpunktes  yon  r  fällen,  so  ist  die  Ebene  des  Kräftepaares  diejenige 

von  h  und  r,  seine  Größe  ist  proportional  zu  -r-  sin  (A,  r),  und  sein 

Bestreben  ist,  den  Körper  in  der  Richtung  von  h  nach  r  zu 
drehen.  Wenn  also  die  Richtung  von  (w,  v,  w)  nur  wenig  von  der 
2;- Richtung  abweicht,  so  ist  es  das  Bestreben  des  Kräftepaares,  4ie 
Ablenkung   zu   verringern,   wenn  A    die   größte,   und   zu   vermehren, 
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wenn  A  die  kleinste  der  drei  Größen  A,  B,  C  ist,  wahrend  in  dem 
Falle,  daß  A  zwischen  B  und  C  liegt,  die  Sache  yon  der  relativen 
Lage  von  r  zu  den  kreisförmigen  Querschnitten  des  obigen  Ellipsoides 
abhangt.  Es  folgt  dann,  daß  von  den  drei  permanenten  Translationen 
nur  eine  einzige  völlig  stabil  ist,  nämlich  diejenige,  welche  dem 
größten  der  drei  Koeffizienten  A,  B,  C  entspricht.  Z.  B.  ist  die  ein- 
zige stabile  Richtung  für  die  Translation  eines  EUipsoides  diejenige 
der  kleinsten  Achse;  vergleiche  §  121.^) 

§  125.  Die  obigen  stationären  Bewegungen  sind  zwar  die  ein- 
fachsten, aber  nicht  die  einzigen,  die  der  Körper  ausführen  kann, 
wenn  keine  äußeren  Kräfte  wirken.  Die  jeweilige  Bewegung  eines 
Körpers  in  einem  Augenblick  besteht  nach  einem  wohlbekannten 
Satze  der  Kinematik  aus  einer  Drehung  um  eine  gewisse  Schraube; 
und  die  Bedingung,  daß  diese  Bewegung  permanent  sei,  ist  die,  daß 
die  Lage  des  Impulses  (welcher  im  Räume  fest  ist)  in  Bezug  auf  den 
Körper  nicht  geändert  werden  darf.  Dies  erfordert,  daß  die  Achsen 
der  Schraube  und  des  entsprechenden  Impulses  zusammenfallen.  Da 
die  allgemeinen  Gleichungen  einer  geraden  Linie  vier  unabhängige 
Konstanten  enthalten,  gibt  dies  vier  lineare  Beziehungen,  welche  durch 
die  fünf  Verhältnisse  t* :  t; :  w; :  p  :  g  :  r  befriedigt  werden  müssen.  Es 
existiert  also  unter  den  betrachteten  umständen  fQr  jeden  Körper 
ein  einfach-unendliches  System  von  möglichen  stationären  Bewegungen. 

unter  den  stationären  Bewegungen  kommen  an  Wichtigkeit  die- 
jenigen den  drei  permanenten  Translationen  am  nächsten,  für  welche 
der  Impuls  sich  auf  ein  Kroftepaar  reduziert.  Die  Gleichungen  (1) 
des  §  120  zeigen,  daß 

A,  ft,  1/  konstant 
sein  können,  vorausgesetzt,  daß 

l=i'-  =  JL  =  Ä.  (1) 

Wenn  die  Koordinatenachsen  die  speziellen  Richtungen  haben,  die  im 
vorigen  Paragraphen  angedeutet  sind,  so  geben  uns  die  Bedingungen 

sogleich  M,  V,  w  durch  p,  q,  r  ausgedrückt,  nämlich: 

1)  Die  physikalische  Ursache  dieses  Strebens  eines  Körpers  von  flacher 
Form,  sich  mit  der  Breitseite  gegen  die  relative  Strömung  zu  stellen,  ist  in  der 
Figur  auf  S.  102  deutlich  dargestellt.  Eine  Anzahl  interessanter  praktischer 
Beispiele  ist  von  Thomson  und  Tait,  §  825,  gegeben. 

18^ 


und 
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Setzen  wir  diese  Werte  in  die  Ausdrücke  für  k,  (i,  v  ein,   die  aus 
Gleichung  (3)  des  §  122  erhalten  werden,  so  finden  wir: 


dp 

^         Cq 


dr  ) 


(3) 


de 

V  = 

vorausgesetzt,  daß 

20O,  q,  r)  =  fp*+(^qi+  »r»+  2f'qr  +  2Cfi'fp  +  2»'pg,     (4) 
wo  die  Koeffizienten  durch  Formeln  folgender  Art  bestimmt  werden: 


*^  A         B         C  '     ^  A  B  C  ^^ 

Die  Formeln  gelten  für  jeden  Fall,  in  dem  die  Kraftkomponente  des 
Impulses  yerschwindet.  Führen  wir  die  Bedingungen  (1)  der  statio- 
nären Bewegung  ein,  so  sind  die  Verhältnisse  p:  q:r  aus  den  Glei- 
chuniren 

«>  +  %  +  lDV=Ä'g|  (6) 

zu  bestimmen.  Die  Form  dieser  Gleichungen  zeigt,  daß  die  Linie, 
deren  Richtungsverhältnisse  jp:g:r  sind,  einer  Hauptachse  des  Ellipsoides 

S(x,  y,  z)  =  konst.  (7) 

parallel  sein  muß.  Es  gibt  also  drei  permanente  Schraubenbewegnngen, 
die  so  beschafifen  sind,  daß  die  entsprechende  impulsive  Schraube  sich 
in  jedem  Falle  auf  ein  Eräftepaar  allein  reduziert.  Die  Achsen  dieser 
drei  Schrauben  stehen  rechtwinklig  aufeinander,  schneiden  sich  aber 
im  allgemeinen  nicht. 

Es  soll  jetzt  gezeigt  werden,  daß  die  Bewegung  in  allen  Fallen 
vollständig  bestimmt  werden  kann,  wo  der  Impuls  sich  auf  ein  Eräfte- 
paar allein  reduziert.  Es  ist  passend,  den  Ursprungspunkt  zu  Yer- 
legen,  während  man  dieselben  Achsenrichtungen  behalt.  Es  kann  nun 
der  Ursprung  nach  einem  Punkte  (x,  y,  z)  verlegt  werden,  indem  man 

w  +  ^y  —  ö'^ 
V  -\-pz  —  rx 

w  +  qx  —  py 
für  M,  V,  w  bzw.  schreibt.    Der  Koeffizient  von  2vr  in  dem  Ausdruck 
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für  die  kinetißche  Energie,  §  121  (8),  wird  —  Bx  +  G'",  derjenige 
von  2wq  wird  Cx  +  H\  usw.    Wenn  wir  daher 

1  (G"      H\  1  (H       F"\  1  /F'        G\       ,QX 

nehmen,  so  werden  die  Koeffizienten  in  dem  transformierten  Ausdruck 
für  2  T  den  Beziehungen 


91 
B 


JET 

C  ' 


C 


G^ 
B 


(9) 


genügen.  Wenn  wir  die  Werte  dieser  Paare  gleicher  Größen  durch 
a,  ^,  y  bezeichnen,  so  können  die  Formeln  (2)  folgendermaßen  ge- 
schrieben werden: 


u  = 


t?  =  — 


w  ^  — 


dp 

dt) 


(10) 


wenn 

2V{p,  q,  r) 


jp'  +  ^q*  +  ^-r*  +  2aqr+2ßrp  +  2ypq. 


(11) 


Man  kann  sich  die  Bewegung  des  Körpers  in  jedem  Augenblick 
ans  zwei  Bestandteilen  zusammengesetzt  vorstellen,  nämlich  aus  einer 
Translation,  die  derjenigen  des  Koordinatenanfangspunktes  gleich 
ist,  und  aus  einer  Rotation  um  eine  augenblickliche  Achse,  die  durch 
den  Anfangspunkt  geht.  Da  g  =  ij  ==  g  »  0,  so  ist  der  letztere  Teil 
durch  die  Gleichungen 


dl 

dt  =  ^'^  -  ^^' 


da  .        dv  . 


zu  bestimmen,  welche  ausdrücken,  daß  der  Vektor  (A,  ft,  v)  der  Größe 
nach  konstant  ist  und  im  Raunte  eine  feste  Richtung  hat.  Durch 
Einsetzen  aus  Gleichung  (3)  erhalten  wir: 


d  de 


de 


dt  dp 

dd_e 

dt  dq 

d^de 

dtdr 


dq 

de 
de 


—  r 


de 
dp 

de 


(12) 


Diese  sind  der  Form  nach  mit  den  Bewegungsgleichungen  eines 
starren  Körpers  um  einen  festen  Punkt  identisch,  sodaß  wir  die  be- 
kannte Poinsotsche  Lösung  des  letzteren  Problems  anwenden  können. 
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Die  Rotationsbewegang  des  Körpers  wird  erhalten ,  wenn  man  das 
EUipsoid  (7),  welches  im  Körper  fest  ist^  auf  einer  Ebene 

Ix  +  (ly  +  ve  =^  konsi 

rollen  laßt,  welche  im  Räume  fest  ist,  und  zwar  mit  einer  Winkel- 
geschwindigkeit, welche  der  Lange  OJ  des  Radiusvektors  proportional 
ist,  der  vom  Ursprungspunkt  nach  dem  Berührungspunkt  J  gezogen 
ist.  Die  Darstellung  der  wirklichen  Bewegung  wird  yervollstandigt^ 
wenn  man  dem  ganzen  System  des  rollenden  Ellipsoidee  und  der 
Ebene  eine  Translationsgeschwindigkeit  erteilt,  deren  Komponenten 
durch  Gleichung  (10)  gegeben  sind.  Diese  Geschwindigkeit  hat  die 
Richtung  der  Normalen  OM  zur  Tangentialebene  der  Flache  zweiten 
Grades 

W{x,y,z)^-e^  (13) 

in  dem  Punkt  P,  wo  OJ  sie  triflft,  und  ist  gleich  dem  ^-p ^-^-fiushen 

der  Winkelgeschwindigkeit  des  Körpers.  Wenn  OJ  nicht  die  Flache 
(13)  trifft,  sondern  die  zugeordnete  Fläche  zweiten  Grades,  die  durch 
Yertauschung  des  Vorzeichens  Ton  s  erhalten  wird,  so  ist  der  Rich- 
tungssinn der  Translationsgeschwindigkeit  umzukehren.^) 

§  126.  Das  Problem,  die  Bewegungsgleichungen  eines  Körpers 
im  allgemeinsten  Falle  zu  lösen,  hat  die  Aufmerksamkeit  yerschiedener 
Mathematiker  auf  sich  gelenkt,  aber  wie  es  bei  der  Kompliziertheit 
der  Frage  zu  erwarten  war,  ist  die  physikalische  Bedeutung  der 
Resultate  nicht  leicht  zu  erfassen.^) 

Im  folgenden  wollen  wir  zunächst  untersuchen,  welche  Verein- 
fachungen in  der  Formel  für  die  kinetische  Energie  für  spezielle 
Gattungen  von  Körpern  eintreten,  und  wir  wollen  dann  dazu  übergehen, 
einige  Au^ben  von  besonderem  Interesse  zu  erörtern,  welche  sich 
ohne  mathematische  Schwierigkeiten  behandeln  lassen. 

Der  allgemeine  Ausdruck  für  die  kinetische  Energie  enthalt,  wie 
wir  gesehen  haben,  21  Koeffizienten,  aber  durch  spezielle  Wahl  der 
Koordinatenachsen  und  des  Ursprungspimktes  können  diese  auf  15 
reduziert  werden.*) 


1)  Der  Inhalt  dieses  Paragraphen  ist  folgender  Arbeit  entnommen:  Lamb, 
„On  the  Free  Motion  of  a  Solid  through  an  Infinite  Mass  of  Liqnid^\  Proe. 
Land.  McUh.  Soc.,  8,  1877.  Ähnliche  Resnltate  wurden  unabhängig  von  Graig 
erhalten:   „The  Motion  of  a  Solid  in  a  Fluid'',  Ämer.  Joum.  of  Math.,  2,  1879. 

2)  Literaturnachweise  siehe  bei  Wien,  Lehrbuch  der  Hydrodynamik,  Leipsig 
1900,  S.  164. 

8)  Vergl.  Clebsch,  „Über  die  Bewegung  eines  Körpers  in  einer  Flüssigkeit^, 
M(Uh,  Ann.,  3,  S.  238,  1870.  Diese  Arbeit  beschäftigt  sich  mit  der  f^redproken^ 
Form  der  Bewegungsgleichungen,  die  erhalten  wird,  wenn  man  aus  Gleichung  (4) 
des  §  122  in  Gleichung  (1)  des  §  120  einsetzt. 
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Die  am  meisten  symmetrische  Weise,  den  allgemeinen  Ausdruck 
zu  schreiben,  ist  folgende: 

2T^Äu^+Bv^+  Cw^+2^vw  +  2fffvu  +  2  Cuv 
+  Pp^  +  Qq^  +  Rr^+2 P'qr  +  2  Qfrp  +  2Rpq 
+  2  Lup  +  2  Mvq  +  2  Nwr 

+  2F(vr  +  wq)  -\-2G(wp  +  ur)  +  2H(uq  +  vp) 
+  2F'(vr  -  M?3)  +  2  G'(wp  -  ur)  +  2H'{uq  -  vp).  (1) 

Wir  haben  gesehen,  daß  wir  die  Achsenrichtungen  so  wählen 
können,  daß 

JL'«5'  =  C'  =  0, 

und  es  kann  leicht  bewiesen  werden,  daß  wir  femer  durch  eine  Ver- 
schiebung des  Ursprungspunktes 

machen  können.  Wir  wollen  hinfort  annehmen,  daß  diese  Verein- 
fachungen bereits  bewirkt  sind. 

1.  Wenn  der  Körper  eine  Symmetrie-Ebene  hat,  so  erhellt  aus 
der  Lage  der  relativen  Stromlinien,  daß  eine  Translation  senkrecht 
zu  dieser  Ebene  eine  der  permanenten  Translationen  des  §  124  sein 
muß.  Wenn  wir  diese  Ebene  als  j?y- Ebene  nehmen,  so  ist  weiter 
ersichtlich,  daß  die  Energie  der  Bewegung  ungeändert  bleiben  muß, 
wenn  wir  die  Vorzeichen  von  w,  p,  q  umkehren.  Dies  erfordert,  daß 
P',  Q\  L,  Mj  Nj  H  verschwinden.  Die  drei  Schraubungen  des  §  125 
sind  jetzt  reine  Rotationen,  aber  ihre  Achsen  schneiden  sich  im  all- 
gemeinen nicht. 

2.  Wenn  der  Körper  eine  zweite  Symmetrie-Ebene  senkrecht  zur 
ersteren  hat,  nehmen  wir  diese  als  Xjer- Ebene.  Wir  finden,  daß  in 
diesem  Falle  auch  R  und  G  verschwinden,  sodaß 

2T^Äu^+  Bv^+  Cw^+  Pp^+  Q^+Rr^+  2F(vr  +  wq).    (2) 

Die  X-Achse  ist  die  Achse  einer  der  permanenten  Rotationen,  und 
diejenigen  der  beiden  anderen  schneiden  sie  rechtwinkUg,  wenn  auch 
nicht  notwendig  in  demselben  Punkt. 

3.  Wenn  der  Körper  eine  dritte  Symmetrie-Ebene  senkrecht  zu 
den  beiden  ersteren  hat,  z.  B.  die  yjer-Ebene,  so  haben  wir: 

2T^Äu^+Bv^+  Cw'+Pp^+  Qq*+  Er".  (3) 

4.  Kehren  wir  zu  No.  2  zurück,  so  bemerken  wir,  daß  im  Falle  eines 
Umdrehungskörpers  um  die  x- Achse  der  Ausdruck  für  2T  ungeändert 
bleiben  muß,  wenn  wir  t?,  g,  —  «;,  —  r  für  «?,  r,  v,  q  schreiben,  da 
dies  mit  einer  Rotation  der  y-  und  ;?•  Achse  um  einen  rechten  Winkel 
gleichwertig  ist.     Folglich  ist 
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B-C,     Q^B,     jF-0, 
und  deshalb 

2T^Äu^+B(v*+w^  +  Pp^+  Q{q^+  r^.  (4) 

Dieselbe  Redaktion  gilt  in  einigen  anderen  Fällen,  c.  B.  wenn 
der  Körper  ein  gerades  Prisma  ist,  dessen  Qnerschnitt  irgend  ein 
reguläres  Polygon  bildet.^)  Dies  erhellt  sogleich  aus  der  Erwägung, 
daB  ee  unmöglich  ist,  den  y-  und  jer- Achsen  irgend  welche  eindeutig 
bestimmten  symmetrischen  Richtungen  zuzuschreiben,  wenn  die  x-Achse 
mit  der  Achse  des  Prismas  zusammenfällt. 

5.  Wenn  im  letzten  FaUe  die  Form  des  Körpers  in  einer  ähn- 
lichen Beziehung  zu  jeder  der  Koordinatenebenen  steht  (z.  B.  eine 
Kugel  oder  ein  Würfel),  so  nimmt  der  Ausdruck  (3)  folgende  Form  an: 

2T^Ä{u^+v*+  w^  +  P{p^  +  «H  r*).  (5) 

Dies  kann  in  ähnlicher  Weise  auf  andere  Fälle  ausgedehnt  werden, 
z.  B.  auf  jedes  reguläre  Polyeder.  Ein  solcher  Körper  ist  Tom  jetzigen 
Standpunkt  aus  so  gut  wie  „isotrop^^  und  seine  Bewegung  wird  genau 
wie  diejenige  einer  Kugel  imter  ähnlichen  Bedingungen  sein. 

6.  Wir  wollen  jetzt  eine  andere  Klasse  von  Fällen  betrachten. 
Nehmen  wir  an,  daß  der  Körper  eine  Art  schiefer  Symmetrie  um 
eine  bestimmte  Achse  (z.  B.  die  2;- Achse)  besitzt,  d.  h.,  daB  er  mit 
sich  selbst  identisch  bleibt,  wenn  er  um  zwei  rechte  Winkel  um  diese 
Achse  gedreht  wird,  aber  nicht  notwendig  eine  Symmetrie-Ebene  be- 
sitzt.') Der  Ausdruck  für  2  T  muß  dann  ungeändert  bleiben,  wenn 
wir  die  Vorzeichen  von  v,  w,  g,  r  umkehren;  es  verschwinden  also 
die  Koeffizienten  (jf,  K,  G,  H,    Wir  haben  dann 

2T^Au^+Bv^+Cw^+  Pp^+  Qq^+Br^+2P'qr 

+  2  Lup  +  2  Mvq  +  2  Nwr  +  2  F(vr  +  wq).         (6) 

Die   X-Achse   ist  eine  der  Richtungen  permanenter  Translation;   sie 
ist   auch  die  Achse   einer  der  drei  Schrauben  des  §  125,   wobei  die 

Ganghöhe  gleich  —  —7-  ist.    Die  Achsen  der  zwei  übrigen  Schrauben 

schneiden  diese  rechtwinklig,  aber  im  allgemeinen  nicht  in  demselben 
Punkt. 

7.  Bleibt  der  Körper  mit  sich  selbst  identisch,  wenn  er  um 
einen  rechten  Winkel  um  die  obige  Achse  gedreht  wird,  so  muß  der 
Ausdruck  (6)  unverändert  bleiben,  wenn  v,  q,  —  w,  —  r  für  m?,  r,  v,  q 
geechrieben  werden.     Dies  erfordert,  daß 

S=(7,  e  =  B,  P'=0,    M=N,F=0. 


1)  Siehe  Larmor,  „On  Hydiokinetic  Symmetry",  Quart.  Joum.  Math.,  80, 1886. 

2)  Eine  zweibl&ttrige  Schiffsschraube  ist  ein  Beispiel  eines  derartigen  K8rpMa> 
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Folgüch  ist') 

2T^Äu^+B(v^+w^)+Pp^+Q(q^+r^)  +  2Lup+2M{vq+wr).     (7) 

Die  Form  dieses  Ausdruckes  bleibt  unTeiHndert^  wenn  die  y-  und 
jff- Achse  in  ihrer  eigenen  Ebene  um  irgend  einen  Winkel  gedreht 
werden.  Man  sagt  deshalb^  daß  der  Körper  schraubenförmige  Sym« 
metrie  um  die  x- Achse  besitzt. 

8.  Wenn  der  Körper  die  gleichen  Eigenschaften  der  schiefen 
Symmetrie  in  Bezug  auf  eine  Achse  besitzt,  welche  die  erstere  recht- 
winklig schneidet^  so  müssen  wir  offenbar 

2T^Ä(u^+v^+fv')  +P(j>^+q^+r^  +  2L(pu  +  qv  +  rfv)     (8) 

haben.  Jede  Richtung  ist  jetzt  eine  solche  permanenter  Translation, 
und  jede  Linie  durch  den  Ursprungspunkt  ist  die  Achse  einer  Schraube 

von  der  in  §  125  betrachteten  Art  mit  der  Oanghöhe  —  -j- .     Die 

Form  Ton  Gleichung  (8)  bleibt  bei  jedem  Wechsel  in  den  Richtungen 
der  Koordinatenachsen  unverändert  Man  sagt  deshalb  in  diesem  Falle, 
daß  der  Körper  y,schrat4b€nförmig  isotrop"  ist. 

§  127.  Für  den  Fall  eines  Umdrehungs-  oder  anders  gestalteten 
Körpers,  wo  die  Formel 

2  T=  Äu^+B(v^+  M7«)  +  Pp^+  Q{q^+f^)  (1) 

gilt,  ist  die  vollständige  Integration  der  Bewegungsgleichungen  von 
Kirchhoff')  vermittels  elliptischer  Funktionen  ausgeführt  worden. 

Der  besondere  Fall,  wo  der  Körper  sich  ohne  Rotation  um  die 
Figurenachse  so  bewegt,  daß  diese  immer  in  einer  Ebene  Uegt, 
gestattet  eine  sehr  einfache  Behandlung'),  und  die  Ergebnisse  sind 
sehr  interessant. 

Wenn  die  fragliche  feste  Ebene  mit  der  xy-^hene  zusammen- 
föUt,  haben  wir 

1?  ==  g  =«  W7  =  0, 

sodaß  die  Bewegungsgleichungen  (1)  des  §  124  sich  auf 


A^^rBv,      B^ rAu, 


dt       '^"^  dt 

dr^ 
dt 


Q^;,^{A-B)uv 
reduzieren. 


(2) 


1)  Dieses  Resultat  gestattet  eine  gleiche  Yeiallgemeinerang  wie  (4),  es  gilt 
z.  B.  für  einen  Körper,  der  wie  eine  Schiffsschranbe  mit  drei  symmetrisch  an- 
geordneten Blättern  gestaltet  ist. 

2)  l.  c,  S.  184. 

8)  Siehe  Thomson  nud  Tait,  Natural  JPhüosophy,  %  322;  Greenhill,  „On 
the  Motion  of  a  Cylinder  through  a  Frictionless  Liquid  under  no  Forces'*,  Mess. 
of  Math.,  9,  1880. 


202  ^-  tFbet  die  Bewegung  fester  Körper  in  einer  Flüiaigkeit 

Es  seien  x  und  y  die  Koordinaten  des  bewegten  AnfiEmgspanktes 
in  Bezug  auf  feste  Achsen  in  der  Ebene,  in  der  die  Achse  des  Kör- 
pers sich  bewegt;  wobei  die  X-Achse  mit  der  Wirkungslinie  des 
resultierenden  Impulses  I  zusammenfallen  soll;  und  es  sei  0  der 
Winkel;  den  die  im  Körper  feste  Linie  Ox  mit  x  macht.  Wir 
haben  dann 

Äu  =  /  cos  0 

JBv  =  —  /  sin  e 

Die   ersten    beiden   der   Oleichungen  (2)   drücken  nur   aus,   daß  die 
Richtung  des  Impulses  im  Räume  fest  ist;  die  dritte  gibt 

Qe  +  ^^^^  P  sin  e  cos  e  -  0.  (3) 

Wir  können  ohne  Schaden  für  die  allgemeine  Gültigkeit  an- 
nehmen, daß  A>B.  Wenn  wir  2d=»d  schreiben,  so  lautet  GHei- 
chung  (3): 


d 


{A--B) 


was  die  Bewegungsgleichung  des  gewöhnlichen  Pendels  ist.  Folglich 
ist  die  Winkelbewegnng  des  Körpers  diejenige  eines  y,Quadrcmim- 
Pendels",  d.  h.  eines  Körpers,  dessen  Bewegung  das  gleiche  Gesetz 
in  Bezug  auf  den  Quadranten  befolgt  als  das  gewöhnliche  Pendel  in 
Hinsicht  auf  den  Halbkreis.  Wenn  0  durch  Öleichung  (3)  und  die 
Anfangsbedingungen  bestimmt  ist,  so  werden  X  und  y  aus  den 
Oleichungen 


i  ■=»  w  cos  0  —  v  sin  ö  =  -j-  cos*  0  +  «  sin'  0 


(5) 


(I         I\  Q  " 

-j-  —  ^j  sin  0  cos  0  «"  -j-0 

gefunden,  deren  letztere 

y  =  -f-e  (6) 

gibt,  wie  auch  auf  andere  Weise  erhellt,  da  die  additive  Konstante 
Null  ist,  weil  die  X-Achse  mit  der  Richtung  des  Impulses  /  zu- 
sammenfallen und  nicht  bloß  ihr  parallel  sein  soll. 

Wir  wollen  zuerst  annehmen,  daß  der  Körper  vollständige  Um- 
drehungen ausfahrt;  in  diesem  Falle  nimmt  das  erste  Integral  von  (3) 
die  Form 

ö«  „  cö«  (1  -  Ä«  sin*  0)  (7) 

an,  wo 
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Rechnen  wir  t  von  der  Lage  0  »  0  aus,  so  haben  wir: 

0 

in  der  gewöhnlichen  Schreibweise  der  eUiptischen  Integrale.  Wenn 
wir  t  ans  (5)  und  (7)  eliminieren  und  dann  nach  0  integrieren,  so 
finden  wir: 

\>  (10) 

y  «  -£  ö  =«  ^-  (1  -  t«  sin«  Ö)i  ) 

wo  der  Anfangspunkt  von  x  der  Lage  0  »  0  entsprechen  soll.  Die 
Bahn  kann  in  jedem  besonderen  Falle  vermittels  der  Legendreschen 
Tafeln  gezeichnet  werden.  Siehe  die  Kurve  I  in  der  umstehenden  Figur. 
Wenn  andererseits  der  Körper  keine  vollständige  Umdrehung 
machty  aber  um  einen  Winkel  a  nach  jeder  Seite  aus  der  Lage  6  =  0 
schwingt;  so  lautet  die  entsprechende  Form  des  Integrals  (3): 

»■-•('-£^D>  (") 


wo 


^^^^iz^r'  (12) 

sin  0  =»  sin  a  sin  ^ 


Wenn  wir 

setzen^  so  gibt  dies 

if^  =  .  ,  (1  —  sin*  a  sin*  ii), 
^         sin*  a  ^  ^ ^^ 

folglich 

-^  =  J(sina,^).  (13) 

Transformieren  wir  jetzt  so,  daß   in  den  Gleichungen  (5)  ^  die  un- 
abhängige Variable  wird,  und  integrieren  wir,  so  finden  wir: 


X  =  ^—  sin  a  •  2^(sin  a,  ^)  —  ~-  cosec  a  •  JE  (sin  a,  ^) 

y  ==  ^  cos  ^ 


1  • 


(14) 


Die  Bahn  des  Punktes  0  ist  jetzt  eine  wellenförmige  Kurve, 
welche  die  Linie  des  Impulses  in  Zeitintervallen  kreuzt,  die  einer 
halben  Periode  der  Winkelbewegung  gleich  sind.  Dies  ist  in  den 
Kurven  IQ  und  lY  der  folgenden  Abbildung  dai^estellt. 

Es  bleibt  noch  ein  besonderer  Fall  zwischen  den  beiden  voran- 
gehenden übrig,  nämlich,  wo  der  Körper  gerade  eine  Halbumdrehung 
macht,   indem    B   als  Grenzen   die  beiden  Werte  ±  1  ^  ^i*     Dieser 
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Fall  kann  erhalten  werden,  wenn  man  in  Qleichong  (7)  k 
oder  in  Gleichung  (11)  a  =^  ^:r;  wir  finden: 

d     »     O     cos     Oy 

(ot  =  log  tang  (i  3t  +  ^  ö), 
x-^logtang(i.-r  +  iÖ)^^sine 


1  setzt^ 

(15) 
(16) 

(17) 


Siehe  die  Kurve  II  der  Figur.  ^) 

Es  ist  zu  bemerken  y  daß  die  obige  Untersuchung  nicht  auf  den 
Fall  eines  Umdrehungskörpers  beschrankt  ist;  sie  gilt  ebenso  gut 
f&r  einen  Körper  mit  zwei  senkrechten  Symmetrieebenen,  der  sich 
parallel  zu  einer  von  diesen  Ebenen  bewegt,  Torausgesetzt,  daß  der 


in 


X 


Ursprungspunkt  geeignet  gewählt  ist.  Ist  die  fragliche  Ebene  die  rry-Ebene, 
und  verlegen  wir  den  Ursprung  nach  dem  Punkte  («;  0,  0],  so  ver- 

1)  Um  die  besonderen  Eigenschaften  der  Bewegung  darzustellen,  sind  die 
Kurven  fOr  den  etwas  extremen  Fall  Ä  =  bB  gezeichnet.    Im  Falle  einer  nn- 

Ä 
endlich  dünnen  Lamelle  ohne  eigene  Trägheit  würden  wir  -^  s=  cx>  haben;  die 

Kurven  wurden  dann  Spitzen  haben,  wo  sie  die  y- Achse  treffen.  Es  folgt  aua 
Gleichung  (6)  das  x  immer  dasselbe  Vorzeichen  hat,  sodaß  in  keinem  Falle 
Schleifen  entstehen  können. 

In  den  verschiedenen  gezeichneten  Fällen  ist  der  Körper  immer  durch  den- 
selben Impuls  in  Bewegung  gesetzt,  aber  mit  verschiedenen  Graden  der  Rotation. 
Bei  der  Kurve  I  ist  die  maximale  Winkelgeschwindigkeit  das  }/2- fache  von  der- 
jenigen in  dem  Grenzfalle  II;  die  Kurven  UI  und  IV  dagegen  stellen  Schwin- 
gimgen  von  der  Amplitude  46^  bez.  18^  dar. 
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schwindet  das  letzte  Olied  in  der  Formel  (2)  des  §  126,  niid  die  Bth 
wegongsgleichangen  nehmen  die  obige  Form  (2)  an.  Wenn  die  Be- 
wegung andererseits  parallel  zur  jerrr- Ebene  ist,  müssen  wir  den  Ur- 
sprung nach  dem  Punkte  (-^,  0,  Oj  yerlegen. 

Die  Ergebnisse  dieses  Paragraphen,  samt  den  Abbildungen,  dienen 
dazu,  die  Behauptungen  am  Ende  Ton  §  124  zu  erlautem.  So  zeigt 
die  Kurve  lY  mit  überhöhter  Amplitude  den  Fall  einer  gestörten 
stabilen  Bew^ung  parallel  zu  einer  Achse  permanenter  Translation. 
Den  Fall  einer  gestörten  labilen  stationären  Bewegung  würde  eine 
Kurve  darstellen,  welche  an  11  auf  der  einen  oder  der  anderen  Seite 
benachbart  ist,  je  nach  der  Art  der  Störung. 

§  128.  Fragt  man  nur  nach  der  Stabilität  der  Bewegung  eines 
Körpers  parallel  zu  einer  Symmetrieachse,  so  kann  man  natürlich 
vermittels  angei^herter  Methoden  ein&cher  verfahren.  Wenn  z.  B.  ein 
Körper  mit  drei  Symmetrieebenen,  wie  in  Nr.  3  des  §  126,  ein  wenig 
aus  dem  Zustande  der  stationären  Bewegung  parallel  zur  o;- Achse 
gestört  wird,  so  finden  wir,  indem  wir 

schreiben  und  annehmen,  daß  u,v,WyP,qyr  sämtlich  sehr  klein  sind: 


(1) 


^dw          . 

^S-O'     Q'^-{C-ä)u,w, 

E%-iÄ-B)u,v 

^-olglich:                        _  ,.          .  M  _  B^ 

mit  einer  ähnlichen  Gleichung  für  r,  und 

« 

^  d^w       A^Ä  —  C)      ,  rv  /o\ 

^  Ti' -Q         <^  ^  ^'  (2) 

mit  einer  ähnlichen  Gleichung  für  q.  Die  Bewegung  ist  also  nur 
dann  stabil,  wenn  A  der  größte  der  drei  Werte  A,  B,  C  ist 

Es  ist  aus  der  gewöhnlichen  Dynamik  bekannt,  daß  die  Stabilität 
eines  Körpers,  der  sich  parallel  zu  einer  Symmetrieachse  bewegt, 
vermehrt,  bzw.  die  Instabüität  vermindert  wird,  wenn  man  ihm 
eine  Rotation  um  diese  Achse  erteilt.  Diese  Frage  ist  von  Greenhill^) 
untersucht  worden. 

Es  sei  ein  Rotationskörper  ein  wenig  aus  dem  Zustande  verrückt, 
wo   er  sich  mit  konstantem  u  und  p  bewegt,   und  wo  die  übrigen 

1)  ,^aid  Motion  between  Confocal  Elliptic  Cylindera  etc.^\  QtMrt.  Jotum. 
Math,,  16,  1879. 
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G^eschwindigkeitBkomponenten  null  sind.  Wenn  wir  die  Quadrate  und 
Produkte  kleiner  Gh-ößen  yemachlassigen,  so  ergeben  die  erste  und 
vierte  der  Gleichungen  (1)  des  §  124: 


dt 
folglich: 

wo  Uq  und  Pq  Konstanten  sind.  Setzt  man  aus  Gleichung  (3)  des 
§  126  ein,  so  erhalten  die  übrigen  Gleichungen  die  Formen: 

^  (dJ  -  -Po«^)  =  -  ^%r,      B{^  +  Po^)  -  Äu^q,  (4) 

Qjt+(^-^)^or  —  (Ä-B)u,w,    Q^-^{P^Q)p,q^(A--B)u^v.  (6) 

Wenn  wir  annehmen,  daß  r,  w,  q,  r  zu  e'*''  proportional  sind,  und 
ihre  Verhältnisse  eb'minieren,  so  finden  wir: 

Qtf'±iP-2Q)p,6-[iP-Q)po'+^(Ä-BW]^0.      (6) 

Die  Bedingung  dafür,  daß  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  reell  seien, 
lautet  so,  daß 

positiv  sein  muß.  Dies  ist  immer  erfüllt,  wenn  A>  B,  und  kann 
im  entgegengesetztem  Falle  bewirkt  werden,  wenn  p^  einen  genügend 
großen  Wert  erhält. 

Dieses  Beispiel  erläutert  die  Stabilität  im  Fluge,  welche  einem 
Geschoß  durch  den  Drall  verliehen  wird. 

§  129.  In  der  Untersuchung  des  §  125  wurde  der  Ausdruck 
„stationär''  gebraucht,  um  Arten  der  Bewegung  zu  bezeichnen,  bei 
denen  die  jeweilige  Schraube  eine  konstante  Beziehung  zu  dem  be- 
wegten Körper  behält.  Im  Falle  eines  Umdrehungskörpers  ist  es 
jedoch  angemessen,  den  Ausdruck  in  etwas  erweitertem  Sinne  zu  ge- 
brauchen, indem  wir  ihn  auf  Bewegungen  ausdehnen,  bei  denen  die 
Vektoren  für  die  Translations-  und  Rotationsgeschwindigkeit  kon- 
stante Größen  besitzen,  sowie  konstante  Winkel  mit  der  Symmetrie- 
achse und  miteinander  einschließen,  obwohl  ihre  Beziehung  zu  Punkten 
des  Körpers,  die  nicht  auf  der  Achse  liegen,  sich  beständig  ändern 
kann. 

Die  Bedii^ungen,  die  in  diesem  Falle  erfüllt  werden  müssen, 
werden  sehr  leicht  aus  den  Bewegungsgleichungen  des  §  124  erhalten^ 
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welche  nach    Substitation   aas   Gleichong  (4)   des   §  126   folgender- 
maßen lauten: 


B^^^Aqu-Bpv,    Q%~      {A-B)uv  +{P-Q)pq 


>• 


(1) 


Es  folgt^  daß  p  in  jedem  Falle  konstant  ist,  und  daß  q^  +  r^  eben* 
falls  konstant  ist,  Toransgesetzt,  daß 

^'V-lc.  (2) 

Dies  bewirkt,  daß 

^  =«  0     und     t?*  +  w*  ==  konst. 

Es  folgt,  daß  auch  h  konstant  sein  wird,  und  es  bleibt  nur  übrig, 
die  Gleichungen 

(2^  =  -{(^-JB)Äu  +  (P-(2)p}r 

zu  erfüllen.     Diese  sind  yereinbar,  Torausgesetzt,  daß 

TcB{{A-B)Tiu  +  {P-Q)p]+Q{hBp^AH)^0, 

somit 

u_  kBP  .^. 

Wir  erhalten  also  durch  Veränderung  von  k  eine  imbegrenzte  Anzahl 
möglicher  Falle  stationärer  Bewegungen  von  der  Art,  die  wir  oben 
definiert  haben.  In  jedem  von  ihnen  liegen  die  augenblickliche 
Rotationsachse  und  die  Translationsrichtung  des  Ursprungs  in  einer 
Ebene  mit  der  Achse  des  Körpers.  Es  wird  leicht  eingesehen,  daß 
der  XJrsprungspunkt  eine  Schraubenlinie  um  die  Richtung  des  Impulses 
beschreibt. 

Diese  Resultate  stammen  von  Eirchhoff. 

§  180.  Der  einzige  Fall  eines  Körpers  mit  schraubenförmiger 
Eigenschaft,  in  welchem  einfache  Resultate  erhalten  werden  können, 
ist  derjenige  des  isotropen  Schraubenkörpers,  der  durch  Gleichung  (8) 
des  §  126  definiert  ist.  Es  sei  0  das  Zentrum  des  Körpers,  und  die 
Koordinatenachsen  seien  in  jedem  Augenblick  eine  Linie  Ox  parallel 
zur  Achse  des  Impulses,  eine  Linie  Oy  Ton  dieser  Achse  nach  außen 
gezogen,   und   eine  Linie   Ojer,   die   senkrecht   zur  Ebene  der  beiden 


],  (1) 
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ersteren   steht     Wenn  /  und  K  die  Kraft  und  das  Kiiftepaar  Üb: 
den  Impuls  bezeichnen,  so  haben  wir 

Au  +  Lp^l^I,     Av  +  Lq^fi^Q,    JL«?  +  Zr  -  f  =  0, 
Pp  +  Lu=^X^K,     Pg  +  Zu  «  fi  =  0,     Pr  +Lic^v^  Im 

wo  Vi  den  Abstand  des  Punktes  0  von  der  Achse  des  Impulses  be- 
zeichnet. 

Da  AP-U  +0, 

so  zeigen  die  zweite  und  fünfte  dieser  Gleichungen,  daß 

f  »  0,    g  -  0. 

Deshalb  ist  iü  während  der  ganzen  Bewegung  konstant,  und  die  übrigen 
Größen  sind  auch  konstant;  insbesondere  ist 

Der  Ursprungspunkt  0   beschreibt   also   eine  Schraubenlinie   um   die 
Achse  des  Impulses,  deren  Ganghöhe 

K  _P 
1        L 

ist.     Dieses  Beispiel  stammt  von  Lord  Kelvin.^) 

§  181.  Ehe  wir  diesen  Teil  unseres  Gegenstandes  verlassen, 
bemerken  wir,  daß  die  vorhergehende  Theorie  mit  leicht  ersichtlichen 
Abänderungen  iiir  die  azyklische  Bewegung  einer  Flüssigkeit  gilt, 
die  eine  Höhlung  in  einem  bewegten  Körper  erfüllt  Wenn  der  Ur- 
sprung mit  dem  Trägheitsmittelpunkt  der  Flüssigkeitsmasse  zusammen- 
fällt, so  besitzt  die  Formel  für  die  kinetische  Energie  der  Flüssigkeits- 
bewegung die  Gestalt 

Die  Energie  ist  nämlich  derjenigen  der  ganzen  Flüssigkeitsmasse  (m) 


1)  {.  e.,  S.  192.  Es  ist  dort  auseioanderfiresetzt,  daß  ein  derartiger  KQzper, 
wie  er  hier  in  Betracht  kommt,  konstruiert  werden  kann,  indem  man  an  einer 
Engel  in  den  Mittelpunkten  von  Viertelkreisen  Flügel  anbringt,  die  so  gezogen 
sind,  daß  sie  die  Engel  in  Oktanten  teilen.  Die  Flügel  müssen  senkrecht  zur 
Oberfläche  stehen,  nnd  müssen  um  Winkel  von  45  ^  gegen  die  zugehörigen  Bogen 
geneigt  sein.  Prof.  Larmor  (/.  c,  S.  200)  gibt  ein  anderes  Beispiel:  „Wenn  wir 
ein  reguläres  Polyeder  oder  einen  andern  regulären  Eörper  nehmen  und  die 
Eanten  in  der  Weise  dnrch  schräge  Flächen  ersetzen,  daß  diese  alle  in  der 
gleichen  Weise  geneigt  sind,  von  einer  Ecke  ans  gesehen,  so  haben  wir  ein 
Beispiel  emes  isotropen  Schraubenkörpers.*^ 

Betreffs  einiger  weiterer  Untersuchungen,  die  hiermit  in  Zusammenhang 
stehen,  siehe  eine  Arbeit  von  Miss  Fawcett:  „On  the  Motion  of  Solide  in  a 
Liquid**,  Quart.  Jaum.  Math.,  26,  1898. 
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gleich,  wenn  man  sich  diese  im  Zentrum  der  Trägheit  konzentriert 
und  mit  diesem  Punkte  bewegt  denkt,  zusammen  mit  der  kinetischen 
Energie  der  Bewegung  in  Bezug  auf  den  Trägheitsmittelpunkt.  Durch 
die  Methoden  der  §§118  und  121  wird  leicht  bewiesen,  daß  der 
letztere  Teil  der  Energie  eine  quadratische  homogene  Funktion  von 
Py  q  und  r  ist. 

Daher  kann  die  Flüssigkeit  durch  einen  festen  Körper  mit  der 
gleichen  Masse  ersetzt  werden,  der  denselben  Trägheitsmittelpunkt 
besitzt,  wenn  nur  die  Hauptträgheitsachsen  und  -momente  richtig 
festgestellt  werden. 

Für  den  Fall  eines  ellipsoidalen  Hohlraumes  können  die  Werte 
der  Koef&zienteu  in  Gleichung  (1)  nach  §  110  berechnet  werden. 
Wenn  die  Koordinatenachsen  mit  den  Hauptachsen  des  EUipsoides 
zusammenfallen,  finden  wir: 

^       1^        e*  +  a*    ' 

F=(i'=R'=0. 

Der  Fall  eines  durohbohrten  Körpers. 

§  132.  Wenn  der  bewegte  Körper  eine  oder  mehrere  Offiiungen 
oder  Durchbohrungen  hat,  sodaß  der  äußere  Raum  mehrfach  zu- 
sammenhängend ist,  kann  die  Flüssigkeit  eine  Bewegung  haben,  die 
von  derjenigen  des  Körpers  unabhängig  ist,  nämlich  eine  zyklische 
Bewegung,  bei  der  die  Zirkulationen  in  den  verschiedenen  unreduzier- 
baren  geschlossenen  Kurven,  welche  durch  die  Öffnungen  gezogen 
werden  können,  irgend  welche  gegebenen  konstanten  Werte  haben. 
Wir  wollen  kurz  andeuten,  wie  die  vorangehenden  Methoden  auf 
diesen  Fall  angepaßt  werden  können. 

Es  seien  x,  x\  x",  •  •  •  die  Zirkulationen  in  den  verschiedenen 
geschlossenen  Kurven,  und  es  seien  8ö,  $ö,  $(f\  -  •  die  Elemente 
der  entsprechenden  Querschnitte,  die  wie  in  §  48  gezogen  sind.  Femer 
seien  l,  in,  n  die  Richtungskosinusse  der  in  die  Flüssigkeit  hinein 
gerichteten  Normalen  in  einem  Punkte  der  Oberfläche  oder  der  nach 
der  positiven  Seite  gezogenen  Normalen  in  einem  Punkte  eines  Quer- 
schnittes.    Das  Geschwindigkeitspotential  hat  dann  die  Form 


9  +  9oj 
wo 

xw+xw-f--- 
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Die  Funktionen  (p^y  (p^y  (p^y  %yy  %^j  %^  werden  durch  dieselben  Bedin- 
gungen wie  in  §  118  bestimmt.  Um  oi  zu  bestimmen,  haben  wir 
die  Bedingungen: 

1.  daß  es  f&r  alle  Punkte  der  Flüssigkeit  die  Gleichung  Aco  »=  0 
erfüllen  muß; 

2.  daß  seine  Ableitungen  im  Unendlichen  yerschwinden  müssen; 

3.  daß  an  der  Oberfläche  des  Körpers  x—  *—  0  sein  muß; 

4.  daß  Ol  eine  zyklische  Funktion  sein  muß,  welche  um  1  kleiner 
wird,  so  oft  der  Punkt,  auf  welchen  sie  sich  bezieht,  eine  geschlossene 
Kurve  beschreibt,  welche  den  ersten  Querschnitt  einmal  und  nur  ein- 
mal in  positiver  Richtung  schneidet,  dagegen  ihren  ursprünglichen 
Wert  wiedererlangt,  so  oft  der  Punkt  eine  geschlossene  Eurre  be- 
schreibt, welche  diesen  Querschnitt  nicht  trifft.  Es  folgt  aus  §  52, 
daß  (D  durch  diese  Bedingungen  bis  auf  eine  additive  Konstante  be- 
stimmt wird.  In  gleicher  Weise  werden  die  übrigen  Funktionen 
cö',  o",  •  •  •  bestimmt. 

Nach  Formel  (5)  des  §  55  hat  die  doppelte  kinetische  Energie 
den  Wert: 

Da  die  zyklischen  Konstanten  von  (p  null  sind,  und  da  -^  an  der 
Oberfläche  verschwindet^  so  haben  wir  nach  Gleichung  (4)  des  §  54: 

iT".  H "«+ «iTli  "o + «iTll  "•'+■■ -jj" -??  "s  -  0. 

Folglich  reduziert  sich  die  Formel  (2)  auf 

-9fMläS-,.fß^-ä.-,.'fß,-:^ä^-..-.       (3) 

Setzen  wir  die  Werte  für  (p  und  (p^  aus  Gleichung  (1)  ein,  so  finden 
wir,  daß  die  kinetische  Energie  der  Flüssigkeit  gleich 

T  +  K  (4) 

ist,  wo  T  eine  homogene  Funktion  zweiten  Grades  von  u,  v,  Wy  p,  g,  r 
ist;  die  durch  die  Gleichungen  (2)  und  (3)  des  §  121  definiert  wird, 
und 

2K^  (x,  x)x^+  (x',  x')x'«+  •  •  •  +  2(x,  x')xx  +  •  •  -,  (5) 

wo  z.  B. 
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(x,x)  =  -   9jfl-J<s, 


(6) 


Die  Identität  der  Yerschiedenen  Formen  yon  (x^  tc)  folgt  aus  Glei- 
chung (4)  des  §  54. 

Deshalb  ist  die  gesamte  Energie  der  Flüssigkeit  und  des  Körpers 

T=a  +  ür,  (7) 

wo  3  eine  homogene  Funktion  zweiten  Orades  in  Uy  v,  w,  p,  q,  r  von 
derselben  Form  wie  in  Gleichung  (8)  des  §  121  ist;  und  K  durch  die 
obigen  Gleichungen  (5)  und  (6)  definiert  wird. 

§  183.  Der  ^^puls'^  der  Bewegung  besteht  jetzt  zum  Teil  aus 
impulsiven  Kräften,  die  auf  den  Körper  wirken,  und  zum  Teil  aus  im- 
pulsiven Drucken  qx,  qx',  qx",  -  -  •,  welche  gleichmäßig  (wie  in  §  54 
auseinandergesetzt  worden  ist)  über  die  verschiedenen  Membranen 
wirken,  die  für  einen  Augenblick  die  Lagen  der  besonderen  Quer- 
schnitte einnehmen  sollen.  Wir  bezeichnen  mit  Si;  ^i;  tiy  ^7  thf  ^1  ^i® 
Komponenten  des  äußeren  Impulses,  der  auf  den  Körper  wirkt.  Bringen 
wir  zum  Ausdruck,  daß  die  o^Komponente  des  Momentes  des  Körpers 
gleich  der  entsprechenden  Komponente  des  gesamten  Impulses  ist,  der 
auf  ihn  wirkt,  so  haben  wir: 


d8 


(l) 


wo  Tj  wie  vorher  die  kinetische  Energie  des  Körpers  und  T  den 
Anteil  der  Energie  der  Flüssigkeit  bezeichnet,  welcher  ron  der 
zyklischen  Bewegung  unabhängig  ist.  Betrachten  wir  femer  das 
Rotationsmoment  des  Körpers  nm  die  a;-Achse,  so  ist 

Sp"^-  qJJ  iv  +  9o)  i»y  -  me)  dS 

—  K  +  ^JJ(M9i  +  ■■■  +PZi  +  ---  +  xm  +  ---)-^dS 

Da 

a  -  T  +  Tj, 


(2) 
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80  haben  wir: 

Gemäß  Lord  Kelvins  Erweiterung  des  Greenschen  Satzes ,  worauf 
bereits  Bezug  genommen  wurde^  kann  dies  anders  geschrieben  werden: 

i^<+"ff%'''+"-fp^'''+-^,  ^^ 

Addieren  wir  hierzu  die  Ausdrücke,  welche  von  den  impulsiven 
Drucken  herrühren,  die  auf  die  Querschnitte  wirken,  so  haben  wir 
schließlich  für  die  Komponenten  des  gesamten  Impulses  der  Bewegung^): 


5       i;u  +  ^y 

^       cp'^  ^ 

dt  i 

er         ^  ' 

(5) 


+ 


(6) 


WO  z.  B. 

Es  ist  ersichtlich,  daß  die  Konstanten  ^,  i^q,  ^^  A^,  fi^,  i/^  die 
Komponenten  des  Impulses  der  zyklischen  Flüssigkeitsbewegung  sind, 
welche  übrig  bleiben  würde,  wenn  der  Körper  durch  Kräfte,  die  auf 
ihn  allein  wirken,  zur  Ruhe  gebracht  wäre. 

Gemäß  der  Betrachtungen  des  §  119  ist  der  gesamte  Impuls  den- 
selben Gesetzen  unterworfen  wie  das  Moment  eines  endlichen  dyna- 
mischen Systems.  Deshalb  werden  die  Bewegungsgleichungen  des 
Körpers  erhalten,  wenn  man  die  Werte  (5)  in  die  Gleichungen  (1)  des 
§  120  einsetzt.^ 

§  134.  Als  ein  einfaches  Beispiel  wollen  wir  den  Fall  eines 
ringförmigen  Umdrehungskörpers  betrachten.  Wenn  die  iC-Achse  mit 
derjenigen  des  Ringes  zusammenfällt,  so  finden  wir  durch  eine  gleiche 

1)  Vergl.  Sir  W.  Thomson,  /.  c,  S.  192. 

2)  Dies  kann  durch  direkte  Rechnung  aus  der  Formel  für  den  Druck  (§  20) 
bewiesen  werden;  siehe  Brran,  „Hydrodjnamical  Proof  of  the  Equations  of 
Motion  of  a  Perforated  Solid,  .  .  .",  P/nV.  Mag.,  Mai  1893. 
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Überlegung  wie  in  No.  4  des  §  126^  da£  wir  bei  passend  gewählter 
Lage  des  Koordinatenanfangspunktes  auf  der  Achse 

2T=Au^  +  B(v^  +  «;»)  +  Pp^  +  Q(q^  +  r^  +  (x,  x)  x^       (1) 

schreiben  können.     Folglich: 

I  «  ^w  +  So,  ^-PP 

V-Bv,  li-Qq\'  (2) 

g  =  Bw,  v^Qr 

Setzen  wir  diese  Werte  in  die  Gleichungen  des  §  120  ein,  so 
finden  wir: 

^  =  0,     oder    p  —  konst., 

was  auch  auf  andere  Weise  augenscheinlich  ist  Wir  wollen  annehmen, 
daß  der  Ring  ein  wenig  in  dem  Bewegungszustande  gestört  wird, 
bei  welchem  v,  w,  p,  q,  r  null  sind,  d.  h.  aus  dem  Zustande  einer 
Stationaren  Bewegung  paraUel  zur  Symmetrieachse.  Im  Anfange  der 
Störung  werden  v,  w,  p,  q,  r  kleine  Größen  sein,  deren  Produkte  man 
yemachlässigen  kann.  Die  erste  der  betrachteten  Gleichungen  gibt  dann 

^    =  0,     oder    u  =  konst., 

und  die  übrigen  Gleichungen  lauten: 

•     (3) 
5g-=      {Au  +  %,)q,        <2j;-=      {{A-B)u  +  U\v\ 

Eliminieren  wir  r,  so  finden  wir: 

B«g  =  -(^«  +  |.){(^-5)«  +  lo}f.  (4) 

Genau  dieselbe  Gleichung  wird  durch  w  erfüllt.  Es  ist  deshalb  für 
die  Stabilii^t  notwendig  und  hinreichend,  daß  der  Koeffizient  von  v 
auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (4)  negativ  sei;  wenn  diese  Be- 
dingung erfüllt  ist,  so  ist 

die  Dauer  einer  kleinen  Schwingung.^) 

Wir  erwähnen  noch  einen  anderen  Fall  der  stationären  Bewegung 
des  Ringes,  nämlich  den,  wo  der  Impuls  sich  auf  ein  Kräftepaar  um 
einen  Durchmesser  reduziert.  Man  sieht  leicht  ein,  daß  die  Bewegungs- 
gleichongen  durch 


1)  Sir  W.  Thomson,  l,  c,  S.  192. 
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|»ij  =  ga»;i»^arO     und    v  =-  konst 
erfüllt  werden;  in  diesem  Falle  ist 

u  =  —  ^  ,     V  =  konst 

Der  Ring  rotiert  dann  um  eine  Achse,  die  in  der  yjer- Ebene  parallel 
zur  jer- Achse  li^t,  and  zwar  in  einem  Abstand  -  von  derselben.^) 

Die  Bewesungsgleiohnngen  in  generalisierten  Koordinaten. 

§  13B.  Wenn  sich  mehrere  Körper  in  der  Flüssigkeit  bew^en, 
oder  wenn  die  Flüssigkeit  ganz  oder  teilweise  von  festen  Wänden 
begrenzt  ist,  so  können  wir  die  Lagrangesche  Methode  der  y^genera- 
lisierten  Koordinaten^  anwenden.  Für  hydrodynamische  Probleme 
wnrde  dies  zuerst  von  Thomson  und  Tait  ausgeführt.*) 

Wenn  in  irgend  einem  dynamischen  System  S,  17,  £  die  karte- 
sianischen  Koordinaten  eines  Teilchens  m  zur  Zeit  ty  und  X,  T,  Z  die 
Komponenten  der  gesamten  Kraft  sind,  die  auf  dasselbe  wirkt,  so 
haben  wir  natürlich 

mf=X,    mi}  =  Y,    ml  =  Z,  (1) 

Es  seien  jetzt  |  +  A§,  17  +  A17,  ^  +  A^  die  Koordinaten  desselben 
Teilchens  zur  Zeit  /  bei  einer  willkürlichen  Bewesrung  des  Systems« 
die  sich  onendL-ch  wenig  von  der  wirklichen  Bew^  onterJheide^ 
und  wir  bilden  die  Gleichung 

Um  (g  Ag  +  ijAri  +  5AÖ  =  2;(XAS  +  FAi?  +  ZAg),         (2) 

wo  die  Summation  27  alle  Teilchen  des  Systems  umfaßt.  Diese  folgt 
sofort  aus  den  Gleichungen  (1)  imd  umfaßt  dieselben  wegen  des  will- 
kürlichen Charakters  der  Variationen  A|,  A17,  Ag.  Ihre  haupträch- 
liebsten  Vorteile  bestehen  jedoch  in  der  weii^ehenden  Elimination 
innerer  Kräfte,  welche  wir  bewirken  können,  indem  wir  den  Werten 
von  A|,  Ai^,  Ag  gewisse  Einschränkungen  auferlegen,  und  in  der 
Leichtigkeit,  mit  der  Koordinatentransformationen  ermöglicht  werden. 
Es  soll  beachtet  werden,  daß 

AA|  =  ^(|  +  A5)-^4  =  AJ.a8w., 

d.  h.  daß  die  Symbole  d  und  A  kommutativ  sind. 

Die  Systeme,  die  gewöhnlich  in  der  analytischen  Mechanik  be- 
trachtet werden,  haben  einen  endlichen  Freiheitsgrad;  die  Lage  jedes 


1)  Betreffs  weiterer  Untersuchungen  über  diesen  Gegenstand  verweisen 
auf  die  Arbeiten  von  Basset,  ,,0n  tbe  Motion  of  a  Ring  in  an  Infinite  Liquid**, 
Proc.  Camb.  Phil.  Soc.,  6,  1887,  und  von  Miß  Fawcett,  /.  c,  S.  208. 

2)  Natural  I^ilosophy,  1.  Aufl.,  Oxford  1867,  §  331. 


(5) 
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Teilchens  ist  nämlich  Yollstandig  bestimmt^  wenn  wir  die  Werte  einer 
endlichen  Zahl  unabhäQgiger  Variablen  oder  ^generalisierter  Koordinaten*^ 
Qif  iif  ' '  'f  9n  k^^iuien^  sodaß  z.  B. 

Die  kinetische  Energie  kann  dann  als  eine  homogene  Funktion  zweiten 
Grades  der  ,^eneralt$ierten  Geschwindigkeitskon^ponenten^^  ?u  ?«>  •  *  •>  3« 
ausgedrückt  werden;  wir  haben  nämlich 

2 r -  A,,q,'  +  A„q,'  +  •  •  •  +  2 A„q,q,  +  •■;  (4) 

WO 

^^-^•»l(lfj'+(li)*+(ml 

Die  Größen  Ä^^  A^^  heißen   die  „Trägheitskoeffimenten"  des  Systems; 
sie  sind  im  dlgemeinen  Funktionen  der  Koordinaten  q^^  q^j  -  -  -,  q^. 
Außerdem  haben  wir 

2;(XA|  +  Y^fi  +  Z^t)  =  QAQi  +  Qf^q^  +  '"  +  Qn^in^     (6) 
wo 

Q^^i:{xli  +  Yl-l  +  z§D.  (7) 

Die  Größen  Q^  heißen  die  j^eneraiisierten  Sraftkomponenten^.  In  dem 
Falle  eines  konservativen  Systems  haben  wir 

^  —  ll  (8) 

Femer  ist  nach  Gleichung  (3)  und  (5) 

+  (^i9i  +  A>ft  +  •  •  •  +  ^.  JJ  ^?f 
+ 

+  (^«1  Ji  +  ^i&  +  •  •   +  -^j»)  Äff. 

oder 

2:m(iA6  +  r^Arj  +  t^t)  - Pt^Qi  +  Pt^^qt  +  -•  +  Pn^in,     (10) 
wo 

p.^H-  (11) 

Die  Größen  p^  heißen  die  ,^eneralisierten  Komponenten  des  Momentes^' 
des  Systems.     Wenn  T,   wie   in  Gleichung  (4),   als   eine   homogene 


(9) 
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Funktion   zweiten    Qrades   von  q^y  q^y  •  •  -^  q^    dargestellt   wird,    so 

haben  wir: 

2T  =  l>igi+/>,g2  +  --+P„^,.  (12) 

Da 

2:m(iAg  +  ijAri  +  gAg)  ^  ^  Zm^Al^  +  y^ri  +  gAg)  -  AT,    (13) 

so  wird  die  Transformation  von  Gleichung  (2)  in  generalisierte  Koor- 
dinaten vermittels  Substitution  aus  (9)  und  (6)  leicht  vollzogen.  Die 
Variationen  A^^  der  Geschwindigkeiten  fallen  weg,  und  wenn  wir  die 
Koeffizienten  der  unabhängigen  Variationen  Ag^  der  Koordinaten  be- 
ziehungsweise gleich  setzen,  so  erhalten  wir  n  Gleichungen  von  der 

Form*) 

d  dT ^_r      Q  - j^v 

Aus  (12)  und  (14)  leiten  wir 

2  -^l  -mi  +  Plil  +  Mt  +  P%'it  +  '"+Pn9in  +Pnin 

.  dT  :     .  dT  '•    .  .  dT  '» 

ab,  folglich: 

^di  -  <?!«>  +  ftft  +  •  •  •  +  Q,%,  (15) 

oder  in  dem  Falle  eines  konservativen  Systems: 

A(T  +  F)-0,  (16) 

was  die  Energiegleichung  ist. 

Wenn  wir  Gleichung  (2)  mit  öt  multiplizieren  und  zwischen  den 
Grenzen  (q  und  t^  integrieren,  so  finden  wir  mit  Rücksicht  auf  (13): 

J{Ar+2:(XAg-hrAi?+-^Ag)}d^  =  [2:m(gAS  +  ^A7?  +  gA6)].(17) 

Wenn  wir  jetzt  die  Bedingung  hinzufügen,  daß  in  der  variierten 
Bewegung  die  Anfangs-  und  Endlagen  för  jedes  Teilchen  immer  die 


1)  Diese  kurze  Wiedergabe  des  Lagrangeschen  Beweises  ist  nur  eingeführt, 
um  die  Beziehung  zu  den  yerschicdenen  Schritten  bei  der  hydrodynamischen 
Untersuchung  des  nächsten  Paragraphen  zu  erleichtem.  Ein  direkter  Beweis 
durch  Koordinatentransformation,  ohne  Anwendung  der  Methode  der  Variationen, 
ist  von  Hamilton  (Phil.  Trayis.,  1B86,  S.  96)  und  später  von  Jacobi,  Bertrand, 
sowie  Yon  Thomson  und  Tait  gegeben;  siehe  auch  Whittaker,  Andlytical  DynamicB^ 
CAmbiidge  1904,  S.  33. 
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gleichen  wie  bei  der  wirklichen  Bewegung  sein  sollen,  so  verschwinden 
die  Größen  Ai,  Aij,  Ag  an  den  beiden  Grenzen,  und  die  Gleichung 
reduziert  sich  auf 


/ 


{AT  +  2;(XA|  +  rAiy  +  ZA5)}d^-0,  (18) 

oder  für  ein  konservatives  System^): 

Aj{T-V)dt^O.  (19) 

In  Worten  ausgedrückt:  Wenn  die  wirkliche  Bewegung  des 
Systemes  zwischen  irgend  zwei  Lagen,  welche  es  passiert,  mit  einer 
beliebigen,  wenig  veränderten  Bewegung  zwischen  denselben  Lagen 
verglichen  wird,  welche  man  das  System  (bei  Anwendung  geeigneter 
Kräfte)  in  derselben  Zeit  ausführen  läßt,  so  ist  das  Zeitintegral  des 
jjkinetiscken  Potential^^^  F—  T  stationär. 

In  generalisierten  Koordinaten  ausgedrückt  nimmt  Gleichung  (18) 
die  Form 


/ 


^  (AT  +  Öl Ag,  +  Q^Aq,  +  •  •  •  +  Q.AqJ  dt^Q  (20) 

an.  Dies  umfaßt  die  ganze  Dynamik  des  Systems  in  einer  mathe- 
matisch gedrängten  Form.  Z.  B.  können  die  Lagrangeschen  Glei- 
chungen hieraus  unmittelbar  abgeleitet  werden;  vergl.  §  139. 

§  136.  Wir  wollen  nun  zu  dem  hydrodynamischen  Problem 
übergehen.  Es  seien  g^,  q^y  •••,  q^  ein  System  generalisierter  Koor- 
dinaten, welches  dazu  dient,  die  Lage  der  festen  Körper  vollständig 
zu  bestimmen.  Wir  wollen  vorläufig  annehmen,  daß  die  Bewegung 
der  Flüssigkeit  ^nzlich  von  derjenigen  der  Körper  herrührt  und 
deshalb  wirbelfrei  und  azyklisch  ist. 

In  diesem  Falle  wird  das  Geschwindigkeitspotential  in  jedem 
Augenblick  die  Form 

9-ki^>i+  9[t9%  +    •  •  +  L^n  (1) 

haben,  wo  ^j,  ^^j,  •  •  •  in  ähnlicher  Weise  wie  in  §  118  bestimmt  sind. 
Die  Formel  für  die  kinetische  Energie  der  Flüssigkeit  lautet  dann 


1)  Sir  W.  R.  Hamilton,  „On  a  General  Method  in  Dynamics",  Fhih  Tram., 
1884  irnd  1886. 

2)  Diese  Bezeichnung  wurde  von  Helmholtz  eingeführt:  „Die  physikalische 
Bedeutung  des  Prinzips  der  kleinsten  Wirkung'^,  CreUes  Joum ,  100,  S.  1.H7,  1886 
{Ots.  Abh,  III,  S.  203).  Whittaker  {Analytical  Dynamics,  S.  38)  kehrt  das  Vor- 
zeichen um. 
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WO 


A.  =  -  ,ff^.  'f-  dS, 


(3) 


Die  Integrationen  sind  über  die  Grenzflächen  der  Flüssigkeit  zu  er- 
strecken. Die  Identität  der  beiden  Formen  von  A^,  folgt  ans  dem 
Greenschen  Satze.   Die  Koeffizienten  A^  und  A^^  werden  im  allgemeinen 

Funktionen  der  Koordinaten  9iy  9s9  -  *  -^  9«  ^®^* 

Wenn  wir  zur  Formel  (2)  die  kinetische  Energie  T^  der  Körper 
selbst  zweimal  addieren^  so  erhalten  wir  einen  Ausdruck  von  derselben 
Form,  nur  mit  yeränderten  Koeffizienten;  wir  schreiben  daher: 

2  7=.  A^,q,'  +  A^q*  +  . . .  +  2^1,2, j,  +  •  •  •  (4) 

Es  bleibt  übrig,  zu  zeigen,  daß  die  Bewegungsgleichungen,  ob- 
wohl das  jetzt  betnEK^htete  System  einen  unendlichen  Freiheitsgrad 
besitzt,  dennoch  unter  den  angenommenen  Bedingungen  erhalten 
werden,  indem  man  schlechthin  den  obigen  Ausdruck  für  T  in  die 
Lagrangeschen  Gleichungen  (14)  des  §  135  einsetzt.  Wir  dürfen  dies 
natürlich  nicht  ohne  weitere  Prüfong  annehmen,  denn  die  Lagen  der 
verschiedeDen  Flüssigkeitsteilchen  werden  durch  die  jeweiligen  Werte 
^ij  Qif  •  •  •;  Qn  ^®^  Koordinaten  der  Körper  nicht  bestimmt.  Wenn  z.  B. 
die  Körper  nach  Vollendung  verschiedener  Evolutionen  alle  in  ihre 
ursprünglichen  Lagen  zurückgebracht  werden,  so  wird  man  im  all- 
gemeinen finden,  da£  die  einzelnen  Flüssigkeitsteilchen  um  endliche 
Strecken  verschoben  sind.^) 

Gehen  wir  auf  die  allgemeine  Formel  (2)  des  §  135  zurück,  und 
nehmen  wir  an,  da£  in  der  veränderten  Bewegung,  auf  welche  das 
Symbol  A  sich  bezieht,  die  Körper  keine  Veränderung  der  Gböße  oder 
Gestalt  erfahren,  daß  die  Flüssigkeit  inkompressibel  bleibt,  und  daß 
sie  an  den  Grenzflächen  die  gleiche  Verschiebimg  in  Richtung  der 
Normalen  erfährt,  wie  die  Körper,  mit  denen  sie  in  Berührung  ist. 
Es  ist  bekannt,  daß  unter  diesen  Umständen  die  Glieder,  welche  von 
den  Kräften  und  Gegenkräften  im  Innern  der  Körper  herrühren,  aus 
der  Summe 


1)  Als  ein  einfaches  Beispiel  nehmen  wii  den  Fall  einer  kreisfSnnigen 
Lamelle,  welche  ohne  Rotation  so  bewegt  wird,  daß  ihr  Mittelpunkt  ein  Recht- 
eck beschreibt,  von  welchem  zwei  Seiten  zu  ihrer  Ebene  senkrecht  sind;  dMin 
untersuche  man  die  Verschiebung  eines  Teilchens,  das  ursprünglich  mit  der 
Lamelle  im  Mittelpunkt  in  Berührung  war. 
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yerschwinden.  Die  Glieder,  welche  ihren  Ursprung  in  den  gegen- 
seitigen Drucken  der  Flüssigkeitselemente  haben,  sind  mit 

oder 

gleichwertig,  wo  das  erstere  Integral  über  die  Grenzflächen  zu  er- 
strecken ist,  und  2,  m,  n  die  Richtungskosinusse  der  nach  der  Flüssig- 
keit hinein  gezogenen  Normalen  bezeichnen.  Das  Yolumenintegral  ver- 
schwindet infolge  der  Inkompressibilitätsbedingung 

Das  Oberflächenintegral  verschwindet  an  einer  festen  Begrenzung,  wo 

lAl^  +  mAri  +  nAt^O', 

in  dem  Falle  eines  bewegten  Körpers  wird  es  durch  die  Glieder 
aufgehoben,  welche  von  dem  Druck  herrühren,  der  von  der  Flüssig- 
keit auf  den  Körper  ausgeübt  wird.  Man  kann  daher  annehmen,  daß 
die  Zeichen  X,  Y,  Z  sich  nur  auf  die  äußeren  Kräfte  beziehen,  welche 
auf  das  System  wirken,  und  wir  können 

2:(XAS  +  FAiy  -F  ZAÖ  -  ^^  Ag^  +  ft Afe  +  •  •  •  -f  Ö.Ag.      (6) 

schreiben,  wo  ^j,  §j,  •••,  Q^  die  generalisierten  Komponenten  der 
äußeren  Kraft  bezeichnen. 

Die  veränderte  Bewegung  der  Flüssigkeit  besitzt  immer  einen 
hohen  Grad  von  Allgemeinheit.  Wir  wollen  sie  jetzt  weiter  be- 
schränken, indem  wir  annehmen,  daß,  während  die  festen  Körper 
durch  geeignete  Kräfte  eine  willkürlich  vorgeschriebene  Bewegung 
auszuführen  gezwungen  sind,  die  Flüssigkeitsteilchen,  sich  selbst  über- 
lassen, ihre  eigene  Bewegung  infolge  hiervon  verrichten.  Es  soll  des- 
halb vorausgesetzt  werden,  daß  die  veränderte  Flüssigkeitsbewegung 
wirbelfrei  ist,  sodaß  die  veränderte  kinetische  Energie  T-1- AT  des 
ganzen  Systems  die  gleiche  Funktion  der  veränderten  Koordinaten 
4^  +  Ag^  und  der  veränderten  Geschwindigkeiten  g^  -}-  Ag^  sein  wird, 
wie  die  tatsächliche  Energie  T  von  g^  und  q^. 

Betrachten  wir  weiter  die  Flüssigkeitsteilchen  allein,  so  haben 
wir  unter  der  gleichen  Annahme: 


9  ff  9  (i^l  +  t>*^V  +  n^t)dS, 
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wo  wieder  die  Inkompressibilitatsbediiigaiig  angewendet  ist  Die 
kinematische  Bedingung,  welcher  an  den  Grenzen  genügt  werden 
muß,  gibt 

und  deshalb 

-  (Aiiäi  +  Au j,  +  •  •  •  +  Ai, jj  Aji 
+  (.Kii  +  A«?2  +  •  •  •  +  A,,  jj  Ag, 

+ 

+  (A«,ffi  +  A^ft  +  •  •  •  +  K,iJ  ^9, 

nach  den  Gleichungen  (1),  (2)  und  (3)  oben.  Wenn  wir  die  Glieder, 
die  von  den  festen  Körpern  herrühren,  hinzufügen^  finden  wir,  daß 
die  Beziehung  (9)  des  §  135  immer  gilt;  die  Ableitung  der  Lagrange- 
schen Gleichungen  ,  ^^       ^^ 

i-A^-^Qr  (8) 

dt  dqr       cqr        ^'^  ^  ^ 

geschieht  dann  genau  so  wie  vorher. 

Wie  in  §  135  ergeben  diese  Gleichungen: 

oder  im  Falle  eines  konseryativen  Systems 

T  +  F  =  konst.  (9) 

§  137.  Als  erste  Anwendung  dieser  Theorie  wollen  wir  ein 
Beispiel  nehmen,  welches  von  Thomson  und  Tait^)  gegeben  ist;  es 
soll  nämlich  angenommen  werden,  daß  eine  Kugel  sich  in  einer 
Flüssigkeit  bewegt,  welche  nur  von  einer  unendlichen  ebenen  Flache 
begrenzt  wird. 

Nehmen  wir  der  Einfachheit  wegen  den  Fall,  wo  der  Mittelpunkt 
der  Kugel  sich  in  einer  Ebene  senkrecht  zu  dieser  bewegt,  und  be- 
stimmen wir  ihre  Lage  zur  Zeit  t  durch  rechtwinklige  Koordinaten  x,  y 
in  dieser  Ebene,  von  denen  y  die  Entfernung  von  der  Grenzfläche  be- 
zeichnet.   Wir  haben  dann: 

2T=^Äx^  +  Bif',  (1) 

wo  A  und  B  Funktionen  von  y  allein  sind;  es  ist  klar,  daß  das  Glied  xy 
nicht  auftreten  kann,  da  die  Energie  ungeändert  bleiben  muß,  wenn 
das  Vorzeichen   von  x   umgekehrt   wird.     Die  Werte   von  Ä    und  B 

1)  /.  c,  S.  214. 


(i) 
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können  ans  den  Ergebnissen  der  §§  98  und  99  hingeschrieben  werden; 
wenn  nämlich  m  die  Masse  und  a  den  Radins  der  Kugel  bezeichnet, 
so  haben  wir  näherungs weise: 

A  =  m  +  ^xga'  (l  +  »,  "*) 


B  =  »»  +  !«()«»  (l  +  l  "1)1' 


(2) 


(3) 


wenn  y  im  Vergleich  zu  a  groß  ist. 

Die  Bewegungsgleichungen  ergeben: 

WO  X  und  Y  die  Komponenten  der  äußeren  Kraft  sind,  von  der  wir 
annehmen,  daß  sie  auf  die  Kugel  in  einer  Linie  wirkt,  die  durch  das 
Zentrum  geht. 

Wenn  keine  äußere  Kraft  vorhanden  ist,  und  wenn  die  Kugel 
in  senkrechter  Richtung  zu  der  festen  Wand  bewegt  wird,  so  haben  wir 

i  =  0 
und 

By^  =  konst.  (4) 

Da  Ji  abnimmt,  wenn  y  wächst,  so  erfährt  die  Kugel  eine  Be- 
schleunigung von  der  Wand  her. 

Wenn  andererseits  die  Kugel  gezwungen  wird,  sich  auf  einer 
Parallelen  zur  Wand  zu  bewegen,  so  haben  wir 

y  =  o, 

und  die  notwendige  Zwangskraft  ist 

Da  -j    negativ  ist,  so  folgt,  daß  die  Kugel  von  der  Wand  scheinbar 

angezogen  wird.  Die  Ursache  hierfür  wird  ersichtlich,  wenn  man  das 
Problem  auf  einen  Fall  stationärer  Bewegung  zurückfährt.  Die  Ge- 
schwindigkeit der  Flüssigkeit  auf  der  Seite  der  Kugel,  welche  der 
Wand  näher  ist,  ist  offenbar  größer,  und  der  Druck  deshalb  kleiner 
als  auf  der  entfernteren  Seite;  siehe  §  23. 

Die  obige  Erörterung  paßt  auch  auf  den  Fall,  wo  zwei  Kugeln 
in  einer  unbegrenzten  Flüssigkeit  sich  derartig  bewegen,  daß  die  Ebene 
y  r=  0  in  jeder  Beziehung  eine  Symmetrieebene  ist. 

§  138.  Wir  wollen  nun  den  Fall  betrachten,  wo  zwei  Kugeln 
sich  in  der  Richtung  ihrer  Zentralen  bewegen. 
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Der  kinematische  Teil  des  Problems  ist  in  §  98  behandelt  worden. 
Wenn  wir  jetzt  mit  x  und  y  die  Abstände  der  Kngelmittelponkte  Ä 
und  B  von  einem  festen  Anfangspunkt  0  in  ihrer  Verbindungslinie 
bezeichnen,  so  haben  wir 

2T=  Lx*-2Miy  +  Ny^,  (1) 

wo  die  Koeffizienten  L,  M,  N  Funktionen  von  y—x  oder  c,  dem 
Abstand  ihrer  Mittelpunkte ,  sind.  Daher  lauten  die  Bewegungs- 
gleichimgen: 


ii(^' 


m+^( 


dL 


dM 


dN  . 


dc^-2-dT-«y  +  i7*'*) 


Ä(-^^  +  ^V)-*(l7^-^^f>y  +  -iy') 


(2) 


WO  X  und  F  die  Kräfte  sind,  welche  auf  die  Kugeln  längs  der  Ver- 
bindungslinie  ihrer  Mittelpunkte  wirken.  Wenn  die  Radien  a  imd  h 
beide  im  Vergleich  zu  c  klein  sind,  so  haben  wir  nach  Gleichung  (15) 
des  §  98y  wenn  wir  nur  die  wichtigsten  Glieder  berücksichtigen, 


i  =  w  +  i%Qa^ 
Jf-2;rp^ 


(3) 


wo  m  und  m   die  Massen  der  beiden  Kugeln  sind.    Mit  diesem  Grad 
der  Annäherung  ist  also 

dL 


de 

dM 
de 

dN 
de 


0 
0 


Wenn  jede  Kugel  gezwungen  wird,  sich  mit  konstanter  Ge- 
schwindigkeit zu  bewegen,  so  ist  die  Straft,  welche  zur  Aufrecht- 
erhaltung der  Bewegung  auf  A  wirken  muß, 


dM  . 


dM 


81.8 


a»6 


^---djy^-'^)--d^^y-^''^-^y 


(4) 


Diese  ist  gegen  B  gerichtet  und  hängt  allein  von  der  Geschwindig- 
keit von  B  ab.  Es  scheint  daher,  als  ob  die  Kugeln  einander  ab- 
stoßen, und  es  ist  zu  beachten,  daß  die  scheinbaren  Kräfte  nicht 
gleich  und  entgegengesetzt  sind,  außer  wenn  x  ^  ±^y. 

Wenn  die  Kugeln  kleine  periodische  Schwingungen  von  gleicher 
Periode  um  je  eine  mittlere  Lage  ausführen,  so  werden  die  mittleren 
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Werte  der  ersten  Glieder  in  Gleichung  (2)  yerschwinden.  Die  Kugeln 
werden  also  scheinbar  aufeinander  Ej^ffce  von  dem  Betrag 

6  «P  ^  [iy]  (5) 

ausüben;  wo  [xjf]  den  Mittelwert  von  xy  bezeichnet.  Wenn  sich 
X  und  y  in  der  Phase  um  weniger  als  eine  Viertelperiode  unter- 
scheiden,  so  ist  diese  Kraft  abstoßend;  wenn  aber  um  mehr  als  eine 
Viertelperiode,  so  ist  sie  anziehend. 

Schließlich  wollen  wir  annehmen,  daß  B  kleine  periodische 
Schwingimgen  ausführt,  während  Ä  in  Ruhe  bleibt.  Der  Mittelwert 
für  die  Sjtift,  welche  auf  die  Kugel  Ä  wirken  muß,  um  jede  Be- 
wegung zu  verhindem,  ist 

x  =  i^fiy],  (6) 

wo  [jf*]  den  Mittelwert  des  Quadrates  der  Geschwindigkeit  von  B  be- 

dN 
zeichnet     Bis   zum   obigen   Grad    der  Annäherung   ist  -,—  null;   im 

Hinblick   auf  §  93   finden  wir,  daß  das  wichtigste  Glied  in  seinem 

beträgt,  Bodsß  die  auf  Ä  auBgeübte  Kraft  anziehend  und  der  Größe 
nach  gleich 

ist. 

Das  Ergebnis  fällt  unter  ein  allgemeines  Prinzip,  welches  von 
Lord  Kelvin  ausgesprochen  worden  ist.  Wenn  wir  zwei  in  einer 
Flüssigkeit  eingetauchte  Körper  betrachten,  deren  einer  (Ä)  kleine 
Schwingungen  ausführt,  während  der  andere  (B)  in  Ruhe  ist,  so  wird 
die  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeit  an  der  Oberfläche  von  B  im  ganzen 
auf  der  Seite,  welche  näher  Ä  ist,  größer  sein,  als  auf  der  entfern- 
teren Seite.  Daher  wird  der  mittlere  Druck  auf  die  vordere  Seite  im 
Durchschnitt  kleiner  sein,  als  der  auf  die  letztere,  sodaß  B  im  ganzen 
eine  Anziehung  nach  Ä  hin  erfährt.  Als  praktisches  Beispiel  können 
wir  die  Anziehung  einer  leichtbeweglichen  Karte  durch  eine  schwingende 
Stimmgabel  sowie  andere  ähnliche  Erscheinungen  anfdhren,  welche 
experimentell  von  Guthrie^)  untersucht  und  in  der  obigen  Weise  von 
Lord  Kelvin')  gedeutet  worden  sind. 

1)  „On  Approach  caused  by  Vibration",  Proc,  Boy,  Soc,  19,  1869  {PhiL 
Miig.,  November  1870). 

2)  Beprint  of  Papers  on  Ekctrastatics^  etc.^  §  741.  Betreffs  weiterer  Unter- 
Buchimgen  von  Bjerknes  n.  a.  über  die  gegenseitige  Einwirkung  von  Kngeln,  die 
in  einer  Flüssigkeit  schwingen,  siehe  Hicks,  „Report  on  Becent  Researches  in 
Hydrodjnamics'',  Brü.  Asa,  Bep.,  1882,  S.  62  ff. ;  Love,  Enzyklopädie  der  mathe- 
iHotischen  Wies.  lY,  2.  Teil,  S.  111  und  112. 
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Umformung  der  Lagrangesohen  Gleiohnngen  in  dem  Falle 

sykliBoher  Bewegung. 

§  139.  Wir  kehren  zu  den  Untersuchungen  des  §  135  zurück, 
mit  der  Absicht,  sie  auf  den  Fall  anzupassen,  wo  die  Flüssigkeit  eine 
zyklische  wirbelfreie  Bewegung  durch  Kanäle  in  den  bewegten  Körpern 
oder  in  einem  umschließenden  6efä£  ausführt,  die  also  unabhängig 
von  der  Bewegung  ist,  die  von  den  Körpern  selbst  herrührt. 

Wir  wollen  uns  denken,  daß  Querschnitte  in  den  verschiedenen 
Ofi&iuDgen  gezogen  sind.  Bei  den  Kanälen,  die  sich  in  dem  um- 
schließenden Gefäß  befinden,  wollen  wir  annehmen,  daß  diese  Flächen 
fest  im  Räume  seien,  bei  den  Kanälen  dagegen,  die  sich  in  einem 
bewegten  Körper  befinden,  wollen  wir  voraussetzen,  daß  sie  in  Bezug 
auf  den  Körper  fest  seien.  Es  seien  Xf  %,  x\  •  -  -  die  relativen  Durch- 
gangsmengen zur  Zeit  t  in  Bezug  auf  die  einzelnen  Querschnitte;  es 
seien  %}  x\  x\  "•  die  Zeitintegrale  dieser  Durchgangsmengen  von  einem 
beliebigen  Zeitpunkt  an  gerechnet,  sodaß  diese  Größen  die  Flüssigkeits- 
volumina bestimmen,  welche  in  der  Zeit  t  die  entsprechenden  Quer- 
schnitte durchflössen  haben.  Es  wird  sich  zeigen,  daß  die  Analogie 
mit  einem  dynamischen  System  von  endlichem  Freiheitsgrade  immer 
gewahrt  bleibt,  vorausgesetzt,  daß  die  Größen  ^r,  x,  x\  •  •  •  als  gene- 
ralisierte Koordinaten  des  Systems  angesehen  werden,  die  zu  denjenigen 
{(Ji,(J2y  '">  %)  hinzukommen,  welche  die  Lagen  der  bewegten  Körper 
bestimmen.  Es  ist  schon  ersichtlich,  daß  die  absoluten  Werte  von 
X,  Xf  x\  '  *  *  laicht  in  den  Ausdruck  für  die  kinetische  Energie  ein- 
gehen, sondern  nur  die  Geschwindigkeiten  ihrer  Änderung. 

Zuerst  wollen  wir  zeigen,  daß  die  Bewegung  der  Flüssigkeit  in 
jeder  gegebenen  Lage  der  Körper  durch  die  augenblicklichen  Werte 
von  ^1,  ^2,  •  •  •;  (Zn>  Xy  Xf  x\  ' '  '  vollständig  bestimmt  ist.  Denn  gäbe 
es  zwei  Arten  wirbelfreier  Bewegung,  welche  mit  diesen  Werten  ver- 
träglich wären,  dann  würde  bei  einer  Bewegung,  welche  die  DiflFerenz 
dieser  beiden  ist,  die  Grenze  der  Flüssigkeit  in  Ruhe  und  der  Fluß 
durch  jeden  Querschnitt  null  sein.  Die  Formel  (5)  des  §  55  zeigt, 
daß  unter  diesen  Umständen  die  kinetische  Energie  verschwinden  muß. 

Folglich  kann  das  Geschwindigkeitspotential  in  der  Form 

9  =  Ö'i^^i  +  ^29^2  +  •  •  •  +  Q„9>n  +  X^  +  X^'  +  '•'  (1) 

ausgedrückt  werden.  Hier  ist  (p^  das  Geschwindigkeitspotential  einer 
Bewegung,  bei  der  q^  allein  sich  ändert  und  der  Fluß  durch  jeden 
Querschnitt  demgemäß  null  ist.  Ferner  ist  Sl  das  Geschwindigkeit»- 
Potential  einer  Bewegung,  bei  der  die  Körper  alle  in  Ruhe  sind, 
während  der  Fluß  durch  die  erste  Öffnung  gleich  1  und  derjenige  durch 
jede  andere  Ofl&iung  null  ist.  Es  ist  zu  beachten,  daß  cjp,,  9?^,  •••,  y^, 
Slf  fl\  •  •  •   im    allgemeinen    zu    den    zyklischen   Fimktionen    gehören, 
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welche  jedoch  Dach  den  Festsetzungen  des  §  50  als  einwertig  be- 
handelt werden  können. 

Die  kinetische  Energie  der  Flüssigkeit  wird  durch  den  Ausdruck 

gegeben  y  wo  das  Integral  über  das  Oebiet  zu  erstrecken  ist^  welches 
in  dem  betrachteten  Augenblick  von  der  Flüssigkeit  erfüllt  ist.  Durch 
Einsetzen  yon  Gleichung  (1)  erhalten  wir  T  als  eine  homogene 
Funktion  zweiten  Grades  in  ^|,  ^j,  •  •  •,  (^,,  jj,  jj',  x\  •  •  •  mit  Koeffizienten, 
welche  von  der  augenblicklichen  Stellung  der  Körper  abhangen  und 
deshalb  Funktionen  yon  Qt,  ^^y  •  -  -,  Q^  ^^i^  ^i^d.  Überdies  finden 
wir  nach  Gleichung  (1)  des  §  53: 

dz  ^  ^JJJ  \dx  dx    '"  dy  dy       dz  dz]  ^ 

wo  X,  x'y  •  •  •  die  zyklischen  Konstanten  von  ^  sind,  und  das  erste 
Flachenintegral  über  die  Oberflächen  der  Körper,  die  übrigen  über 
die  verschiedenen  Querschnitte  zu  erstrecken  sind.  Vermittels  der 
Bedingungen,  welche  Sl  bestimmen,  gibt  dies  die  erste  Gleichung  des 
Systemes: 

aT  aT        ,  ,a. 

Dies  zeigt,  daß  qXjQx\  -••  aXs  generalisierte  Komponenten  des  Momentes 
betrachtet  werden  können,  welche  den  Geschwindigkeitskomponenten 
X,  bzw.  X  ' '  '  entsprechen. 

Wir  wenden  uns  zur  allgemeinen  Hamiltonschen  Formel  (17)  des 
§  135.^)  Wir  wollen  annehmen,  daß  die  veränderte  Bewegung  des 
Körpers  nur  der  Bedingung  unterworfen  ist,  daß  die  Anfangs-  und 
Endlagen  dieselben  sind  wie  bei  der  wirklichen  Bewegung;  es  soll 
auch  die  Anfangslage  jedes  Flüssigkeitsteilchens  bei  beiden  Bewegungen 
dieselbe  sein.     Der  Ausdruck 

2;m(iAS  +  iyAi?-fgAg) 

verschwindet  demgemäß  zur  Zeit  t^,  aber  im  allgemeinen  nicht  zur 
Zeit  ^,  falls  keine  weiteren  Beschränkungen  vorhanden  sind. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  daß  die  veränderte  Bewegung  der 
Flüssigkeit  wirbelfrei  ist  und  demgemäß  durch  die  jeweiligen  Werte 
der   veränderten   generalisierten    Koordinaten   und   Geschwindigkeiten 

1)  Es  wäre  möglich,  eine  Untersuchung  nach  dem  Lagrangeschen  Vorbild 
anzustellen,  parallel  zu  der  des  §  136,  aber  der  Beweis  der  Formeln,  welche 
denjenigen  (5)  unten  entsprechen,  erfordert  etwas  umständliche  Erwägungen. 
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immt  wird.     Betrachten  wir  die  Teilchen   der  Flüssigkeit  allein, 
haben  wir: 

QxJj{lA^  +  mAij  +  »Ag)  d« 


+  Qx'ffß^^  +  *>^^V  +  »^0  <?*'  +  ••• 


,(4) 


WO  l,  m,  n  die  Richtangskosinnsse  der  Normalen  in  einem  Element 
der  Grenzfläche  sind,  die  in  die  Flüssigkeit  hinein  gezogen  ist,  oder 
gelegentlich  der  Normalen  eines  Elementes  eines  Querschnittes,  in 
der  Richtung  gezogen,  in  welcher  die  entsprechende  Zirkulation  ge- 
rechnet wird. 

Zur  Zeit  ^  haben   wir   an   den  Oberflächen   der  Körper  wie  an 
den  festen  Grenzflächen 

Wenn  femer  AB  einen  der  Querschnitte  in  seiner  Lage  zur  Zeit  t^ 

darstellt,  während  Ä'B"  für  denselben  Zeitpunkt 
die  Lage  bei  der  veränderten  Bewegung  von  den 
Teilchen  darstellt,  welche  bei  der  wirklichen  Be- 
wegung die  Stellung  AB  einnehmen,  so  wird  das 
Volumen,  welches  zwischen  AB  und  A'B  ein- 
geschlossen ist,  dem  entsprechenden  Ax  gleich 
sein;  folglich 


fß 


(lAi  +  mA?/  +  «A5)r/<y  =  A^ 


(ZA|  +  m^rj  +  nAg)  dts' ^  ^x 


(•'> 


Die    veränderten    Zirkulationen    von   Augenblick    zu    Augenbli 
stehen  noch  zu  unserer  Verfügung.    Wir  können  demnach  annehm 
daß  ihre  Werte  so  beschafl^en  sind,   daß   sie  A;r,  A;^',  •  •  •  zur  ZeJ 
verschwinden  lassen.    Das  rechte  Glied  der  Gleichung  (17)  des  § 
wird  demgemäß  verschwinden;  und  wenn  wir  ferner  annehmen, 
die  äußeren  Kräfte  überhaupt  keine  Arbeit  verrichten,  wenn  die 
grenzung  der  Flüssigkeit  fest  ist,  was  auch  immer  für  relative 
Schiebungen  den  Flüssigkeitsteilchen  erteilt  werden,  so  reduzier 
die  Formel  auf 


{ AT  +  Q,Aq,  +  Q,Aq,  +  ■■■+  Q,Aq, \  dt  =  0. 
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Hieraus    folgen    die   Lagrangeschen   Gleichungen   durch    ein   be- 
kanntes Verfahren.    Wir  haben 


,   dT  *        ,   dT  *        ,  ,   dT  * 


(7) 


Durch  eine  partielle  Integration^  und  unter  der  Annahme^  daß 
A^i,  A(/j,  •  •  •,  Ag^,  ^Xj  A/,  •  •  •  zu  den  Zeiten  ^  und  t^  verschwinden, 
finden  wir  folglich: 


/((; 


d  dT      cT      ^\  .        ,   {  d  dT      dT      ^\   . 

Da  die  Werte  von  A^j,  A^j,  •  •  -,  ^(/«>  A;|r,  A;|j',  •  •  •  innerhalb  des 
Intervalles  Iq  bis  t^  stets  willkürlich  sind,  müssen  ihre  Koeffizienten 
einzeln  verschwinden.    Wir  erhalten  also  n  Gleichungen  von  der  Form 

d  dT  _d^_^  , 

zusammen  mit 

dtcjc  '     dtdx'  '  ^^ 

§  140.  Gleichungen  wie  (9)  und  (10)  kommen  bei  verschiedenen 
Aufgaben  der  gewöhnlichen  Dynamik  vor,  zum  Beispiel,  wenn  es  sich 
um  Gyrostaten  handelt,  wobei  die  Koordinaten  %}  X?  ' '  'y  deren  ab- 
solute Werte  die  kinetische  oder  die  potentielle  Energie  nicht  beein- 
flussen, die  Winkelkoordinaten  der  Gyrostaten  in  Bezug  auf  ihre 
Rahmen  sind.  Die  allgemeine  Theorie  solcher  Systeme  ist  von  Routh^), 
Thomson  und  Tait*)  u.  a.  behandelt  worden. 

Wir  haben  gesehen,  daß 

oT  dT  ,  .... 

H^^^'      di'^^^'"'  (^^ 

und    die    Integration    der    Gleichungen    (10)   zeigt,    daß    die    Größen 

1)  (hl  the  Stdbüity  of  a  Given  State  of  Motion  (Adams  Prize  Essay), 
London  1877;  Advanced  Rigid  Dynamics^  6.  Aufl.,  London  1905. 

2)  Natural  Philosophy,  2.  Aufl.,  §  319,  1879.  Siehe  auch  Hehnholtz,  „Prin- 
zipien der  Statik  monocyclischer  Systeme",  CreUes  Joum.,  97,  1884  {Ges.  Abk., 
m,  S.  179);  Larmor,  „On  the  Direct  Application  of  the  Principle  of  Least  Action 
to  the  Dynamics  of  Solid  and  Fluid  Systems",  Proc,  Lond.  Math,  Soc.,  16,  1884; 
Lamh,  Art.  „Dynamics,  Analytical",  Encych  Brit,  Bd.  27,  8.  666,  1902;  Whittaker, 
Anahftical  Dynamics,  Kap.  III. 

16* 
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X,  x',  •  •  •  in  Bezog  auf  die  Zeit  konstant  sind,  wie  schon  aof  andere 
Weise  bekannt  ist  (§  50).     Wir  schreiben: 

R^T-^Qxz-Qxx (12) 

Wenn  die  Oleichungen  (11)  ausfOhrlich  hingeschrieben  werden,  so 
bestimmen  sie  it  Zy  ' ' '  ^  lineare  Funktionen  Ton  x,  x',  •  •  •  und 
9if  9if  ' '  'y  ^»1  ^^^^  Einsetzen  in  Gleichung  (12)  können  wir  ü  als 
eine  homogene  Funktion  zweiten  Orades  derselben  Orößen  ausdrücken, 
mit  Koeffizienten,  welche  natürlich  im  allgemeinen  die  Koordinaten 
ii9  9%7  ' '  '7  in  enthalten.  Unter  dieser  Annahme  haben  wir,  wenn 
wir  die  willkürliche  Variation  A  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  (12) 
ausfähren  und  die  Teile  w^lassen,  welche  sich  infolge  der  Olei- 
chimg  (11)  aufheben, 


^-R     A     •  I  I       ^^    A  I  I      ^^    A  I 

3-  Affi  +  •  •  •  +  3^-  Ag^  +  •  ■  •  +  3^  Ax  +  .  •  • 

-  H  ^«1 + •  •  • + ff  ^«« + — ^^^*  ~ 


■> 


(13) 


WO   der  Kürze  halber  nur   ein    Glied  jeder  Art   hingeschrieben    ist 
Wir  erhalten  also  2n  Gleichungen  von  den  Formen: 

dir         Hr'       dqr^dqr'  ^^^^ 

zusammen  mit 

Folglich    können    die    Gleichungen   (9)    folgendermafien    geschrieben 
werden: 

WO  die  Geschwindigkeiten  %,%,''•,  welche  den  „ignorierten*^  Koordi- 
naten Xf  x'y  '  ' '  entsprechen,  jetzt  eliminiert  sind.^) 

§  141.  um  ausführlicher  die  Art  der  Veränderung  zu  zeigen, 
welche  durch  die  zyklischen  Bewegungen  in  die  dynamischen  Glei- 
chungen eingeführt  ist,  verfahren  wir  folgendermaßen. 

Wenn  wir  aus  (15)  in  (12)  einsetzen,  so  erhalten  wir: 

T.B-(x|«+x'|«  +  ...).  (17) 

Erinnern  wir  uns  jetzt  an  die  Zusammensetzung  von  22,  so  können 
wir  für  einen  Augenblick 

B  =  i2,,„  +  R,^,  +  JJ„,,  (18) 

1)  Diese  Untersachong  stammt  von  Routh,  l.  c;  vgl.  Whittaker,  Änalytical 
Dynamics,  §  38. 


Ignorierung  der  Koordinaten.  229 

schreiben,  wo  R^^  eine  homogene  Funktion  zweiten  Grades  von 
ii}  9%f  ' '  'f  in  ist,  Rq^  eine  solche  von  x,  x\  -  •  -,  und  R^  ^  bilinear  in 
Bezug  auf  diese  beiden  Reihen  von  Variablen  ist.  Daher  nimmt 
Gleichung  (17)  die  Form 

T  =  ii,.o  -  iJo.«  (19) 

an,  oder,  wie  wir  sie  in  Zukunft  schreiben  werden, 

T=-®+Z,  (20) 

wo  3  und  K  homogene  Funktionen  zweiten  Grades  von  Üit  9tt  ' '  'f  in 
bzw.  X,  x',  •  •  •  sind.     Es  folgt  femer  aus  Gleichung  (18),  daß 

R  =  t-K-ß,q,-ß,q, ß,q„  (21) 

WO  /Jj,  /Jj,  •  •  •  lineare  Funktionen  von  x,  x',  •  •  •  sind,  etwa: 

A=-ajX  +  aj'x'+  •  • 


ßn-«n^  +  <^'  + 


i  • 


(22) 


Die  Bedeutung   der  Koeffizienten  u   bei  den   hydrodynamischen  An- 
wendungen ei^^ibt  sich  aus  den  Gleichungen  (15)  und  (21).  Wir  finden: 


9%  =  a.  +  «1  ?i  +«»«»+•••  +  «««. 


dx 
dK 

a« 


PZ  =  -flT  +  «1  «1  +  «»  3«  +  •   •  +  «,  8, 


(23) 


was  zeigt,  daß  a^  den  Anteil  des  Massenfiusses  durch  den  ersten  Quer- 
schnitt angibt,  welcher  der  Einheit  der  Geschwindigkeit  q^  zuzu- 
schreiben ist,  usw. 

Wenn  wir  aus  Gleichung  (21)  in  (16)  einsetzen,  erhalten  wir 
die  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  eines  „gyrostatischen  Systems"^ 
in  der  Form^): 

Äl|-||  +(l,%,  +  (l,3)?.  +  -  +  (l,«)j.  +  ^^==«,) 

^f|-^l  +  (^'^)«'  +(2,%,  +  -  +  (2,»»)«.  +  |f=«. 


Äfr~^  +  ^'''^^^»'''^"'^^^*  +  (**'^^  *»■•"■■  +if 


,(24) 


1)  Diese  Gleichungen  wurden  zuerst  in  einer  Arbeit  von  Sir  W.  Thomson 
gegeben:  „On  the  Motion  of  Rigid  Solids  in  a  Liquid  drculating  irrotationally 
thxough  perforations  in  them  or  in  a  Fixed  Sohd'S  Phil.  M(ig,,  Mai  1878.  Siehe 
auch  C.  Neumann,  Hydrodynamische  Untersuchungen,  1888. 
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Es  ist  wesentlich,  zu  beachten,  daß 

(r,  s)  =  —  (Sy  r)     und     (r,  r)  =  0. 

Wenn  wir  in  den  Bewegungsgleichungen  eines  YÖllig  bestimmten 
Systemes  von  endlichem  Freiheitsgrade  (§  135,  Gleichung  (14))  das 
Vorzeichen  des  Zeitelementes  dt  umkehren,  so  bleiben  die  Gleichungen 
unverändert.  Die  Bewegung  ist  deshalb  reversibel;  d.  h.  wenn  bei 
dem  Durchgange  des  Systemes  durch  irgend  eine  bestimmte  Lage  die 
Geschwindigkeiten  Qi,  ki,  -  -  -,  Q^  alle  umgekehrt  werden,  so  wird  es 
auf  seinem  früheren  Wege  zurückkehren,  vorausgesetzt,  daß  die  Kräfte 
in  der  gleichen  Lage  stets  die  gleichen  sind.  Es  ist  wichtig,  zu 
bemerken,  daß  dieser  Satz  nicht  allgemein  für  ein  gyrostatisches 
System  gilt;  es  ändern  nämlich  die  Glieder  in  (24),  welche  in 
iif  Qif  '  ' '}  ^n  linear  sind,  ihr  Vorzeichen  zugleich  mit  dty  während 
es  die  anderen  nicht  tun.  Daher  ist  bei  unserer  gegenwärtigen  An- 
wendung die  Bewegung  der  Körper  nicht  reversibel,  außer  wenn  wir 
uns  etwa  einbilden,  daß  die  Zirkulationen  x,  x',  *  •  •  gleichzeitig  mit 
den  Geschwindigkeiten  g^i,  ö's,  •  •  •,  j«  umgekehrt  werden.^) 

Wenn  wir  die  Gleichungen  (24)  der  Reihe  nach  mit  ft,  ö^»,  •  •  •,  ä'„ 
multiplizieren  und  addieren,  so  finden  wir  durch  6ine  geringfügige 
Abänderung  der  Methode  des  §  135: 

j'^(a  +  üO  =  «,«i+ft«,+- ••  +  «,?,.  (26) 

oder  wenn  das  System  konservativ  ist, 

SC  +  -K'  +  F  ==  konst.  (27) 

§  142.  Die  Ergebnisse  des  §  141  können  angewendet  werden, 
um  die  Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  eines  Systemes  von 
Körpern  zu  finden,  welche  von  einer  Flüssigkeit  in  zyklischer  Be- 
wegung umflossen  werden.  Dieses  Problem  der  yyKinetostatikf'j  wie 
es  bezeichnet  werden  kann,  wird  jedoch  naturgemäßer  durch  ein  ein- 
facheres Verfahren  behandelt. 

Der  Wert  von  q)  kann  in  diesem  Falle  auf  die  zweifache  Art 

9 -XÄ  +  X  *»'+•••;  (1) 

9  =  xcö  +  x'co'  +  •  •  •  (2) 

ausgedrückt  werden,  und  die  kinetische  Energie  kann  demgemäß  als 

1)  Gerade  wie  die  Bewegung  der  Achse  eines  Kreisels  nicht  umgekehrt 
irerden  kann,  außer  wenn  wir  den  Sinn  der  Umdrehung  ebenfalls  umkehren. 
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eine  homogene  Funktion  zweiten  Grades  entweder  Ton  %,  Z^  '  '  *  ^^^^ 
von  X,  x\  » '  -  erhalten  werden,  mit  Koeffizienten,  welche  in  jedem 
Falle  Funktionen  der  Koordinaten  Qi,  Q29  ' '  '9  9n  ^^^9  die  die  Lage 
der  Körper  bestimmen.  Diese  beiden  Ausdrücke  für  die  Energie 
sollen  durch  die  Zeichen  Tq  und  K  unterschieden  werden.  Nach 
Gleichung  (5)  des  §  55  haben  wir  eine  dritte  Formel: 


2T^QXz  +  9x'x'  + 


(3) 


Die  Untersuchung  am  Anfang  des  §  135,  welche  durch  Aus- 
lassung der  Glieder,  die  ^i,  q^,  -  • ,  ([„  enthalten,  vereinfacht  wird, 
zeigt,  daß 


^^""  di'     ^^  ""  dt  ' 
Femer  ist  die  ausführliche  Formel  für  Ki 

==  (x,  x)  X*  +  (x',  x')  x'*  +  •  •  •  +  2  (x,  x')  xx'  + 


(4) 


(5) 


wo 


(x,  x)  =  -  gfß^'^  dtf gjp^  d6' 

USW.     Folglich: 


(6) 


dK 


(x,  x)x  +  (x,  x')x'+ (fffwn'^''- 


Wir  erhalten  also: 


QX 


dK 


9% 


dK 


(7) 


Schreiben  wir  femer  in  Gleichung  (3)  T^  +  JC  für  2  T  und  führen 
auf  beiden  Seiten  der  resultierenden  Gleichung  eine  Variation  A  aus,  so 
finden  wir,  wenn  wir  die  Glieder  weglassen,  die  infolge  der  Gleichungen 
(4)  und  (7)  sich  aufheben^). 


dT,       dK_ 
dqr  "^  dqr 


0. 


(«) 


Dies  schließt  die  Reihe  der  gesuchten  mathematischen  Formeln.  *) 


1)  Es  würde  genügen,  Gleichungen  (4)  oder  Gleichungen  (7)  allein  vorau8- 
zusetzen;  der  obige  Prozeß  führt  dann  zu  einem  unabhängigen  Beweis  für  die 
andere  Reihe  der  Formeln. 

i)  Es  ist  zu  bemerken,  daß  die  Funktion  E  des  §  140  sich  jetzt  auf 
—  Ä  reduziert. 
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Wenn  wir  uns  jetzt  Torstellen,  daß  die  Körper  aus  dem  Zustand 
der  Buhe  in  der  Lfl^e  (q^,  q^,  •  -  *,  qj  in  den  Zustand  der  Ruhe  in 
einer  benachbarten  Lage 

gebracht  werden,  so  ist  die  dazu  gebrauchte  Arbeit: 

^^  Qu  Q$9  ' '  f  Qn  ^^^  Komponenten  der  äußeren  Kräfte  sind^  welche 
angewendet  werden  müssen,  um  die  Flüssigkeitsdrucke  auf  die  Körper 
aufzuheben.  Dies  muß  dem  Zuwachs  dkK  der  kinetischen  Energie 
gleich  sein,  der  unter  der  Annahme  zu  berechnen  ist,  daß  die  Zir- 
kulationen X,  x',  •  •  •  konstant  sind.     Folglich: 

Qr'li-  (9) 

Die  Kräfte,  welche  die  Flüssigkeitsdrucke  auf  die  in  Ruhe  be- 
findlichen Körper  darstellen,  werden  erhalten,  wenn  man  die  Vor- 
zeichen umkehrt,  d.  h.  sie  werden  durch: 

gegeben;  die  Körper  streben  also,  sich  so  zu  bewegen,  daß  die  Energie 
der  zyklischen  Bewegung  abnimmt. 

Mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (8)  haben  wir  ebenfalls: 

«/=l|-  (11) 

§  143.  Eine  einfache  Anwendung  der  Gleichungen  (24)  des 
§141  geschieht  in  dem  Falle,  wo  eine  Kugel  sich  in  einer  Flüssig- 
keit bewegt,  die  wirbelfrei  in  einem  zyklischen  Raum  mit  festen 
Grenzen  zirkuliert. 

Wenn  der  Radius  a  der  Kugel  klein  im  Vergleich  mit  deren 
kürzestem  Abstand  von  der  Wand  ist,  so  lautet  die  Formel  (20)  des 

§  141: 

2T^mix'  +  y'  +  z')  +  K,  (1) 

wo  X,  y,  0  die  Koordinaten  des  Mittelpunktes  sind  und  m  die  Masse  der 
Kugel  zusammen  mit  der  Hälfte  der  von  ihr  verdrängten  Flüssigkeits- 
masse bezeichnet;  siehe  §  92.  Um  £*,  die  Energie  der  zyklischen 
Bewegung,  wenn  die  Kugel  in  ihrer  augenblicklichen  Lage  in  Ruhe 
gehalten  wäre,  zu  finden,  beachten  wir  folgendes:  Wenn  wir  i;,  y,  ir 
den  Komponenten  u,  v,  w  der  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeit  gleich 
setzen,  die  bei  Abwesenheit  der  Kugel  im  Punkte  (x,  y,  ss)  herrschen 
würde,  und  wenn  wir  gleichzeitig  m  =^  2xQa^  setzen,  so  ist  die  resol- 
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tierende  Energie  angenähert  dieselbe,  als  wenn  die  Flüssigkeit   den 
ganzen  Raum  erfüllte;  folglich: 

2  jrpa«  (u*  +  t;«  +«;»)  +  JE"  -  konst., 


oder: 


wo 


ä:  =  konst.  -  W, 


(3) 


Es  bezeichnen  femer  die  Koeffizienten  cc^,  cc^,  a^  in  §  141  (22) 
die  Durchgangsmengen  durch  den  ersten  Querschnitt,  wenn  die  Kugel 
sich  mit  der  Geschwindigkeit  1  parallel  zur  x-  bzw.  y-  oder  jP-Achse 
bewegt.  Wenn  wir  mit  Ü,  den  Fluß  durch  diesen  Querschnitt  be- 
zeichnen, der  von  einer  ein&chen  Quelle  der  Stärke  1  im  Punkte 
(Xy  y,  z)  herrührt,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  uns  an  die  Äquiyalenz 
einer  bewegten  Kugel  mit  einer  Doppelquelle  (§  92)  erinnern, 


«1 

io» 

da. 

dx 

«i 

- 

ia» 

da 

«8 

- 

*«• 

da 

de  > 

(4) 


sodaB  die  Größen,  welche  in  Gleichung  (24)  des  §  141  mit  (2,  3), 
(3,  1),  (1,  2)  bezeichnet  wurden,  identisch  verschwinden.  Die  Glei- 
chungen reduzieren  sich  also  im  vorliegenden  Falle  auf: 


m^; 


my 


mz 


X  + 


dx 
dW 

dy 


^^7. 


(5) 


wo   X,  Z,  y  die  Komponenten  der  äußeren  Kraft  sind,  welche  auf 
die  Kugel  wirkt. 

^'"^  x=r=z-o, 

so  strebt  die  Kugel,  sich  dorthin  zu  bewegen,  wo  die  ungestörte  Ge- 
schwindigkeit der  Flüssigkeit  am  größten  ist. 

Z.  B.  im  Falle  der  zyklischen  Bewegung  um  einen  festen  Kreis- 
zylinder (§§  27  und  64)  verhält  sich  die  Geschwindigkeit  der  Flüssig- 
keit umgekehrt  wie  der  Abstand  von  der  Achse.  Die  Kugel  wird 
sich  also  bewegen,  als  wenn  sie  unter  Wirkung  einer  Kraft  wäre,  die 
auf  die  Achse  zu  gerichtet  ist  und  sich  umgekehrt  wie  die  dritte 
Potenz  der  Entfernung  verhält     Die  Projektion  ihrer  Bahn  auf  eine 
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Ebene^   die  senkrecht  zur  Achse  steht^   wird  darum  eine  Gotes'sche 
Spirale  sein.^) 

§  144.  Wir  wollen  femer  einige  Probleme  der  Kinetostatik  zur 
Erläuterung  der  Theorie  des  §  142  angeben. 

Es  wird  in  §  153  gezeigt  werden,  daß  die  Energie  K  der  zykli- 
schen Flüssigkeitsbewegung  proportional  mit  der  Energie  eines  ge- 
wissen Systemes  elektrischer  Stromflächen  ist,  welche  mit  den  festen 
Grenzen  zusammenfallen,  wobei  die  elektrischen  Stromlinien  senkrecht 
zu  den  Stromlinien  der  Flüssigkeit  laufen. 

Die  elektro-magnetischen  Kräfte  zwischen  Leitern,  in  denen  diese 
Ströme  fließen,  sind  proportional')  den  Ausdrücken  auf  der  rechten 
Seite  der  Gleichungen  (10;  des  §  142  mit  umgekehrten  Vorzeichen. 
Daher  sind  in  der  Hydrodynamik  die  Kräfte  auf  die  Körper  ent- 
gegengesetzt gerichtet  wie  die,  welche  in  dem  elektro-magnetischen 
Abbild  auftreten.  In  dem  besonderen  Falle,  wo  die  festen  Körper 
sich  auf  unendlich  dünne  Kerne  reduzieren,  um  welche  die  Flüssig- 
keit berumfließt,  sind  die  fraglichen  Stromflächen  praktisch  einem 
Systeme  von  elektrischen  Strömen  gleichwertig,  welche  in  den  als 
Drähte  betrachteten  Kernen  mit  den  Intensitäten  x,  x',  •  •  •  fließen.  Z.  B. 
zwei  dünne  kreisförmige  Ringe,  welche  eine  gemeinschaftliche  Achse 
haben,  werden  einander  abstoßen  oder  anziehen,  je  nachdem  die 
Flüssigkeit  in  gleichen  oder  entgegengesetzten  Richtungen  durch  sie 
fließt.')  Dies  hätte  natürlich  schon  aus  dem  Prinzip  des  §  23  vor- 
hergesehen werden  können. 

Ein  anderer  interessanter  Fall  ist  der  einer  Anzahl  offener  Röhren, 
welche  so  eng  sind,  daß  sie  die  Bewegung  der  Flüssigkeit  außer- 
halb nicht  merklich  hindern.  Wenn  man  Ströme  durch  die  Röhren 
fließen  läßt,  dann  werden  die  Enden  in  Bezug  auf  den  äußeren  Raum 
wie  Quellen  und  Senken  wirken.  Die  Energie,  die  von  einer  Ver- 
teilung positiver  oder  negativer  Quellen  w^,  m,,  •  •  herrührt,  wird, 
soweit  sie  von  der  relativen  Lage  derselben  abhängt,  durch  folgendes 
Integral  gegeben: 

-  *  ^.//^  f-«  ^^'  (ö) 

erstreckt    über    ein    System    kleiner    geschlossener    Flächen,    welche 
^\y  ^y  •  *  *    einschließen.     Wenn    (Pi,  (Pi,  -  -  -    die    Geschwindigkeits- 


1)  Vgl  Sir  W.  Thomson,  l.  c,  S.  229. 

2)  Maxwell,  Electricity  and  Magnetisni,  §  578. 

8)  Der  Satz  dieses  Paragraphen  ist  von  Kirchhoff  gegeben:  h  c,  S.  67. 
Siehe  auch  Sir  W.  Thomson,  „On  the  Forces  ezperienced  bj  Solids  immersed  in 
a  Moving  Liquid",  Proc.  i?.  S.  Edinb.,  1870  (Reprint,  §  41);  Boltzmann,  „Über  die 
Druckkräfte,  welche  auf  Ringe  wirksam  sind,  die  in  bewegte  Flübsigkeit  tauchen'% 
Grelles  Joiim.,  78,  1871. 


ist. 
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Potentiale  sind^  die  den  bezüglichen  Quellen  entsprechen^  so  lautet 
der  Teil  dieses  Ausdruckes,  welcher  dem  gleichzeitigen  Vorhandensein 
von  m^  und  m^  zuzuschreiben  ist, 

was  nach  dem  Greenschen  Satze  gleich 

Da   das  Oberflächenintegral  von  ~-  für  jede  der  geschlossenen 

Flächen  null  ist,  mit  Ausnahme  derjenigen,  welche  m^  umgibt,  so 
können  wir  schließlich  die  Integration  darauf  beschränken,  und  er- 
halten somit: 

-  ^9^1  JJ  -^v  ^^«  =^  PW29i-  (9) 

Da  der  Wert  von  g?i  für  Wj   gleich  j— ^ —  ist,  wo  r^  den  Abstand 

Xm 

zwischen  m^  und  m^  bezeichnet,  so  erhalten  wir  für  den  Teil  der 
kinetischen  Energie,  welcher  von  der  relativen  Lage  der  Quellen  ab- 
hängig ist,  den  Ausdruck: 

Die  Großes  ni^y  m^,  •  •  •  sind  in  diesem  Problem  gleich  den  Durch- 
gangsmengen iQy  Xq\  . .  .  durch  die  Querschnitte  der  entsprechenden 
Röhren,  sodaß  Gleichung  (10)  der  Form  Tq  der  kinetischen  Energie 
entspricht.  Die  Kraft;,  welche  scheinbar  von  m^  auf  m,  ausgeübt 
wird  und  r^  zu  vergrößern  strebt,  besitzt  deshalb  nach  Gleichung  (11) 
des  §  142  den  Wert: 

Q      d       m^m^  Q       m^m^ 

Deshalb  ziehen  zwei  Quellen  mit  gleichen  Vorzeichen  einander  an, 
und  zwei  mit  ungleichen  Vorzeichen  stoßen  sich  ab,  mit  EnLfben, 
welche  sich  umgekehrt  wie  das  Quadrat  der  Entfernung  verhalten.^) 
Man  sieht  leicht,  daß  auch  dieses  Resultat  mit  allgemeinen  Prinzipien 
in  Übereinstimmung  ist.  Es  folgt  auch  unabhängig  aus  der  elektri- 
schen Analogie,  wobei  die  Röhren  den  Ampereschen  „Solenoiden"  ent- 
sprechen. 

Wir  schließen  hiermit  diese  Abteilung  unseres  Gegenstandes, 
um  möglichst  den  Verdacht  der  Unbestimmtheit  zu  vermeiden,  wel- 
cher  bisweilen   dem   Gebrauche   generalisierter  Koordinaten  anhaftet, 

1)  Sir  W.  Thomson,  l  c. 
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ist  in  diesem  Kapitel  der  Yersnch  unternommen  worden,  die  Frage 
auf  eine  möglichst  sichere  Grundli^  zu  stellen,  selbst  auf  Kosten 
einer  gewissen  Weitschweifigkeit  in  den  Methoden. 

Einige  Autoren  haben  sich  die  Sache  viel  einfacher  vorgestellt.^) 
Die  Probleme  werden  mit  einem  Schlage  unter  die  gewöhnlichen 
Formeln  der  Dynamik  untergeordnet,  indem  man  sich  eine  unbe- 
grenzte Anzahl  ,,ignorierter  Koordinaten^'  eingef&hrt  denkt ,  welche 
die  Lage  der  verschiedenen  Flüssigkeitsteilchen  bestimmen  sollen. 
Man  ninmit  an,  daß  die  entsprechenden  Komponenten  des  Momentes 
alle  verschwänden,  mit  Ausnahme  (im  Falle  eines  zyklischen  Gebietes) 
derjenigen,  welche  durch  die  Zirkulationen  durch  die  verschiedenen 
öffiiungen  dargestellt  sind. 

Vom  physikalischen  Standpunkt  aus  wäre  es  unangemessen,  einer 
solchen  YeraUgemeinerung  die  Zustimmung  zu  versagen,  besonders, 
wenn  sie  den  Ausgangspunkt  der  ganzen  Entwicklung  dieses  Teiles 
unseres  Gegenstandes  gebildet  hat;  aber  es  ist  wenigstens  berechtigt 
und  vom  hydrodynamischen  Standpunkt  aus  sogar  erwünscht,  daß  sie 
a  posteriori  durch  unabhängige,  wenn  auch  schwerfälligere  Methoden 
bestätigt  würde. 

Welches  Verfahren  auch  immer  als  zweckmäßig  anerkannt  sei, 
das  Resultat  lautet  so,  daß  die  in  diesem  Kapitel  betrachteten  Systeme 
(soweit  als  die  y^greifbaren^^  Koordinaten  Qi,  q^f  •  ,  Q^  in  Betracht 
kommen)  sich  genau  wie  die  gewöhnlichen  Systeme  mit  endlichem 
Freiheitsgrad  verhalten.  Die  weitere  Entwicklung  der  allgemeinen 
Theorie  gehört  in  die  analytische  Mechanik  und  muß  deshalb  in  den 
Lehrbüchern  und  Abhandlungen  gesucht  werden,  welche  sich  mit 
diesem  Gegenstand  befassen.  Es  ist  nur  noch  zu  erwähnen,  daß 
die  hydrodynamischen  Systeme  äußerst  interessante  und  schöne  An- 
wendungen des  Prinzips  der  kleinsten  Wirkung,  der  reziproken 
Sätze  von  Helmholtz  und  anderer  allgemeiner  Sätze  der  Dynamik 
darbieten. 


1)  Siehe  Thomson  und  Tait,  sowie  Larmor,  II,  c,  S.  227. 


Siebentes  Kapitel 

Wirbelbewegung. 

§  146.  Unsere  bisherigen  Untersuchungen  haben  sich  meisten- 
teils auf  den  Fall  wirbelloser  Bewegung  beschrankt.  Wir  gehen  jetzt 
dazu  über,  uns  mit  der  „Wirbd^^-Bewegung  zu  beschäftigen.  Dieser 
Gegenstand  wurde  zuerst  von  Helmholtz^)  untersucht;  andere  und 
einfachere  Beweise  einiger  seiner  Sätze  wurden  später  von  Lord 
Kelvin  in  der  Arbeit  über  Wirbelbewegung  gegeben,  die  bereits  in 
Kap.  III  genannt  wurde. 

Wir  werden  in  diesem  Kapitel  die  Zeichen  S,  i?,  S  gebrauchen, 
um  wie  in  Kap.  III  die  Komponenten  der  jeweiligen  Winkel- 
geschwindigkeit eines  Flüssigkeitselementes  zu  bezeichnen,  also: 


1  /du       dw\ 
^  ^  2  [dz  "  Fx) 

^^2\dx      dy)  . 


(1) 


Eine  Linie,  die  so  Ton  Punkt  zu  Punkt  gezogen  ist,  daß  ihre 
Richtung  überall  diejenige  der  augenblicklichen  Rotationsachse  der 
Flüssigkeit  ist,  heißt  eine  „Wirbdlinie^^  Die  Differentialgleichungen 
des  Systems  der  Wirbellinien  sind: 

dx       dy       dz  ,n\ 

y»-  =  y  (2) 

Wenn  wir  durch  jeden  Punkt  einer  kleinen  geschlossenen  Kurve 
die  zugehörige  Wirbellinie  ziehen,  so  erhalten  wir  eine  Röhre,  welche 
wir  eine  j,Wirhelrohre^^  nennen.  Die  Flüssigkeit,  welche  in  einem 
solchen  Rohr  enthalten  ist,  bildet  einen  sogenannten  y,Wirbdfaden** 
oder  einfach  einen  „Wirhd^^. 

Es  seien  ABC  und  AB'C  irgend  zwei  geschlossene  Kurven, 
welche  auf  der  Oberfläche  einer  Wirbelröhre  gezogen  sind  und  die- 
selbe umschließen,  femer  sei  AA  eine  Verbindungslinie,  die  auch  auf 


1)  „Über  Integrale  der  hydrodynamischen  Gleichungen,  welche  den  Wirbel- 
bewegungen entsprechen"^  Grelles  Journ.,  66,  1868  (Ges.  Äbh.^  Bd.  I,  S.  101). 
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der  Oberfläche  gezogen  ist.  Wir  wollen  den  Satz  des  §  32  auf  die 
geschlossene  Kurve  ABCAÄC'B' Ä A  und  den  Teil  der  Oberfläche 
der  Röhre  anwenden,  der  von  ihr  begrenzt  wird.     Da 

für  jeden  Punkt  dieser  Oberfläche  gilt,  so  muß  das  Linienintegral: 

({udx  +  vdy  +  wde)y 

über  die  geschlossene  Kurve  erstreckt,  verschwinden; 
also  in  der  Schreibweise  des  §  31: 

J{ABCA)  +  J(^^0  +  J{ACB'A')  +  J{ÄÄ)  =  0, 

was  sich  auf 

J{ABCÄ)^J{A'B'C'A') 

reduziert.  Folglich  ist  die  Zirkulation  in  allen  geschlossenen  Kurven 
gleich,  welche  dieselbe  Wirbelröhre  umschließen. 

Femer  folgt  aus  §  31,  daß  die  Zirkulation  um  den  Rand  eines 
Querschnittes  des  Fadens,  der  zu  seiner  Längsrichtung  senkrecht  steht, 
2(06  ist,  wo 

die  Winkelgeschwindigkeit  der  Flüssigkeit  und  6  die  unendlich  kleine 
Fläche  des  Querschnittes  ist. 

Vereinigen  wir  diese  Resultate,  so  sehen  wir,  daß  das  Produkt 
von  Winkelgeschwindigkeit  und  Querschnitt  für  alle  Punkte  des 
Wirbels  das  gleiche  ist.  Das  doppelte  Produkt  wird  als  ein  Maß  für 
die  „Intensität^'  oder  „Stärke^^  des  Wirbels  gebraucht.^) 

Dieser  Beweis  stammt  von  Lord  Kelvin;  der  Satz  selbst  wurde 
zuerst  von  Helmholtz  gegeben,  und  zwar  als  eine  Folge  der  Beziehui^: 

Ü  +  g-  +  I-  =  0,  (3) 

die  sogleich  aus  den  Werten  von  |,  ^,  5  erhalten  wird,  welche  in  den 
Gleichungen  (1)  gegeben  sind.  Schreiben  wir  in  Gleichung  (1)  des 
§  42  g,  rj,  t  für  U,  F,  W,  so  finden  wir  in  der  Tat: 

^/jGI  +  mij+nOdS  =  0,  (4) 

wo  die  Litegration  über  eine  geschlossene  Fläche  zu  erstrecken  ist, 
welche  ganz  in  der  Flüssigkeit  liegt.  Wendet  man  dies  auf  die  ge- 
schlossene Fläche  an,   die  von  zwei  Querschnitten  einer  Wirbelröhre 

1)  Dies  ist  eine  Abweichung  vom  gewöhnlichen  Gebrauch,  aber  die  Zirku- 
lation um  einen  Wirbel  dürfte  als  das  natürlichste  Maß  für  seine  Intensität 
erscheinen. 
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und  dem  zwischenliegenden  Teil  der  Wand  gebildet  wird,  so  finden  wir: 

0)i  (Jj  =  0^2^%  y 

wenn  Oj,  cd^  die  Winkelgeschwindigkeiten  in  den  Qaerschnitten  ö^,  ö^ 
bezeichnen. 

Lord  Kelvins  Beweis  zeigt,  daß  der  Satz  auch  dann  richtig  ist, 
wenn  |,  rj,  g  anstetig  sind,  nur  vorausgesetzt,  daß  u,  v,  w  stetig 
seien;  in  diesem  Falle  kann  eine  scharfe  Biegung  an  einem  Punkt  des 
Wirbels  vorhanden  sein. 

Eine  wichtige  Folge  des  obigen  Satzes  ist,  daß  eine  Wirbellinie 
in  einem  Punkte  innerhalb  der  Flüssigkeit  weder  beginnen  noch  endigen 
kann.  Alle  vorhandenen  Wirbellinien  müssen  entweder  geschlossene 
Kurven  bilden  oder  andernfalls  die  Flüssigkeit  durchqueren,  indem 
sie  an  den  Grenzflächen  anfangen  und  aufhören.    (Vergl.  §  36.) 

Der  Satz  (5)  des  §  32  kann  jetzt  folgendermaßen  ausgesprochen 
werden:  Die  Zirkulation  in  irgend  einer  geschlossenen  Kurve  ist  gleich 
der  Summe  der  Stärken  aller  Wirbel,  welche  sie  umschließt. 

§  146.  Es  ist  in  §  33  bewiesen,  daß  in  einer  vollkommenen 
Flüssigkeit,  deren  Dichte  entweder  gleichförmig  oder  nur  Funktion 
des  Druckes  allein  ist,  imd  welche  Kräften  mit  einem  eindeutigen 
Potential  unterworfen  ist,  die  Zirkulation  in  jeder  geschlossenen  Kurve 
konstant  ist,  die  sich  mit  der  Flüssigkeit  bewegt. 

Wenden  wir  diesen  Satz  auf  eine  geschlossene  Kurve  an,  welche 
eine  Wirbelröhre  umschließt,  so  finden  wir,  daß  die  Intensität  jedes 
Wirbels  konstant  ist. 

Wenn  wir  in  irgend  einem  Zeitpunkt  eine  Fläche  nehmen,  die 
ganz  aus  Wirbellinien  besteht,  so  ist  die  Zirkulation  in  jeder  auf  ihr 
gezogenen  geschlossenen  Kurve  nach  §  32  null,  da 

l^  +  mrj  +  ng  =  0 

für  jeden  Punkt  der  Fläche.  Wenn  wir  uns  jetzt  einbilden,  daß  diese 
Fläche  sich  mit  der  Flüssigkeit  bewege,  so  wird  die  Zirkulation  in 
jeder  geschlossenen  Kurve  auf  ihr  immer  null  sein,  und  deshalb 
wird  nach  §  145  die  Fläche  stets  aus  Wirbellinien  bestehen.  Be- 
trachten wir  femer  zwei  solche  Flächen,  so  ist  klar,  daß  ihre  Schnitt- 
linie immer  eine  Wirbellinie  sein  muß,  woraus  wir  den  Satz  ableiten, 
daß  die  Wirbellinien  sich  mit  der  Flüssigkeit  bewegen. 

Dieser  bemerkenswerte  Satz  wurde  zuerst  von  Helmhol tz  für 
inkompressible  Flüssigkeiten  bewiesen;  der  voranstehende  Beweis  von 
Lord  Kelvin  lehrt,  daß  er  für  alle  Flüssigkeiten  gilt,  welche  den 
obigen  Bedingungen  unterworfen  sind. 

Der  Satz^  daß  die  Zirkulation  in  jeder  mit  der  Flüssigkeit  be- 
wegten geschlossenen  Kurve  unveränderlich  ist,   bildet  den  einzigen 
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und  ansreicheDden  Anschluß  an  die  Dynamik ,  welchen  wir  in  den 
Untersuchnngen  dieses  Kapitels  zu  machen  brauchen.  Er  ist  auf  die 
Annahme  einer  stetigen  Druckverteilung  gegründet  und  schließt  diese 
umgekehrt  ein.  Denn  wenn  wir  in  irgend  einer  Aufgabe  Funktionen 
Uy  Vy  w  von  Xy  y,  Zy  i  gefunden  haben,  welche  den  kinematischen  Be- 
dingongen  genfigen,  dann  muß,  wenn  die  Lösnng  auch  dynamiech 
möglich  sein  soll,  die  Beziehung  der  Drucke  um  zwei  bewegte  Teil- 
chen A  und  B  durch  die  Formel  (2)  des  §  33  gegeben  sein,  nämlich: 

B  B 

\JiZ  +  Ä  _  ^  j.]  _  _  ^J\udx  +  vdy  +  wdB).  (1) 

A  A 

Es  ist  deshalb  notwendig  und  hinreichend,  daß  der  Ausdruck  auf  der 
rechten  Seite  für  alle  Integrationswege  derselbe  sei,  die,  Ton  A  nach 
B  gezogen,  sich  mit  der  Flüssigkeit  bew^en.  Dies  wird  gesichert, 
wenn  und  nur  wenn  die  angenommenen  Werte  Ton  UyVyW  so  be- 
schaffen sind,  daß  die  Wirbellinien  sich  mit  der  Flüssigkeit  bewegen, 
und  daß  femer  die  Intensität  eines  jeden  Wirbels  sich  mit  der  Zeit 
nicht  ändert 

Man  sieht  leicht  ein,  daß  der  Beweis  durchaus  nicht  beeinträchtigt 
wird,  wenn  die  angenommenen  Werte  von  u,  t;,  w  bewirken,  daß 
I,  17,  {;  an  bestimmten  Flächen  unstetig  werden,  nur  'vorausgesetzt, 
daß  Uj  V,  w  überall  stetig  sind. 

Wegen  ihres  historischen  Interesses  sollen  einige  unabhängige 
Beweise  der  vorausgehenden  Sätze  kurz  angedeutet^  und  deren  gegen- 
seitige Beziehungen  auseinandergesetzt  werden. 

Der  vielleicht  überzeugendste  unter  diesen  gründet  sich  auf  eine 
geringfügige  Verallgemeinerung  einiger  Gleichungen,  die  ursprünglich 
von  Cauchj  in  der  Einleitung  zu  seiner  klassischen  Abhandlung 
über  „Wellen"^)  gegeben  und  von  ihm  gebraucht  wurden,  um  den 
L^rangeschen  Satz  über  das  Geschwindigkeitspotential  zu  beweisen. 

Die  Gleichungen  (2)  des  §  15  ergeben,  wenn  man  die  Funktion  % 
durch  kreuzweise  Differentiation  eliminiert, 

dudx       dudx       dvdy       dvdy    .dwde       dwde  dw^       dv^ 

dbdc~dcdb'^dbdc  ~dcdh'^dbdc~Fcdb''  ~dh  ""de  ^ 

zugleich  mit  zwei  symmetrischen  Gleichungen  (es  ist  hier  u,  v,  w  an 

Stelle  von  ^>   ^>   ^  geschrieben).    In  diesen  Gleichungen  ersetzen 

wir  die  Differentialquotienten  von  u,  v,  w  nach  a,  6,  c  durch  ihre 
Differentialquotienten  nach  Xy  y,  z\  dann  erhalten  wir: 

1)  /.  c,  S.  10. 
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a(fe,  c) 


d{h,  c) 


d(b,  c) 


^  a(c,  a)  "^  '^  a(c,  a)   "^  ^  a(c,  a)  ~  ^0 

t  ^(y>  g)  1  ^  ^i!»  ^)  I  ^  ^(^>  y)  _  «. 


(2) 


Wenn  wir  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  ä~  >  är  >  ä~  multi- 
plizieren und  addieren^  dann  erhalten  wir  unter  Berücksichtigung  der 
Lagrangeschen  Kontinuitätsgleichung  (1)  des  §  14  die  erste  der  fol- 
genden drei  Gleichungen: 


9 
9 


Po  ^^    Po  ^C 

|o  ^y  _i_  51  ^  I  io  ^ 

Po  Ö«    Po  ^^     Po  ^<? 

to^^ 


^  lo  J^  I  »Jo  ^^_ 

P    Po  ^«    Po  ^b 


Po  ^C 


(3) 


In  dem  besonderen  Falle  einer  inkompressiblen  Flüssigkeit  (q  =  Qq) 
unterscheiden  sich  diese  nur  durch  die  Bezeichnung  I,  i?,  £  von  den 
Gleichungen,  welche  Cauchy  gegeben  hat.  Sie  zeigen  sogleich,  daß 
I,  iy,  g  für  ein  Teilchen  immer  null  sind,  wenn  die  Anfangswerte 
So?  ^0^  &)  ^®^  Rotationen  für  dieses  Teilchen  verschwinden.  Dies  bildet 
in  der  Tat  den  Cauchyschen  Beweis  des  Lagrangeschen  Satzes. 

Um  Gleichungen  (3)  für  den  allgemeinen  Fall  zu  deuten,  wollen 
wir  ein  Linienelement  betrachten,  das  zur  Zeit  ^  =  0  mit  einer  Wirbel- 
linie zusammenfällt,  indem  wir  schreiben: 

Sa  =  6    ^' 


_»p_ 

Po 
Po 
Po 


db^€ 


WO  e  unendlich  klein  ist.  Wenn  wir  annehmen,  daß  dieses  Linienelement 
sich  mit  der  Flüssigkeit  bewegt,  so  zeigen  die  Gleichungen  (3),  daß 
die  Projektionen  auf  die  Koordinatenachsen  zu  irgend  einer  anderen 
Zeit  durch  die  Gleichungen 


da:  =  f 


*y  =  £ 


6  '  - 


Q 

_1 
P 

t 
9 


gegeben  sind,    d.  h.   das  Element  wird  immer  einer  Wirbellinie  an- 

Lamb,  BLydrodjiuunik  16 
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(0 


gehören,  und  seine  Länge  ds  wird  mit  —  proportional  sein,  wo  cd  die 

resultierende  Winkelgeschwindigkeit  ist.  Wenn  aber  6  der  Quer- 
schnitt eines  Wirbelfadens  ist,  welcher  Ss  als  Achse  hat,  so  ist  das 
Produkt  QöSs  in  Bezug  auf  die  Zeit  konstant.  Deshalb  ist  die  Stärke 
2(06  des  Wirbels  konstant.^) 

Der  ursprünglich  von  Hehnholtz  gegebene  Beweis  geht  von 
einem  System  Ton  drei  Gleichungen  aus,  welche  sich  so  yerallgemeinem 
lassen,  daß  sie  f&r  irgend  eine  Flüssigkeit  gelten,  wo  q  eine  Funk- 
tion von  p  allein  ist;  sie  lauten  dann^): 


Dt  \q)       q  dx'^  ~Q  dy'^gdz 
Dt  \q)        q  dx"^ 


n  dv    .    t  dv 
9  dy  "^  Q  de 

t  dw 

Q  dß 


(4) 


Q/       Q  dx  ^    Q  dy 

Dies  kann  auf  folgende  Weise  erhalten  werden.  Wenn  ein 
Ejäftepotential  H,  existiert,  können  die  Bewegungsgleichungen  des  §  6 
in  den  Formen 


du 

dt 

2vi+2wri^       ai- 

cv 

dt 

-2ti;g  +  2ug--|?^ 

dtc 
dt 

-2uri+2vi  =-|^ 

(5) 


geschrieben  werden,  wo 


und 


z'=/f +  i«*  +  ß 


(6) 


q^  =  M*  +  t;'  +  w\ 

Aus  der  zweiten  und  dritten  dieser  Gleichungen  erhalten  wir,  wenn 
wir  X    durch  kreuzweise  DiiBFerentiation  eliminieren: 


aS 


as 


as 


dt  dy    '        dz 


(dn    .   at\  du    .    ,du.       i,  (dv    .   dw\ 


Berücksichtigen  wir  die  Beziehung 


as  ,  a^  ,  af 

cx"^  dy       cz 


0 


(7) 


und  die  Eontinuitätsgleichung 


1)  Siehe  Nanson,  Mesa,  of  Math.,  3,  S.  120,   1874;   Kirchhoflf,  Meduiniky 
15.  Vorl.,  1876;  Stokes,  Math,  and  Phys.  Papers  II,  S.  47,  1883. 

2)  Nanson,  l  c. 


Die  HelmholtzBchen  Sätze.  243 

so  laßt  sich  die  erste  der  Gleichiiiigen  (4)  leicht  ableiten. 

Um   diese  Gleichungen   zu   deuten,   betrachten   wir   ein  Linien- 
element,  dessen  Projektionen   auf  die  Koordinatenachsen   zur  Zeit  t 


dx  =  S  ' 


dy 


9 

n_ 

9 


dz  =£'^ 


(9) 


9 

sind,  wo  €  unendlich  klein  ist.  Wenn  wir  annehmen,  daß  dieses 
Linienelement  sich  mit  der  Flüssigkeit  bewegt,  so  ist  der  Betrag,  um 
den  da;  pro  Zeiteinheit  wächst,  gleich  der  Differenz  der  Werte  u  an 
den  beiden  Enden,  folglich: 

Ddx  i  du   ,       n  du   ,       i  du 

jUt  Q  ex    *      9  dy  9  dz 

Aus  Gleichung  (4)  folgt  dann,  daß 

Die  Schluß  weise  von  Helmholtz  lautet  so:  Wenn  die  Relationen  (9) 
zur  Zeit  t  gelten,  so  werden  sie  auch  zur  Zeit  i  -^  öi  bestehen,  usw. 
Dieser  Schluß  ist  jedoch  nicht  völlig  streng;  er  unterliegt  nämlich 
den  Einwänden,  welche  Stokes^)  gegen  verschiedene  mangelhafte  Be- 
weise des  Lagrangeschen  Satzes  gerichtet  hat.^) 

Um  den  Zusammenhang  mit  der  Untersuchung  von  Lord  Kelvin 
herzustellen,  machen  wir  darauf  aufmerksam,  daß  die  Gleichungen  (2) 
besagen,  daß  die  Zirkulation  in  jeder  von  drei  unendlich  kleinen 
geschlossenen  Kurven  konstant  ist,  welche  ursprünglich  zu  den 
drei    Koordinatenachsen    senkrecht    waren.     Nehmen    wir    z.  B.    die 


1)  /.  c,  S.  19. 

2)  Eb  mag  erwähnt  werden,  daß  für  den  Fall  einer  inkompressiblen  Flüssig- 
keit Gleichungen,  die  denjenigen  (4)  sehr  ähnlich  sind,  yon  Lagrange  aufgestellt 
worden  sind:  MiaceU,  Taur,  II,  1760  {(Euvrea  I,  S.  442).  Der  Verfasser  ist  für 
diese  Angabe  und  für  die  obige  Bemerkung  über  die  Helmholtzsche  Unter- 
suchung Herrn  Prof.  Larmor  zu  Dank  verpflichtet.  Gleichungen,  welche  den 
Yon  Lagrange  gegebenen  gleichbedeutend  sind,  sind  yon  Stokes,  l.  c,  aufgestellt 
und  als  Grundlage  für  einen  strengen  Beweis  des  Satzes  über  das  Geschwindig- 
keitspotential  gebraucht  worden. 

16* 
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geschlossene  Eonre,  welche  ursprcliiglich  das  Rechteck  dbdc  um- 
grenzte, und  bezeichnen  wir  mit  Ä,  B,  C  die  Flächeninhalte  ihrer 
Projektionen  auf  die  Eoordinatenebenen  zur  2jeit  ty  so  haben  wir: 

A  ^^  ^  ^^*— -  Sh  de. 
c(h,  c)  ' 

d(b,  c) 
Die  erste  der  betreffenden  Gleichungen  ist  daher  mit 

äquivalent^) 

§  147.  Durch  eine  gleiche  Erwägung  wie  in  §  41  wird  er- 
sichtlich, daß  eine  stetige  wirbelfreie  Bewegung  in  einer  inkompres- 
siblen  Flüssigkeit  unmöglich  ist,  die  den  unbegrenzten  Raum  erfüllt 
und  der  Bedingung  unterliegt,  daß  die  Geschwindigkeit  im  unend- 
lichen überall  verschwindet.    Dies  führt  sogleich  zu  folgendem  Satze: 

Die  Bewegung  einer  FlOflsigkeit,  welche  den  unbegrenzten  Raum 
erfUlt  und  im  unendlichen  in  Ruhe  ist,  ist  bestimmt,  wenn  wir  die 
Werte  der  raumlichen  Dilatation  0  und  der  Komponenten  S,  17,  ^  der 
Winkelgeschwindigkeit  für  alle  Punkte  des  Raumes  kennen. 

Denn  wenn  wir  annehmen,  daß  es  zwei  Reihen  von  Werten 
Mj,  t?!,  t€i  uod  tij,  t;,,  tr,  der  Geschwindigkeitskomponenten  gäbe,  deren 
jede  die  Gleichungen        ^         ^         d 

CtC  dV  ^y 

dv       ^^  _  o  fr 

dx      dy~^ 

in  dem  unbegrenzten  Räume  erfüllt  und  im  Endlichen  verschwindet, 
so  werden  die  Größen: 

t;'  =  t?!  —  Vj, 


1)  Nanson,  Mess,  of  Math.,  7,  S.  182,  1878.  Eine  ähnliche  Deutung  der  Helm- 
holtzschen  Gleichungen  wurde  von  Lamb  gegeben:  Mess,  of  McUh.,  7,  S.  41,  1877. 

Schließlich  mag  erwähnt  werden,  daß  ein  anderer  Beweis  des  Lagrange- 
sehen  Satzes,  der  sich  auf  elementare  Sätze  der  Dynamik  ohne  besondere  Rück- 
sicht auf  die  hydrokinetisohen  Gleichungen  gründet,  von  Stokes,  Camb.  Trans.,  8 
(Math,  and  Phys,  Papera  I,  S.  113)  angedeutet  und  von  Lord  Kelvin  in  seiner 
Abhandlung  über  Wirbelbewegung  durchgeführt  worden  ist. 
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den  Gleichungen  (1)  und  (2)  mit 

genügen  und  im  unendlichen  verschwinden.  Sie  müssen  folglich  in 
Rücksicht  auf  das  obige  Resultat  überall  verschwinden,  und  es  gibt 
daher  nur  eine  mögliche  Bewegung^  welche  die  vorausgesetzten  Be- 
dingungen erfüllt. 

Auf  die  gleiche  Weise  können  wir  zeigen,  daß  die  Bewegung 
einer  Flüssigkeit,  welche  einen  begrenzten  einfach  zusammenhängenden 
Raum  erfüllt,  bestimmt  ist,  wenn  wir  die  Werte  der  räumlichen 
Dilatation  und  der  Komponenten  der  Rotation  fiir  jeden  Punkt  des 
Gebiets,  und  dazu  den  Wert  der  Normalkomponente  der  Geschwindig- 
keit für  jeden  Punkt  der  Grenze  kennen.  Im  Falle  eines  mehrfach 
zusammenhängenden  Raumes  müssen  wir  zu  den  obigen  Angaben  die 
Werte  der  Zirkulationen  in  den  verschiedenen  unabhängigen  ge- 
schlossenen Kurven  des  Gebietes  hinzufügen. 

§  148.  Wenn  im  Falle  des  unbegrenzten  Raumes  die  angegebenen 
GröBen  0,  |,  17,  g  jenseits  eines  gewissen  Abstandes  vom  Koordinaten- 
anfangspunkt alle  verschwinden,  so  kann  die  vollständige  Bestimmung 
von  ü,  V,  w  folgendermaßen  bewirkt  werden.^) 

Die  Geschwindigkeitskomponenten,  die  von  der  räumlichen  Dilor 
tation  herrühren,  können  sogleich  aus  Gleichung  (1)  des  §  56  hin- 
geschrieben werden,  da  es  klar  ist,  daß  die  räumliche  Dilatation  ff 
in  einem  Element  Öxdy'dz  einer  einfachen  Quelle  von  der  Ergiebig- 
keit d'dxöydz'  äquivalent  ist.     Wir  erhalten  also: 


vorausgesetzt,  daß 


dx 

dy 
w  =-  —  -K- 

dz 


(1) 


wo  r  die  Entfernung  des  Punktes  (x  j  y ,  ;8r'),  in  welchem  das  Volumen- 
element des  Integrals  gelegen  ist,  von  dem  Punkte  (rr,  1/,  s^  bezeichnet, 
für  welchen  die  Werte  tt,  t;,  w  gesucht  sind,  nämlich: 

1)  Die  folgende  Untersuchung  stammt  hauptsächlich  yon  Helmholtz.  Die 
kinematische  Aufgabe  wurde  zuerst  in  einer  etwas  verschiedenen  Weise  von 
Stokes  gelöst:  „On  the  Dynamical  Theory  of  DiflPraction",  Camb,  Trans.,  9,  1849 
{Math,  and  Phys.  Papers  II,  S.  264  ff). 
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und  die  Integration  über  alle  Teile  des  Raumes  zu  vollziehen  ist^  wo 
ff  von  null  verscliieden  ist. 

um  die  Geschwindigkeiten  zu  finden^  welche  von  den  Wirbeln 
herrühren,  beachten  wir,  daß,  SeJIs  keine  DüatcUion  stattfindet,  der 
Fluß  durch  irgend  zwei  offene  Flachen,  die  Yon  derselben  Eurye  als 
Rand  begrenzt  werden,  der  gleiche  ist,  und  infolgedessen  allein  durch 
Gestalt  und  Lage  dieser  Kurve  bestimmt  wird.  Dies  deutet  darauf  hin, 
daß  der  Fluß  durch  irgend  eine  geschlossene  Kurve  vermittels  eines 
Linienintegrals  längs  dieser  Kurve  auszudrücken  sei,  etwa: 


/<• 


[Fdx+  Gdy  +  Hde). 
Unter  dieser  Annahme  ^we  nach  der  Methode  des  §  31: 

dy 

dF       dH 


(3) 


tt  =  -JT^      — 


dz  ex 
cG  dF 
ox       dy 


(4) 


Wir  wollen  die  Voraussetzung  erproben.     Es  muß 

dx\dx        dy 


dw      dv        d  /dF  ,   dG       dE\  _  ^^ 

de) 


"^^      dy       dz 


mit    zwei    analogen    Gleichungen    bestehen.     Die    Großen    F,  G,  H 
sind  jedenfalls    bis   auf  drei    additive   Funktionen   von   den  Formen 

■J^,  J^y  ^^    bestimmt,   und  wir   können   uns  %   so    gewählt   denken, 

daß 

(5) 


in  welchem  Falle  : 


ex  "^  dy  "•"  a.  —  "> 


dg 


AF 2|  » 

AG  =  -2i? 
AÄ=-2g 


(6) 


Partikuläre  Lösungen  dieser  Gleichungen  werden  erhalten,  wenn  man 
Fj  G,  U  den  Potentialen  von  Massenverteilungen  gleich  setzt,   deren 

Dichten  r—  bezw.  ^r-»  ^  sind,  nämlich: 


2n 


2«'   2ä 


(7) 


wo   die   Striche   an  den  Buchstaben   ^^  rj,  ^  gebraucht  sind,    um  die 
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Werte  dieser  Gh-öBen  in  dem  Punkte  {x\  y'y  /)  zu  bezeichnen«     Die 
Integrationen  sind  natürlich  über  alle  Ranmelemente  zu  erstrecken, 
wo  6,  iy,  g  von  null  yerschieden  sind. 
Da 

dx\r  )  ^^       dx  \r  /  ' 
so  ergeben  die  Formeln  (7)  überdies: 

3x+W  +  '37-'2^JJJ(^3i'V  +  'iB^^J+^d77)^'^^y^'' 

Die  Glieder  auf  der  rechten  Seite  verschwinden  nach  dem  Satze  (4) 
des  §  42,  da  überall 


während 


dx'^  dy       dz  '^    ' 
l^  +  mri  +  ni^O 


an  den  Oberflächen  der  Wirbel  (wo  i,  fiy  i  sogar  unstetig  sein  können) 
gilt,  und  i,  fi,  t  iin  unendlichen  verschwinden.  Deshalb  sind  keine 
Zusätze  zu  den  Werten  (7)  von  F,  G,  U  nötig,  um  die  Grleichung  (5) 
zu  befriedigen. 

Die  vollständige  Lösung  unserer  Angabe  wird  durch  Verknüpfung 
der  Resultate  (1)  und  (4)  gewonnen,  nämlich: 


d^      dH  dG 

^^       dx'^  dy  de 

dy        de  dx 

d^   .    dG  dF 

de        dx  dy 


(8) 


WO   0,  F,  G,  H  die  Werte  haben,  die  in  den  Gleichungen  (2)  und 
(7)  gegeben  sind. 

Wenn  der  von  der  Flüssigkeit  erfüllte  Raum  nicht  unbeschränkt 
ist,  sondern  ganz  oder  teilweise  von  Flächen  begrenzt  wird,  an  denen 
die  Normalkomponente  der  Geschwindigkeit  gegeben  ist,  und  wenn 
femer  (im  Falle  eines  zyklischen  Raumes)  der  Wert  der  Zirkulation 
für  jede  der  unabhängigen  geschlossenen  Kurven  vorgeschrieben  ist, 
so  kann  die  Aufgabe  durch  ein  ähnliches  Verfahren  auf  eine  solche 
der  wirbelfreien  Bewegung  zurückgeführt  werden.  Es  folgt  aus  den 
Untersuchungen  des  III.  Kapitels,  daß  die  so  umgestaltete  Aufgabe 
eine  eindeutig  bestimmte  ist  Dies  mag  dem  Leser  überlassen  werden, 
mit  dem  Hinweis,  daß,  wenn  die  Wirbel  den  Raum  durchkreuzen, 
indem  sie  an  der  Begrenzung  beginnen  und  enden,  es  passend  ist, 
sich  vorzustellen,  daß  diese  jenseits  desselben  oder  längs  der  Grenze 
fortgesetzt  sind,  und  zwar  in  der  Weise,  daß  sie  geschlossene  Fäden 
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bilden.  Dabei  sind  die  Integrale  (7)  auf  das  vollständige  System  tod 
Wirbeln  zu  erstrecken,  das  so  erhalten  wird,  unter  dieser  Yoraas- 
setznng  wird  die  Bedingung  (5)  immer  erMlt. 

Es  findet  eine  Yollkommene  Analogie  zwischen  den  analytischen 
Beziehungen,  welche  soeben  entwickelt  wurden,  und  denjenigen  statt, 
welchen  wir  in  der  Theorie  des  Elektromagnetismus  begegnen.  Wenn 
wir  in  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  des  §  147 

«1  ß,  ?,  Qf  Pf    Qy     r 
statt 

schreiben,  so  erhalten  wir: 

.   dß    .  cv 

=  9 


'9) 


da 
cx 

,dß 

^dy 

^  dz 

dl 

dy 

dß 
dz 

-P 

da 
dz 

dr 

dx 

-? 

dß 

dx 

da 

3y 

—  r 

was  die  fundamentalen  Beziehungen  der  genannten  Theorie  sind; 
a,  ß,  y  sind  nämlich  die  Komponenten  der  magnetischen  Kraft, 
Py  q,  r  diejenigen  des  elektrischen  Stromes,  und  q  ist  die  Dichte  des 
hypothetischen  magnetischen  Stoffes,  durch  welchen  jede  in  dem  Feld 
vorhandene  Magnetisienmg  dargestellt  werden  kann.^)  Daher  ent- 
sprechen die  Wirbelfäden  geschlossenen  elektrischen  Strömen,  die 
Intensitäten  der  Wirbel  den  Intensitäten  dieser  Strome,  Quellen  und 
Senken  den  positiven  und  negativen  magnetischen  Polen,  und  schließ- 
lich die  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeit  der  magnetischen  Kraft.*) 

Die  Analogie  erstreckt  sich  natürlich  auf  alle  Konsequenzen,  die 
aus  den  Grundgleichungen  abgeleitet  werden;  z.  B.  entspricht  O  in 
den  Gleichungen  (8)  dem  magnetischen  Potential,  und  F,  G,  H  den 
Komponenten  des  „elektromagnetischen  Momentes'^ 

§  149.  Um  das  in  den  Gleichungen  (8)  des  §  148  enthaltene 
Resultat  zu  deuten,  wollen  wir  die  Werte  w,  v,  w  berechnen,  welche 
von   einem   isolierten,   geschlossenen  Wirbelfaden    herrühren,   der  in 


1)  Siehe  Maxwell,  Electricity  and  Magnetismy  §  607.  Der  Vergleich  ist 
durch  die  Annahme  des  „rationalen'^  Systems  der  elektrischen  Einheiten  ver- 
einfacht worden,  welches  yon  Heaviside  vorgeschlagen  wnrde,  Electrical  Papers, 
London  1892,  Bd.  I,  S.  199. 

2)  Auf  diese  Analogie  wurde  zuerst  von  Helmholtz  hingewiesen;  sie  wurde 
später  in  ausgedehntem  Maße  von  Lord  Kelvin  in  seinen  Abhandlungen  über 
Elektrostatik  und  Magnetismus  benutzt  (erwähnt  auf  S.  47). 
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einer  unbegrenzten,  inkompressiblen,  in  der  Unendlichkeit  ruhenden 
Flüssigkeit  vorhanden  ist. 

Da  e  «  0,  so  ist  0  =.  0.     Um  femer  die  Werte  von  F,  6?,  H 
zu  berechnen^  können  wir  das  Yolumenelement  dxdyäz  durch  ö'  6  s 
ersetzen ;  wo  ös    ein  Element  der  Länge  des  Fadens  und   6'  dessen 
Querschnitt  ist.     Dementsprechend  setzen  wir: 


r  = 


o 


r 


=  o 


=  o 


ds  ' 

f  dy 
ds  ' 

,d^ 
da'  ^ 


wo   (D    die  Winkelgeschwindigkeit   der  Flüssigkeit    bedeutet.     Daher 
lauten  die  Formeln  (7)  des  §  148: 


i.nj     r 

«  -  f.ßf 


d/ 

r 


(1) 


WO  X  die  Intensität  (2  m  6*)  des  Wirbels  mißt,  und  die  Integrale  über 
die  ganze  Länge  des  Fadens  zu  erstrecken  sind. 

Folglich  haben  wir  nach  Gleichungen  (4)  des  §  148: 

"~  4:nJ  \dy  r  '  dz   r       ^/' 

mit  analogen  Ausdrücken  für  v  und  w.    Wir  finden  abo^): 

inj  \d8       r  da        r     /  r* 

X     l/de   X  —  X        dx    z  —  z'\da 

i««/  \d8        r  da        r     )  r* 


w 


X     n^x  y  —  y'       dy   x  —  x\  da' 
^nj  \äV       r  da        r     )  r*    ^ 


(2) 


Wenn  dUy  dv,  dw  die  Teile  dieser  Ausdrücke  bezeichnen,  welche 
das  Element  ds'  des  Fadens  enthalten,  so  folgt,  daß  die  Resultante 
von  dUj  dVy  dw  senkrecht  zu  der  Ebene  ist,  welche  durch  die 
Wirbellinie  im  Punkte  {x\  y\  z)  und  die  Linie  r  bestimmt  wird,  und 
daß  deren  Sinn  gleich  dem  ist,  in  welchem  der  Punkt  {Xj  y,  e)  be- 


1)  Diese  sind  den  Formen  äquivalent,  welche  von  Stokes  erhalten  worden 
sind,  /.  c,  S.  246. 
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wagt  würde,  wenn  er  an  einem  starren  Körper  befestigt  wäre,  welcher 
mit  dem  Flüssigkeitselement  im  Punkte  {x\  y'j  b')  rotierte.  Betreffs 
der  Qröße  der  Resultante  haben  wir 

{(««)«  +  (*«)»  + (d«.)«)i  =  ^?^,  (3) 

WO  X  der  Winkel  ist,  welchen  r  mit  der  Wirbellinie  im  Punkte  {x\  y',  z) 
macht. 

Durch  Yertauschung  der  Buchstaben,  wie  im  vorhergehenden 
Paragraphen  auseinandei^esetzt,  wird  dieses  Resultat  identisch  mit 
dem  Gesetze  für  die  Wirkung  eines  elektrischen  Stromes  auf  einen 
Magnetpol.^) 

GeBOhwindigkeitspotential  eines  Wirbels. 

§  IBO.  Für  Punkte  außerhalb  des  Wirbels  gibt  es  ein  Ge- 
schwindigkeitspotential,  dessen  Wert  folgendermaßen  erhalten  werden 
kann.  Nehmen  wir  der  Kürze  halber  den  Fall  eines  einzigen  ge- 
schlossenen Wirbels,  so  haben  wir  im  Falle  einer  inkompressiblen 
Flüssigkeit  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen: 

Nach  dem  Satze  von  Stokes  [§  32,  (6)]  können  wir  ein  Linienintegral, 
welches  sich  über  eine  geschlossene  Kurve  erstreckt,  durch  ein  Flächen- 
integral ersetzen,  welches  über  ii^end  eine  Fläche  genommen  wird, 
die  von  dieser  Kurve  begrenzt  ist;  mit  einer  geringfügigen  Ver- 
änderung der  Bezeichnung  haben  wir  nämlich: 

/(P.«-+e.^+«..o-jf7(.(?f,-|D+™gf-^|.)+«gs,-^^Hy. 

Wenn  wir 

^       dz'   r' 

7?  ^     ^ 

dy    r 

setzen,  so  finden  wir,  daß 

dB  _dQ^__    a*    i_ 
dy       dz    ""  dx^  r  ' 

d^  _dB  _      d*       l_ 

~dz         dx'~~~dx'dV  r  ' 

a£  __  ^JP       _?•_  } 

dx       dy'  ^dx'dz    r' ' 

1)   Ampere,    Theorie    mathematique    des    phenometies    electro - dynamiques, 
Paris  1826. 
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sodaß  Gleichung  (1)  folgendermaßen  geschrieben  werden  kann: 

dx'Kr)  dx\r)' 

so  leiten  wir  die  erste  der  Gleichungen 

d(p 


dx 

d(p 

dz  } 


(2) 


ab,  wo 

Hier   bezeichnen  l,  m,  n   die   Richtungskosinusse   der   Normalen   des 

Elementes  dS"  einer  Fläche,  welche  von  dem  Wirbelfaden  begrenzt  wird. 

Die  Formel  (3)  kann  auch  anders  geschrieben  werden,  nämlich 

wo  d"  den  Winkel  zwischen  r  und  der  Normalen  (Z,  m,  n)  bezeichnet. 

Da i den  Raumwinkel  mißt,  unter  welchem  dS'  vom  Punkte 

(x,  y,  z)  aus  erscheint,  so  sehen  wir,  daß  das  Geschwindigkeitspotential 
in  einem  Punkte,  welches  von  einem  einzigen  geschlossenen  Wirbel 

herrührt,  dem  Produkt  von  ~  mit  dem  Raumwinkel  gleich  ist,  unter 

dem  eine  von  dem  Wirbel  begrenzte  Fläche  in  diesem  Punkte  er- 
scheint. 

Da  der  Raumwinkel  sich  um  An  ändert,  wenn  der  fragliche 
Punkt  eine  Kurve  beschreibt,  die  den  Wirbelfaden  umschließt,  so  finden 
wir  wieder,  daß  der  Wert  von  9,  der  durch  Gleichung  (4)  gegeben 
ist,  zyklisch  ist,  wobei   die  zyklische  Konstante  x  ist  (vergl.  §  145). 

Es  mag  bemerkt  werden,  daß  der  Ausdruck  in  Gleichung  (4) 
dem  negativ  genommenen  Flusse  durch  die  Öffnung  des  Wirbels  gleich 
ist,  welcher  von  einer  punktförmigen  Quelle  mit  der  Ergiebigkeit  x 
im  Punkte  {x,  y,  z)  herrührte. 

Vergleichen  wir  Gleichung  (4)  mit  §  56  (4),  so  sehen  wir,  daß 
ein  Wirbel  gewissermaßen  einer  gleichförmigen  Verteilung  von  Doppel- 
queUen  auf  einer  von  ihm  begrenzten  Fläche  gleich  kommt.  Hierbei 
ist  anzunehmen,  daß  die  Achsen  der  Doppelquellen  überall  senkrecht 
zur  Fläche  sind,  und  daß  die  Dichte  der  Verteilung  gleich  der  Inten- 
sität des  Wirbels  ist.    Es  wird  hier  vorausgesetzt,  daß  die  Beziehung 
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zwischen  dem  positiven  Sinne  der  Normalen  und  dem  positiven  Sinne 
des  Wirbelfadens  nach  der  Art  eines  Rechtssystems  festgestellt  ist 
(siehe  §  31). 

umgekehrt  ließe  sich  zeigen,  daß  jede  Verteilung  von  Doppel- 
qnellen  auf  einer  geschlossenen  Flache,  wo  die  Achsen  nach  den 
Normalen  gerichtet  sind,  durch  ein  System  geschlossener  Wirbelfäden 
ersetzt  werden  kann,  welche  ganz  in  der  Fläche  liegen.^)  Dasselbe 
wird  sich  unabhängig  aus  der  Untersuchung  des  nächsten  Paragraphen 
ergeben. 

Wirbelsohiohten. 

§  161.  Wir  haben  bisher  angenommen,  daß  u,  v,  w  stetig  seien. 
Wir  wollen  jetzt  zeigen,  wie  Fälle,  wo  Diskontinuitätsflächen  vor- 
handen sind,  unter  den  Bereich  unserer  Sätze  gebracht  werden  können. 

Der  Fall,  wo  die  Normalkomponente  der  Geschwindigkeit  dis- 
kontinuierlich ist,  wurde  schon  im  §  58  behandelt.  Wenn  u,  t?,  w  die 
Greschwindigkeitskomponenten  auf  der  einen  Seite  und  u,  v\  w  die- 
jenigen auf  der  anderen  bezeichnen,  so  war  gefunden,  daß  die  Ver- 
hältnisse dargestellt  werden  können,  indem  man  sich  eine  Verteilung 
einfacher  Quellen  mit  der  Flächendichte 

l {u  —  m)  -h  w (v'  —  v)  +  n{w'  —  w) 

vorstellte,  wo  l,  m,  n  die  Richtungskosinusse  der  Normalen  bezeichnen, 
die  nach  der  Seite  gezogen  ist,  auf  welche  die  gestrichelten  Werte 
sich  beziehen. 

Wir  wollen  jetzt  den  Fall  betrachten,  wo  die  tangentiale  Ge- 
schwindigkeitskomponente allein  unstetig  ist,  sodaß 

l(u—u)  +  m  (v'  —  v)  +  n(tp'  —  w)  ==  0.  (1) 

Wir  wollen  annehmen,  daß  die  Linien  der  relativen  Bewegung,  welche 
durch  die  Differentialgleichungen 

dx  dy  dz 


u  —  u       V  —  V        w  —  w 


(^) 


definiert  werden,  auf  der  Oberfläche  gezogen  sind,  und  daß  ebenfalls 
das  System  der  orthogonalen  Trajektorien  zu  diesen  Linien  gezeichnet 
ist.  Es  seien  PQ  und  P'Q'  zwei  Linienelemente,  welche  dicht  bei  der 
Fläche  auf  je  einer  Seite  parallel  zu  einer  Linie  des  Systems  (2)  ge- 
zogen sind,  und  es  seien  PP^  und  QQ'  senkrecht  zur  Fläche  und  un- 
endlich klein  im  Vergleich  zu  PQ  oder  P'Q'.  Die  Zirkulation  in  der 
geschlossenen  Kurve  P'Q'QP  ist  dann  gleich  {q  —  q)  •  PQ,  wo  q  und  q' 
die  absoluten  Geschwindigkeiten  auf  beiden  Seiten  bezeichnen.  Dies 
ist  das  nämliche,  als  wenn  die  Fläche  von  einer  unendlich  dünnen 


1)  Vergl.  Maxwell,  Electricity  and  Magtietism,  §§  486  und  652. 
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Schicht  von  Wirbeln  erfüllt  wäre,  wobei  die  oben  erwähnten  ortho- 
gonalen Trajektorien  die  Wirbellinien  bilden,  und  die  Winkelgeschwin- 
digkeit CO  mit  der  variabeln  Dicke  dn  der  Schicht  durch  die  Beziehung 

2(odn  ==»  q  —  q 
verknüpft  ist. 

Das  gleiche  Resultat  ergibt  sich  aus  der  Berechnung  der  ün- 
Stetigkeiten,  welche  in  den  Werten  für  w,  v,  w  auftreten,  wie  sie  durch 
die  Formeln  (4)  und  (7)  des  §  148  angegeben  sind,  falls  wir  diese 
Formeln  auf  eine  Schicht  von  der  Dicke  8n  anwenden,  innerhalb 
deren  |,  17,  g  unendlich  sind,  aber  so,  daß  |An,  i^dn,  gdn  endlich 
bleiben.^) 

Es  war  in  den  §§  147  und  148  gezeigt,  daß  man  sich  jede  stetige 
Bewegung  einer  Flüssigkeit,  die  den  unbegrenzten  Raum  erfüllt  und 
im  Unendlichen  ruht,  durch  eine  geeignete  Anordnung  von  Quellen 
und  Wirbeln  hervorgerufen  denken  kann,  die  mit  endlicher  Dichte 
verteilt  sind.  Wir  haben  gesehen,  wie  wir  durch  Stetigkeitsbetrach- 
tungen zu  dem  Falle  übergehen  können,  wo  die  Quellen  und  Wirbel 
mit  unendlicher  Raumdichte,  aber  mit  endlicher  Flächendichte,  auf 
Flächen  verteilt  sind.  Insbesondere  können  wir  den  Fall  betrachten, 
wo  die  unbegrenzte  Flüssigkeit  inkompressibel  und  durch  eine  ge- 
schlossene Fläche  in  zwei  Teile  gesondert  ist,  an  welcher  die  normale 
Geschwindigkeitskomponente  stetig,  die  tangentiale  aber  unstetig  ist, 
wie  in  Gleichung  (12)  des  §  58.  Dies  ist  gleichwertig  mit  der  An- 
nahme einer  Wirbelschicht.  Wir  schließen,  daß  man  jede  stetige 
wirbel&eie  Bewegung  einer  inkompressibeln  Substanz,  gleichviel  ob 
zyklisch  oder  nicht,  welche  einen  beliebigen  Raum  erfüllt,  sich  durch 
eine  bestimmte  Verteilung  von  Wirbeln  über  die  Ghrenzflächen  ver- 
ursacht denken  kann,  welche  sie  vom  übrigen  Räume  trennt.  Im 
Falle  eines  Raumes,  der  sich  bis  in  das  Unendliche  erstreckt,  ist  die 
Verteilung  auf  den  endlichen  Teil  der  Grenzfläche  beschrankt,  voraus- 
gesetzt, daß  die  Flüssigkeit  im  Unendlichen  ruht. 

Dieser  Satz  bildet  eine  Ergänzung  der  Ergebnisse,  welche  in 
§  58  erhalten  wurden. 

Die  vorausgehenden  Schlüsse  können  vermittels  der  Resultate  des 
§91  erläutert  werden.  Wenn  nämlich  die  Normalkomponente  der 
Geschwindigkeit  auf  der  Kugel  r  ^  a  einer  Kugelfunktion  S^  gleich- 
gesetzt wurde,  so  wurden  die  Werte  des  Geschwindigkeitspotentials 
für  den  inneren  und  äußeren  Raum  durch  die  Formeln 


dargestellt.     Wenn  daher  öe  den  Winkel  bezeichnet,  unter  welchem 


1)  Helmholtz,  /.  c,  S.  287. 
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ein  auf  der  Oberfläche  gezogenes  Linienelement  im  Zentrom  er- 
scheinty  so  wird  die  relative  Greschwindigkeit,  in  der  Richtung  dieses 
Elementes  gerechnet,  durch 

2n^+_l    dS„ 
n(n  +  l)'dB 

gegeben.  Die  resultierende  Relativgeschwindigkeit  ist  deshalb  tangential 
zur  Oberfläche  und  senkrecht  zu  den  Niveaulinien  (8^  =  konst.)  der 
Eugelflächenfunktion  8^,  welche  deshalb  die  Wirbellinien  bilden. 

Wenn  wir  uns  z.  6.  eine  dünne  Eugelschale  denken,  welche  von 
einer  Flüssigkeit  erfüllt  und  umgeben  ist,  und  welche  sich  wie  in 
§  92  parallel  zur  rr-Achse  bewegt,  so  wird  die  Bewegung  der  Flüssig- 
keit sowohl  innen  wie  auBen  derart  sein,  als  ob  sie  von  einem  System 
von  Wirbeln  herrührte,  welche  in  parallelen  Kreisen  auf  der  Kugel 
angeordnet  sind;  dabei  ist  die  Intensität  eines  Elementarwirbels  der 
Projektion  der  Breite  der  entsprechenden  Kugelzone  auf  die  x -Achse 
proportional.  ^) 

Impuls  und  Bnergie  eines  Wirbelaystems. 

§  162.  Die  folgenden  Untersuchungen  beziehen  sich  auf  den 
Fall  eines  Wirbelsystems  von  endlichen  Dimensionen  in  einer  inkom- 
pressibeln  Flüssigkeit,  welche  den  unbegrenzten  Raum  erfüllt  und  im 
unendlichen  ruht. 

Wenn  X\  Y',  Z  die  Komponenten  einer  impulsiven  (im  allge- 
meinen zyklischen)  Kraft  sind,  welche  die  tatsächliche  Bewegung 
(u,  V,  w)  momentan  aus  der  Ruhe  heraus  erzeugen  würde,  so  haben 
wir  nach  Gleichung  (1)  des  §  12: 

1  dta 


(1) 


Ä  — 

9 

dx 

U 

r' 

1 
9 

da 

dy 

— 

V 

z 

1 
Q 

da 

dz 

w 

4 

wo  ST  der  impulsive  Druck  ist.  Die  Aufgabe,  X\  Y',  Z"  und  cfr  so 
durch  M,  V,  w  auszudrücken,  daB  sie  diese  drei  Gleichungen  befriedigen, 
ist  bis  zu  einem  gewissen  Grade  unbestimmt;  aber  eine  für  unseren 
Zweck  ausreichende  Lösung  kann  folgendermaßen  erhalten  werden. 

Wir  wollen  uns  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  S  ge- 
zogen denken,  welche  sämtliche  Wirbel  einschließt.  Auf  dieser  Fläche 
und  im  äußeren  Räume  sei 

^  =  P9;  (2) 

1)  Das    gleiehe   gilt   auch   für  eine   ellipsoidförmige   Schale,  welche   sich 
paraMei  zu  einer  Hauptachse  bewegt.     Siehe  §  114. 
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wo  q)  das  Geschwindigkeitspotential  des  Wirbelsystems  ist,  welches 
wie  in  §  150  zu  bestimmen  ist.  Innerhalb  von  S  nehmen  wir  als 
Wert  von  W  irgend  eine  eindeutige  Funktion,  welche  endlich  und 
stetig  ist,  auf  S  mit  (2)  übereinstimmt  und  überdies  der  Gleichung 

'öo         dtp  XQ\ 

auf  S  genügt,  wo  dn  wie  gewohnlich  ein  Element  der  Normalen 
bezeichnet.     Diese  Annahmen,  welchen   offenbar   auf   unendlichfache 

Weise  genügt  werden  kann,  bedingen,  daß  die  Ableitungen  ^   ,  ^,  ^ 

an  der  Fläche  5»  stetig  sind.  Die  Werte  von  X\  Y,  Z  sind  jetzt 
durch  die  Formel  (1)  gegeben;  sie  verschwinden  an  der  Fläche  S  und 
in  allen  äußeren  Punkten. 

Die  Werte  für  die  Kräfte  und  die  Eräftepaare,  welche  der  Ver- 
teilung (X',  Y\  ZT)  entsprechen,  bilden  den  „Impuls'^  des  Wirbel- 
systems. Wir  sind  für  jetzt  nur  mit  dem  augenblicklichen  Zustand 
des  Systems  beschäftigt,  aber  es  mag  daran  erinnert  werden,  daß  nach 
§  119  bei  Abwesenheit  äußerer  Kräfte  dieser  Impuls  in  jeder  Hin- 
sicht konstant  ist. 

Betrachten  wir  nun  die  Substanz,  die  innerhalb  der  Fläche  S 
eingeschlossen  ist,  so  finden  wir  bei  Zerlegung  parallel  zur  o; -Achse: 

1  iiQX'dxdydjs  =  q  j j udxdydz  —  q  j  jltpdS,  (4) 

wenn  l,  m,  n  die  Richtungskosinusse  der  nach  Innen  gerichteten  Nor- 
malen in  einem  Element  öS  der  Fläche  sind.  Wir  wollen  zuerst  den 
Fall  eines  einzigen  Wirbelfadens  von  unendlich  kleinem  Querschnitt 
betrachten.  Da  die  Geschwindigkeit  überall  endlich  und  stetig  ist, 
können  die  Teile  des  Raumintegrals  auf  der  rechten  Seite  von  (4), 
welche  von  der  Substanz  des  Wirbels  selbst  herrühren,  gegen  die- 
jenigen vernachlässigt  werden,  welche  von  dem  übrigen  Raum  her- 
rühren, der  von  S  eingeschlossen  wird.     Deshalb  können  wir 

fffudxdydz fff^  dxdydz  ^jJltpdS  +  ^fßdS"       (5) 

schreiben,  wo  tp  den  in  Gleichung  (4)  des  §  150  gegebenen  Wert  be- 
sitzt, während  x  die  zyklische  Konstante  von  %  und  dS'  ein  Element 
einer  Fläche  bezeichnet,  die  vom  Wirbel  begrenzt  wird.  Nach  Ein- 
setzen in  Gleichung  (4)  folgern  wir,  daß  die  Komponenten  des  Im- 
pulses parallel  zu  den  Koordinatenachsen 

x^ffldS,     TcgffmdS,    TCQJJndS  (6> 

sind. 
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Bilden  wir  femer  die  Momente  um  Ox,  so  haben  wir: 
irrQ{yZ'—0Y')dxdydiS  =  Qirj(yw—ev)dxdyd0  —  Qinny 

Aus   dem   gleichen  Ghrunde  wie  vorher   können  wir   ffir   das   Raum- 
integral auf  der  rechten  Seite 

-fff(y^^-zl^)dxdydz=ffiny-mz)<pdS+xffiny-me)dSr  (8) 

setzen.     Auf  diese  Weise  finden  wir  für  die  Momente  des  Impulses 
um  die  Koordinatenachsen  die  Ausdrücke: 

XQ  f  f  (ny  —  im)dS^j     kq  j  j  {lz  —  nx)dSy     tcq  j  j  {mx  —  ly)dS,   (9) 

Die  Oberflächenintegralie,  welche  in  den  Formeln  (6)  und  (9)  vor- 
kommeU;  können  durch  Linienintegrale  längs  des  Wirbels  ersetzt 
werden.  Im  Falle  der  Formeln  (6)  ist  klar,  daß  die  Koeffizienten 
von  XQ  die  Projektionen  einer  vom  Wirbel  begrenzten  Flache  auf  die 
Koordinatenebenen  sind,  sodaß  die  fraglichen  Komponenten  folgender- 
maßen lauten: 

Zwecks  der  analogen  Transformation  der  Formeln  (9)  müssen 
wir  den  Stokesschen  Satz  in  Anwendung  bringen.  Wir  erhalten  ohne 
Schwierigkeit  die  Ausdrücke: 


(11) 


Aus  den  Formeln  (10)  und  (11)  können  wir  durch  Superposition 
die  Komponenten  der  Kräfte  und  Kraftepaare  für  jedes  endliche 
Wirbelsystem  ableiten.  Bezeichnen  wir  diese  mit  PyQ,R  bzw.  L,M,N, 
so  finden  wir,  wenn  wir 

X  =  2  (oWf 

/  dx        y,  ,  dy  ,  ,  dz        ./ 

schreiben  und  das  Volumenelement  <y'Äs'  durch  dxdydz   ersetzen, 
P  =  9jJJ\yt  —  en)dxdydz,     L='-QjJj\y^  +  z^)ldxdydz 
Q^9fff{f!^-xt)dxdydz,    M=-QjJJ\e^  +  x^)ridxdydz    ,  (12) 
B^'  Q  JJj\xri-yl)dxdydz,     N=-QfjJ{x^  +  y^)tdxdydz 
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wo  die  Säiche  an  den  Bachstaben  jetzt  als  unnötig  weggelassen 
worden  sind.^) 

§  153.  Wir  wollen  zunächst  die  Energie  des  Wirbelsystems 
betrachten.  Es  ist  leicht  zu  beweisen^  daß  unter  den  gemachten  Vor- 
aussetzungen und  bei  Abwesenheit  äußerer  Kräfte  die  Energie  kon- 
stant sein  wird.  Denn  wenn  T  die  Energie  einer  Flüssigkeit  ist, 
welche  Yon  irgend  einer  geschlossenen  Fläche  S  begrenzt  wird,  so 
erhalten  wir,  wenn  wir  in  Gleichung  (5)  des  §  11  F  =  0  setzen, 

^  =" //  Q^  +  mv  +  nw)pdS.  (1) 

Wenn  die  Fläche  S  sämtliche  Wirbel  umschließt,  können  wir 

f  =  |f-l2*  +  i^(0  (2) 

setzen,  und  es  folgt  aus  Gleichung  (4)  des  §  150,  daß  in  großer  Ent- 
fernung B  Ton  den  Wirbeln  p  endlich  und  Zw  +  wv  +  nti?  von  der 
Ordnung  JJ~*  ist,  während  die  Elemente  dS  sich  wie  JJ*  verhalten, 
wenn  die  Fläche  S  ganz  im  unendlichen  liegt.  Daher  verschwindet 
die  rechte  Seite  von  (1),  und  wir  haben 

T  =  konst.  (3) 

Wir  gehen  dazu  über,  einige  wichtige  kinematische  Ausdrücke 
für  T  zu  erörtern,  indem  wir  uns  der  Einfachheit  halber  immer  auf 
den  Fall  beschränken,  wo  die  (als  inkompressibel  vorausgesetzte) 
Flüssigkeit  sich  bis  in  das  Unendliche  erstreckt  imd  dort  in  Ruhe 
ist,  während  sämtliche  Wirbel  innerhalb  einer  endlichen  Entfernung 
vom  ürsprungspunkte  liegen. 

Der  erste  der  fraglichen  Ausdrücke  ist  durch  die  elektromag- 
netische Analogie,  von  welcher  in  §  148  die  Rede  war,  angezeigt. 
Da  Ö  =  0,  und  folglich  O  =-  0,  so  haben  wir: 

2T^iffjT(u^  +  v«  +  w^)dxdydz 

gemäß  Gleichxmgen  (4)  des  §  148.  Das  letzte  Glied  kann  durch  die 
Summe  eines  Oberflächenintegrals 

Q  rr{F(mw  —  nv)  +  G {nu  —  Iw)  +  H{lv  —  mu)]  dS 
und  eines  Yolumenintegrals 

1)  Diese  Ausdrücke  stammen  yon  J.  J.  Thomson,  „On  the  Motion  of  Yortex 
Bings^*  (Adams  Prize  Essay),  London  1888,  S.  6  und  6. 
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ersetzt  werden.  Für  die  Punkte  der  unendlich  entfernten  Grenzfläche 
sind  Fy  Gy  H  von  der  Gfrößenordnung  jB~*,  und  u,  v,  w  von  der  Ord- 
nung i2~'y  sodaß  das  Flächenintegral  verschwindet^  und 

T  -  9  ff f  {Fl  +  Gri  +  Ht)  dx  dy  dz,  (4) 

oder,  wenn  wir  die  Werte  für  F,  6r,  H  aus  Gleichungen  (7)  des  §  148 
einsetzen, 

^  -  rjfffff" -"':'-"  "-''!""  "«■"i^'"'.        (^> 

wo  die  beiden  Yolumenintegrationen  über  den  ganzen  Raum  zu  er- 
strecken sind,  der  von  den  Wirbeln  eingenommen  wird. 

Eine  etwas  verschiedene  Form  kann  diesem  Ausdruck  auf  folgende 
Weise  gegeben  werden.  Wir  denken  uns  das  Wirbelsystem  aus  Fäden 
zusammengesetzt,  und  es  seien  ds  und  ös'  die  Elemente  der  Länge 
irgend  zweier  Fäden,  6  und  tj'  die  entsprechenden  Querschnitte, 
o  und  od'  die  entsprechenden  Drehgeschwindigkeiten.  Als  Volumen- 
elemente  sollen  die  Ghrößen  öds  bzw.  tj'ds'  genommen  werden,  sodaß 
der  Ausdruck,  der  in  (5)  unter  den  Integralzeichen  steht,  mit 

r 

gleichwertig  ist,  wo  b  den  Winkel  zwischen  Ss  und  ös'  bezeichnet. 

Wenn  wir 

2  m6  =  X,     2  ©V  =  X 

setzen,  so  haben  wir 

wo  das  Doppelintegral  längs  der  Achsen  der  Fäden  zu  nehmen  ist, 
und  die  Summation  2J  jedes  Paar  von  Fäden  (und  zwar  nur  einmal) 
einschließt,  welche  vorhanden  sind. 

Der  Faktor  von  q  in  Gleichung  (6)  ist  identisch  mit  dem  Aus- 
druck für  die  Energie  eines  Systems  von  elektrischen  Strömen  mit 
den  Intensitäten  x,  x',  •  •  *,  welche  in  Leitern  fließen,  deren  Lage  mit 
derjenigen  der  Wirbelf äden  übereinstimmt.^)  Die  obige  Untersuchung 
ist  nur  eine  XJmkehrung  der  in  den  Lehrbüchern  über  Elektro- 
magnetismus gebräuchlichen  Schlußweise,  wodurch  bewiesen  wird,  daß 

^  ^ii'JJ-Y-  dsds'  =  ^fff(<^'  +  ß'  +  y')  dxdydz, 

wenn  i  und  %  die  Stromstärken  in  den  linearen  Leitern  sind,  deren 
Elemente  durch  ös  und  ös'  ausgedrückt  werden,  und  a,  j3,  y  die  Kom- 
ponenten der  magnetischen  Kraft  in  irgend  einem  Punkt  des  Feldes. 

1)  Hierbei  ist  das  rationale  System  der  elektrischen  Einheiten  zugrunde 
gelegt;  siehe  S.  248. 
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Der  Satz  (6)  ist  rein  kinematischer  Art  und  gründet  sich  allein 
auf  die  Annahme^  daB  die  Funktionen  u,  v,  w  die  Eontinuitäts- 
gleichung 

dx"^  dy  '^  de^ 

im  unbegrenzten  Raum  befriedigen  und  im  UnendUchen  verschwinden. 
Er  kann  deshalb  durch  eine  einfache  Verallgemeinerung  auf  den  Fall 
des  §  144  ausgedehnt  werden,  wo  angenommen  wird,  daB  eine  Flüssig- 
keit wirbelfrei  durch  öfi&iungen  in  festen  Körpern  zirkuliert,  wenn 
nur  die  Werte  Uj  v,  w  in.  allen  Punkten,  welche  nicht  von  der  Flüssig- 
keit eingenommen  sind,  gleich  0  gesetzt  werden.  Die  Untersuchung 
des  §  151  zeigt,  daß  die  so  erhaltene  Verteilung  der  Geschwindigkeit 
als  von  einem  System  von  Wirbelschichten  herrührend  gedacht  werden 
kann,  welche  mit  den  Gtrenzflächen  zusammenfallen.  Die  Energie  dieses 
Systems  wird  durch  eine  einfache  Anpassung  der  obigen  Formel  (6) 
erhalten  und  ist  deshalb  derjenigen  des  entsprechenden  Systems  elek- 
trischer Stromflächen  proportional.  Dies  beweist  einen  Satz,  welcher 
bereits  in  §  144  vorweg  ausgesprochen  wurde. 

Unter  den  umständen,  welche  am  Anfang  des  §  152  dargelegt 
sind,  erhalten  wir  einen  anderen  brauchbaren  Ausdruck  für  T,  nämlich 

T^2Qfff{u{yi  -  eri)  -f-  v{bI  -  xg)  -|-  w{xri  -  yl)]dxdydB.    (7) 

Um  dies  zu  beweisen,  nehmen  wir  das  Glied  auf  der  rechten 
Seite  und  transformieren  es  durch  das  schon  oft  gebrauchte  Ver- 
fahren, wobei  wir  die  Flächenintegrale  aus  demselben  Grunde  wie  im 
vorigen  Paragraphen  auslassen.    Der  erst-e  dieser  drei  Ausdrücke  gibt 

'///»^r.-l^)-'g7"-^:)l*^»^' 

Transformieren  wir  die  übrigen  Glieder  in  der  gleichen  Weise,  addieren 
sie  und  berücksichtigen  die  Eontinuitätsgleichung,  so  erhalten  wir: 

p//y(ti'  +  ^^  +  ^'^  +  ^^  ^  +  y^  ^  +  ^^  -^  dxdydZy 

oder  schließlich  durch  weitere  Umformung  der  letzten  drei  Glieder: 

^Qfjf{^^  +  ^  +  w^dxdy  dz. 

Im  Falle  eines  endlichen  Raumes  müssen  die  Flächenintegrale 
beibehalten  werden.^)  Dies  bewirkt,  daß  zur  rechten  Seite  der 
Gleichung  (7)  das  Glied 

1)  J.  J.  Thomion,  l.  c. 

17* 
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Q  rn  {lu  +  mv  +  nw)  (xu  +  yv  +  bw)  —  ^  (ia?  +  my  +  ne)^ }  dS  (8) 

hinzukommt^  wo 

2*  =  M*  +  v*  +  «;*. 

Dies  vereinfacht  sich  im  Falle  einer  festen  Grenze. 

Der  Wert  des  Ausdruckes  (7)  muß  bei  jeder  Verlegung  des 
Koordinatenanfangspunktes  unverändert  bleiben.  Darum  müssen  fol- 
gende Gleichungen  bestehen: 


fff{^  i  —  WYi)dxdydz=*Q 

fffi^i  -  ut)dxdydg  -  0 

fffi^V  —  vi)dxdyde=^0 


(9) 


Diese  Gleichimgen,  welche  sich  durch  partielle  Integration  leicht 
bestätigen  lassen,  ergeben  sich  auch  aus  der  Erwägung,  daß  die  Kom- 
ponenten des  Impulses  parallel  zu  den  Achsen  konstant  sein  müssen. 
Nehmen  wir  z.  B.  zuerst  den  Fall  einer  Flüssigkeit,  die  in  ein  festes 
(Jefäßjyon  endlicher  Größe  eingeschlossen  ist,  so  haben  wir  in  der 
Schreibweise  des  §  152 

P  =  Qfff^  dx  dy  de  —  gffW  dS]  (10) 

folglich : 

nach  Gleichung  (5)  des  §  146.    Das  erste  und  das  dritte  dieser  Glieder 

heben  sich,  da  wir  an  der  Gefäßwand  %  "="  -^^  haben.    Folglich  gilt 

für  jedes  geschlossene  System  von  Wirbeln,  die  in  einem  festen  GeHlß 
enthalten  sind, 

S  =  2(»jjjr(t;e-M>^)da;dyd*,  (12) 

zugleich  mit  zwei  ähnlichen  Gleichungen.  Es  ist  in  §  119  bewiesen 
worden,  daß  P  konstant  ist,  wenn  das  Gefäß  unendlich  groß  und  von 
den  Wirbeln  unendlich  weit  entfernt  ist.  Dies  ergibt  die  erste  der 
Gleichimgen  (9). 

Umgekehrt  könnten  wir  aus  Gleichungen  (9)  die  Eonstanz  der 
Komponenten  P,  Q,  R  des  Impulses  folgern,  wenn  jene  schon  auf  andere 
Weise  erhalten  worden  sind.^) 

1)  Yergl.  J.  J.  Thomson,  Motion  of  Vortex  Rings,  S.  6. 


(11) 
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§  1B4.  Wenn  die  Bewegung  nur  in  den  zwei  Dimensionen  x 
und  y  stattfindet;  so  haben  wir  w  ^Qy  wahrend  u  und  v  Funktionen 
von  X  und  y  allein  sind.     Folglich  ist 

6  =  0,    i,  =  0, 

sodaß  die  Wirbellinien  zur  jer-Achse  parallele  Gerade  sind.    Die  Theorie 
nimmt  dann  eine  sehr  einfache  Form  an. 

Die  Formeln  (8)  des  §  148  können  jetzt  durch 


""       dx      dy 

"^       dy  "^  dx 


(1) 


ersetzt  werden.     Die  Funktionen  q>  and  ^   müssen  den  Oleidbongen 

A,<p~-d,    \i>~2t,  (2) 

WO 

sowie  den  zugehörigen  Grenzbedingungen  genügen. 

Im  Falle  einer  inkompressiblen  Flüssigkeit,  auf  den  wir  uns  jetzt 
beschränken  wollen^  haben  wir 

»--u-  -n.  (») 

wo  ^  die  Stromfunktion  aus  §  59  isi     Es  ist  aus  der  Theorie  der 
Attraktion  bekannt^  daß  die  Gleichung 

^*  =  2g,  (4) 

wo  g  eine  willkürliche  Funktion  von  x  und  y  iat,  die  Lösung 

t  -  ^fj\  log  r  dx'dy'  +  ^0  (5) 

hat,  wo  ^  den  Wert  von  5  in  dem  Punkte  {x\  y')  bezeichnet,  und  r  für 

{{X  -  xy  +  {y  -  yj)^ 

gesetzt  ist    Die  Erg^nzungsfunktion  tlf^  mag  irgend  eine  Lösung  der 
Gleichung 

AiV'o-O  (6) 

sein;  sie  gestattet  uns,  die  Grenzbedingungen  zu  befriedigen« 

Im   Falle   einer   unbegrenzten   Flüssigkeit,    die   im   Unendlichen 
ruht,  ist  ^0  konstant     Die  Formeln  (3)  und  (5)  geben  dann 
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0) 


Ein  Wirbel&den  mit  den  Koordinaten  x\  y'  und  der  Starke  %  tragt 
also  zu  der  Bewegung  im  Punkt  {x^  y)  eine  Geschwindigkeit  bei, 
deren  Komponenten 

sind.     Diese  Geschwindigkeit  ist  senkrecht  znr  Verbindungslinie  der 

Punkte  (a?,  y)  und  {x\  y'),  und  ihr  Betrag  ist  r 

Wir  wollen  die  Integrale 

j  juidxdy    und     j  j  vt^dxdy 

berechnen,  wo  die  Integrationen  über  alle  Teile  der  xy-Ebene  zu  er- 
strecken sind,  ftLr  welche  g  nicht  verschwindet.    Wir  haben 

fjviidxdy  -  -  ifffftt:  ^^/  dxdydx'dy', 

WO  jede  Doppelintegration  die  Querschnitte  aller  Wirbel  einschließt 
Jedem  Gliede 

ii^^^^  dxdydx'dy' 
dieses  Ausdrucks  entsprechend  haben  wir  ein  anderes  Glied 

i^^-^^  dxdydx'dy, 
und  diese  beiden  heben  sieb  auf.     Wir  erbalten  demgemäß: 

ffutdxdyO 

ffvtdxdy  =  0 


(8) 


Wenn   wir   wie  vorher   die   Intensität   eines  Wirbels   mit  x  be- 
zeichnen, so  kann  man  diese  Resultate  folgendermaßen  schreiben: 

Uxu  =  0,     Uxv  -  0.  (9) 

Da  die  Starke  jedes  Wirbels  in  Bezug  auf  die  Zeit  konstant  ist,  so 
drücken  die  Gleichungen  (9)  aus,  daß  der  Punkt  mit  den  Koor- 
dinaten 

während  der  ganzen  Bewegung  fest  steht. 
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Dieser  Ponkt^  welcher  mit  dem  Trl^heitsmittelpunkt  einer  dünnen 
Schicht  Materie  zusammenfällt,  die  auf  der  a;y- Ebene  mit  der  Flachen- 
dichte t  verteilt  ist,  kann  als  „Mittelpunkt^  oder  yySchwerptmkt^'  des 
Systems  der  Wirbel,  und  die  gerade  Linie  parallel  zur  j9-Achse,  deren 
Projektion  er  ist,  als  „Achsel'  des  Systems  bezeichnet  werden.  Im 
Fall  Ux  »  0  li^  der  Mittelpunkt  im  unendlichen,  wenn  er  nicht 
völlig  unbestimmt  ist. 

§  1B5.  Einige  interessante  Beispiele  liefern  die  Fälle,  wo  ein 
oder  mehrere  isolierte  Wirbel  von  unendlich  kleinem  Querschnitt  vor- 
handen sind. 

1.  Wir  wollen  annehmen,  daB  wir  nur  einen  Wirbelfaden  haben, 
und  daB  die  Rotation  g  überall  in  dem  unendlich  kleinen  Querschnitt 
das  gleiche  Vorzeichen  hat.  Sein  Mittelpunkt,  wie  er  eben  definiert 
ist,  wird  entweder  innerhalb  der  Substanz  des  Fadens  oder  in  unend- 
licher Nähe  desselben  liegen.  Da  der  Mittelpunkt  fest  steht,  so  wird 
der  Faden  als  Ganzes  in  Ruhe  bleiben,  obwohl  seine  Teile  Relativ- 
bewegungen  ausführen  können  und  der  Mittelpunkt  nicht  notwendig 
immer  in  demselben  Flüssigkeitselemente  Uegt.  Jedes  TeUchen  in  end- 
licher Entfernung  r  von  dem  Mittelpunkt  des  Fadens  wird  einen  Kreis 

um  den  letzteren  als  Achse  mit  der  konstanten  Geschwindigkeit  ^— 

beschreiben.  Der  Raum  außerhalb  des  Wirbels  ist  zweifach  zusammen- 
hängend, und  die  Zirkulation  in  einer  geschlossenen  Kurve,  welche 
ihn  einmal  umschließt,  ist  natürlich  x.  Die  wirbel&eie  Bewegung  der 
herumfließenden  Flüssigkeit  ist  dieselbe  wie  nach  Gleichung  (2)  des  §  27. 

2.  Wir  wollen  zweitens  annehmen,  daß  wir  zwei  Wirbel  mit  den 
Intensitäten  x^  bzw.  x,  haben.  Ihre  Mittelpunkte  seien  Ä  und  J3, 
0  sei  der  Mittelpunkt  des  Systems.  Die  Bewegung  jedes  Fadens  als 
Ghmzes  ist  völlig  der  des  anderen  zuzuschreiben,  und  ist  deshalb 
immer  senkrecht  zu  AB.  Darum  behalten  die  Fäden  immer  denselben 
Abstand  voneinander  und  rotieren  mit  konstanter  Winkelgeschwindig- 
keit um  den  festen  Punkt  0.  Diese  Winkelgeschwindigkeit  wird  leicht 
gefunden;   wir   brauchen    nur   die    Geschwindigkeit   von  A,   nämlich 

- — ^^^-TB,  durch  den  Abstand  AO  zu  dividieren,  wobei 

Xj  +  X,  ' 

und  erhalten  somit: 

2n   AB*' 

Wenn  Xj  und  x,  dasselbe  Vorzeichen  haben,  d.  h.  wenn  der 
Sinn  der  Rotation  in  beiden  Wirbeln  die  gleiche  ist,  so  li^  0 
zwischen  A  und  J3;  aber  wenn  die  Rotationen  umgekehrten  Sinn 
haben,  so  liegt  0  auf  der  Verlängerung  von  AB  oder  BA, 
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Wenn  94  "^  —  x,,  so  liegt  0  im  Unendlichen;  aber  man  sieht 
leicht  ein^  daß  Ä  nnd  B  sich  jetzt  mit  gleichen  Geschwindigkeiten 

o   ^Aß  senkrecht  za  AB  bewegen,  welch'  letzteres  seine  Richtung 

beibehalt.  Eine  derartige  Kombination  von  zwei  entgegengeseizten 
Wirbeln  heißt  ein  ,yWirbeljpa4Jfr''.  Es  bildet  das  zweidimensionale 
Analogon  des  kreisförmigen  Wirbelringes  (§  160)  und  weist  mehrere 
besondere  Eigenschaften  des  letzteren  auf. 

Die  Stromlinien  eines  Wirbelpaares  bilden  ein  System  von  koach- 
sialen  Kreisen,  wie  in  der  Figur  des  §  64  dargestellt  ist,  wobei  die 
Wirbel  in  den  Grenzpunkten  (±  a,  0)  liegen.  Um  die  relativen 
Stromlinien  zu  finden,  fügen  wir  eine  allgemeine  Geschwindigkeit 
hinzu,  welche  derjenigen  der  Wirbel  entgegengesetzt  gleich  ist,  und 
erhalten  für  die  relative  Stromlinienfunktion: 


^-Äl^+logy 


(1) 


in  der  Schreibweise  von  §  64,  Nr.  2.     Die  beigefügte  Figur,  welche 
aus  Bequemlichkeit  um  90^  gedreht  ist,  zeigt  einige  von  den  Linien. 


Die  Linie  ^  =  0  besteht  zum  Teil  aus  der  y- Achse  und  zum  Teil 
aus  einem  Oval,  welches  beide  Wirbel  umgibt.  Es  ist  klar,  daß  der 
Teil  der  Flüssigkeit,  welcher  in  dieses  Oval  eingeschlossen  ist,  das 
Wirbelpaar  auf  seinem  Lauf  begleitet,  während  die  Bewegung  außer- 
halb genau  diejenige  ist,  welche  durch  einen  starren  Zylinder  von 
derselben  (Jrundlinie  hervorgebracht  würde;  vergL  §  71.  Die  Halb- 
achsen des  Ovals  sind  näherungs weise  2,09a  und  l,7«3a.^) 

Eine  Schwierigkeit  wird  bisweilen  bei  diesem  Beispiel  wie  bei 
demjenigen  eines  Kreiswirbels  empfunden,  nämlich  zu  verstehen,  wes- 
halb die  Wirbel  nicht  stationär  sein  können.  Wenn  in  der  Figur 
des  §  64  die  Fäden  durch  feste  Zylinder  von  kleinem  kreisförmigen 

1)  Vergl.  Sir  W.  Thomson,  „On  Vortex  Atome",  Phü.  Mag.  (4),  84,  S.  20, 
1867;  feiner  Riecke,  GMU.  Nachr.,  1888,  wo  die  Bahnen  der  FlÜBsigkeitsteüchen 
auch  gezeichnet  sind. 
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Querschnitt  ersetzt  werden^  so  bleiben  wohl  letztere  in  Rahe^  voraus- 
gesetzt, daß  sie  durch  irgend  eine  Vorrichtung  starr  verbunden  sind, 
welche  die  Bewegung  der  Flüssigkeit  nicht  hindert.  Aber  bei  Ab- 
wesenheit einer  solchen  Verbindung  würden  sie  im  ersten  Augenblicke 
gegeneinander  angezogen  werden,  aus  dem  Grunde,  der  in  §  23  aus- 
einandergesetzt wurde.  Diese  Anziehung  wird  jedoch  aufgehoben, 
wenn  wir  eine  gleichförmige  Geschwindigkeit  V  von  passender  Größe 
in  umgekehrter  Richtung  zur  zyklischen  Bewegung  in  der  Mitte 
zwischen  den  Zylindern  hinzufügen.  Um  V  zu  berechnen,  beachten 
wir,  daß  die  Geschwindigkeiten  der  Flüssigkeit  in  den  Punkten 
(a  db  Cj  0),  wo  c  klein  ist,  der  absoluten  Größe  nach  ungefähr  gleich 
werden,  vorausgesetzt,  daß 

y  I  _? —  =3     *      I      *    y 

~  2nc        4«a       2«c    '    43ra        ^ 

WO  X  die  Zirkulation  bedeutet     Folglich  muß 

gelten,  was  genau  die  Translationsgeschwindigkeit  eines  Wirbelpaares 
in  der  ursprünglichen  Form  der  Aufgabe  bezeichnet.^) 

Da  die  Geschwindigkeit  in  allen  Punkten  der  Symmetrieebene 
rein  tangential  ist,  können  wir  annehmen,  daß  diese  Ebene  eine  feste 
Gh^nze  der  Flüssigkeit  auf  beiden  Seiten  bildet,  und  wir  erhalten  so 
den  Fall  eines  einzigen  geradlinigen  Wirbels  in  der  Nähe  einer  festen 
Wand,  zu  welcher  er  parallel  ist.    Der  Faden  bewegt  sich  parallel  zu 

der  Ebene  mit  der  Geschwindigkeit  T~h>  ^^  ^  ^^^  Abstand  von  der 

Wand  bedeutet. 

Da  die  Stromlinien  Kreise  sind,  können  wir  auch  die  Lösung 
des   Falles   ableiten,   wo   wir   einen   emzigen 
Wirbelfaden  in  einem  Räume  haben,  welcher 
innen   oder   außen   von    einem    festen   Kreis- 
Zylinder  begrenzt  ist. 

Es  sei  in  der  Figur  BPD  der  Quer- 
schnitt des  Zylinders,  Ä  die  Lage  des  Wirbels, 
der  sich  im  äußeren  Baum  befinden  mag, 
und  B  das  Bild  von  Ä  in  Bezug  auf  den 
Kreis  EPDy  d.  h.  wenn  C  der  Mittelpunkt  ist,  so  ist 


1)  Eine  genauere  Untersuchung  wurde  von  Hicks  gegeben,  ,,0n  the  Con- 
dition  of  Steadj  Motion  of  Two  Gylinders  in  a  Fluid*^  Quart,  Jaum,  Math.,  17, 
S.  194,  1881. 
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wo  c  der  Radius  des  Kreises  ist.  Wenn  P  irgend  ein  Punkt  des 
Umfangs  ist,  so  haben  wir: 

ÄP      AE       ÄD      .        . 
BP  '^  BE"^  BD'^  ^^^^^'^ 

darum  hat  der  Kreis  die  Lage  einer  der  Stromlinien,  welche  von 
einem  Wirbelpaar  in  Ä  und  B  herrühren.  Da  die  Bewegung  des 
Wirbels  Ä  senkrecht  zu  AB  ist,  so  ist  klar,  daß  alle  Bedingungen 
der  Aufgabe  erf&Ut  werden,  wenn  wir  annehmen,  daB  A  einen  Kreis 
um  die  Achse  des  Zylinders  mit  der  konstanten  Geschwindigkeit 

%  %    CA 


2%    AB  2n(ßA^  —  c^ 

beschreibt,  wo  x  die  Intensität  von  A  bezeichnet. 

In  gleicher  Weise  würde  ein  einziger  Wirbel  von  der  Starke  x, 
welcher  innerhalb  eines  festen  Ej*eiszylinders,  z.  B.  in  B,  liegt,  einen 
Kreis  mit  der  konstanten  Geschwindigkeit: 

X    CB 


2«(c«  —  CB^ 
beschreiben. 

Es  ist  jedoch  zu  bemerken^),  daB  im  Falle  des  äußeren  Wirbels 

die    Bewegung    nicht    völlig   bestimmt    ist,    außer   wenn    neben   der 

Stärke  x   der  Wert   der   Zirkulation   in   einer   geschlossenen   Kurve, 

welche  den  Zylinder,  nicht  aber  den  Wirbel,  umschließt,  vorgeschrieben 

ist.     In*  der  obigen  Lösung  ist  diese  Zirkulation  diejenige,  die  von 

dem  Bild  des  Wirbels  in  B  herrührt,  und  ihr  Betrag  ist  also  —  x. 

Diese   kann   durch   Zufügung   eines  Wirbels   +  x   in    C   aufgehoben 

werden;  in  diesem  Falle  haben  wir  für  die  Geschwindigkeit  von  A\ 

X  •  CA        j^        X  xc* 


2  n  {CA*  —  c^'2n'CA  27t  -  CA  (CA*  —  c») 

Für  eine  vorgeschriebene  Zirkulation  x   müssen  wir  hierzu  das  Glied 

r—  •  CA  addieren. 
2n 

3.  Wenn  vier  parallele  geradlinige  Wirbel  vorhanden  sind,  deren 
Mittelpunkte  ein  Rechteck  ABB Ä  bilden,  und  deren  Intensitäten 
die  Werte  x  für  die  Wirbel  A'  und  B,  bzw.  die  Werte  —  x  für  die 
Wirbel  A  imd  B'  haben,  so  ist  klar,  daß  die  Mittelpunkte  immer  ein 
Rechteck  bilden.  Wenn  ferner  die  verschiedenen  Rotationen  die  in  der 
Figur  angegebenen  Richtungen  haben,  so  sehen  wir  ein,  daß  die  Wir- 
kung des  Paares  A,  A  auf  das  Paar  J8,  S  darin  besteht,  dieselben  zu 


1)  F.  A.  Tarleton,  ,,0n  a  Problem  in  Vortex  Motion",  Proc.  R.  Irish  Ac, 
12.  Dezerraber  1892. 
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trennen  und  gleichzeitig  ilire  Geschwindigkeit  senkrecht  zur  Vei^ 
bindungslinie  za  Termindem.  Die  Ebenen,  welche  AB  und  AA'  unter 
rechten  Winkeln  halbieren,  können, 
sowohl  jede  einzeln  wie  beide,  als 
feste  Wände  genommen  werden.  Wir 
erbalten  auf  diese  Weise  den  Fall,  wo 
zwei  Wirbel  tou  gleicher  und  ent- 
gegengesetzter Stärke  sich  g^en  oder 
von  einer  festen  Wand  weg  bewegen, 
oder  wo  sich  ein  einziger  Wirbel  in 
dem  Winkel  zwischen  zwei  senkrechten 
Wänden  bewegt. 

Wenn  x  und  y  die  Koordinaten 
des  Wirbels  A  in  Bezug  auf  die 
Symmetrieebenen  sind,  so  finden  wir 
leicht: 


y-zi 


(2) 


r'-i'  +  j". 


Durch    Division    erhalten    wir    die    Dißerentialgleichuiig    der   Bahn, 
nämlich: 

^  +  -!f  -  0, 

^.       -r      y.  . 

somit: 

a»(a;»-|-y*)=-42:»j/-, 

wo  a  eine  willkürliche  Konstante  bezeichnet,   oder  nach  Transforma- 
tion in  Polarkoordinaten: 


Bo  bewegt  sich  der  Wirbel  wie  unter  dem  Einfluß  eines  Krsftzentrums 
im  Urspningspunkte.  Diese  Kraft  wirkt  abstoßend,  und  das  Oesetz 
ist  das  der  umgekehrten  dritten  Potenz  der  Entfernung.*) 


1)  Greenhül,  „On  PIbds  Vortei- Motion",  Quart.  Jovm.  Math.,  16,  1887; 
GrObli,  „Die  Bewegang  pualleler  geradliniger  Wirbelf&den",  Zürich  16TT.  Dieie 
Arbeiten  enthalten  andere  interessante  Beispiele  Ton  geradlinigen  WiibelBfatemeti. 
Weitere  Literatomachweise  über  spezielle  Probleme  siehe  bei  Eicks,  Brit.  Am. 
Rep,  1B82,  3.  41  fi.;  Love,  I.  c,  8.  SSS. 

Eine  geistreiche  Methode,  ebene  Probleme  der  Wirbelbewegung  zu  trans- 
fonnierea,  stammt  von  Bonth,  „Some  Äpplicutione  of  Conjugate  FunctioiM", 
Proe.  Lond.  Math.  Soc.,  12,  S.  78.  1881. 
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§  lft6.  Wenn^  wie  im  Falle  eines  Wirbelpaares  oder  eines 
Systemes  von  Wirbelpaaren,  die  algebraische  Summe  der  Intensitäten 
sämtlicher  Wirbel  null  ist,  können  wir  eine  Theorie  des  zweidimen- 
sionalen Impulses  aufstellen,  analog  derjenigen,  welche  in  den  §§119 
und  152  für  den  Fall  eines  endlichen  Wirbelsjstems  gegeben  ist. 
Die  strenge  Durchführung  derselben  wird  dem  Leser  überlassen.  Wenn 
P  und  Q  die  Komponenten  des  Impulses  parallel  zur  x-  bzw.  y-Achse 
und  N  dessen  Moment  um  Oe  bezeichnen,  alle  auf  die  Tiefe  1  der 
Flüssigkeit  parallel  zur  jer- Achse  gerechnet,  so  wird  gefunden,  daß 

P ^2Qffytdxdy,     ^  ==  -  2(fffxidxdy  j 

N'^-'Qfj{x'+y')tdxdy  \ 

Im  Falle  eines  einzigen  Wirbelpaares,  z.  B.  für  die  Intensitäten  ±  x 
und  den  gegenseitigen  Abstand  c,  ist  der  Impuls  xc,  und  zwar  in  der 
Geraden,  welche  c  senkrecht  halbiert. 
Die  Eonstanz  des  Impulses  ergibt: 

Sxx  =«  konst.,     J^xy  =  konst. 

J^x  {p(?  +  y*)  =  konst. 

Es  kann  auch  gezeigt  werden,  daß  die  Energie  der  Bewegung 
im  vorliegenden  Falle  durch 

^-  -  gffndxdy  =  -  i«>  2^t  (3) 

gegeben  ist. 

Wenn  J^x  nicht  verschwindet,  so  sind  die  Energie  und  das 
Moment  des  Impulses  beide  unendlich,  wie  im  Falle  eines  einzigen 
geradlinigen  Wirbels  leicht  zu  bestätigen  ist. 

Die  Theorie  eines  Systemes  von  isolierten  geradlinigen  Wirbeln 
ist  von  Eirchhoff  in  eine  sehr  elegante  Form  gebracht  worden.^) 

Bezeichnet   man   die  Mittelpunkte   der   betreffenden  Wirbel   mit 

(p^if  yi)f  (^2;  Vi)}  ' ' '  ^^^  ^^^  Intensitäten  mit  x^,  x,,  •  •  *,  so  ergibt 
sich  aus  §  154,  daß  wir 


(2) 


dxi  dW  dy^       dW 

^  dt  '^       dyi'  ^  dt  ^  dx^ 

d^ dW  dy,       dW 

^»  dt  ~       ay,  '  '^  dt  ^  dx^ 


(4) 


schreiben  können,  wo 

^=^^3CiX,logri„  (5) 

wenn  r^,  die  Entfernung  zwischen  den  Wirbeln  x^  und  x^  bezeichnet. 


1)  Mechanik,  20.  Vorlesung. 
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Da  W  nur  von  der  relativen  Lage  der  Wirbel  abhängt,  so  bleibt 
sein  Wert  angeändert,  wenn  x^,  x^,  ...  um  denselben  Betrag  yermehrt 
werden,  folglich  ist: 

und  in  gleicher  Weise: 

Dies  gibt  die  ersten  beiden  der  Gleichungen  (2),  aber  der  Beweis  ist 

jetzt  nicht  auf  den  Fall  ^x  »  0  beschrankt.    Die  Beweisführung  ist 
wesentlich  dieselbe  wie  in  §  154. 

Weiter  erhalten  wir  aus  Gleichungen  (4): 

oder   wenn   wir  für   die  einzelnen  Wirbel  Polarkoordinaten  (r^,  ö^), 
(r,,  ö,),  •  •  •  einfahren, 

^       dr  "^dW 


-2'I-  c) 


^^^  dt^     jU  de 

Da  W  bei  einer  Rotation  der  Koordinatenachsen  um  den  TJrsprungs- 
punkt  unverändert  bleibt,  so  haben  wir: 

jLj  de       ^' 

folglich: 

^xr*=kon8t.,  (7) 

was  mit  der  dritten  der  Gleichungen  (2)  übereinstimmt,  aber  von  der 
dort  gemachten  Einschränkung  frei  ist. 

Ein  weiteres  Integral  von  Gleichungen  (4)  wird  folgendermaßen 
erhalten.     Wir  haben: 

'V     /    dy  dx\       ^/     dW    ,       dW\ 

oder 


§-2r'-^-  (8) 


Wenn  jedes  r  in  dem  Verhältnisse  1  +  e  vergrößert  wird,  wo  e  un- 
endlich klein  ist,  so  ist  der  Zuwachs  von  W  gleich 

Aber  da  die  neue  Anordnung  des  Wirbelsystemes  der  früheren  geo- 
metrisch  ähnlich  ist,   so  werden  die  gegenseitigen  Abstände  r^%  iJi 
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dem  gleichen  Verhältnis  1  +  b  geändert,  and  nach  Gleichung  (5)  ist 
der  Zuwachs  von  W  demgemäß: 


^•2^ 


2 

Folglich  kann  Gleichung  (8)  in  der  Form 

geschrieben  werden. 

§  1B7.  Die  Resultate  des  §  155  sind  von  der  Form  der  Quer- 
schnitte der  Wirbel  unabhängig,  solange  die  Dimensionen  dieser  Quer- 
schnitte klein  gegen  die  Abstände  der  Wirbel  untereinander  sind. 
Der  einfachste  Fall  ist  natürlich  der,  daß  die  Querschnitte  kreis- 
förmig sind,  und  es  ist  von  Interesse,  zu  erörtern,  ob  diese  Form 
stabil  sei.    Diese  Frage  ist  von  Lord  Kelvin  erforscht  worden.^) 

Wenn  die  Störung  nur  in  zwei  Dimensionen  stattfindet,  so  sind 
die  Rechnungen  sehr  einfach.  Wie  in  §  24  wollen  wir  annehmen, 
daß  der  Raum  innerhalb  eines  Kreises  r  ^^  a,  der  sein  Zentrum  im 
Ursprungspimkt  hat,  von  einer  Flüssigkeit  mit  gleichförmiger  Rota- 
tion g  angefüllt  sei,  und  daß  diese  von  einer  wirbelfrei  bewegten 
Flüssigkeit  umgeben  werde.  Wenn  die  Bewegung  an  dem  Kreise 
stetig  ist,  so  haben  wir  für  r  <ia: 

t  —  U(«*-0,  (1) 

während  für  r^a: 

*--6a«logf.  (2) 

Um  die  Wirkung  einer  kleinen  wirbellosen  Störung  zu  unter- 
suchen, nehmen  wir  an,  daß 


für  r<a: 

t  =  -  iS(a«-  r«)  +  ^  ^  cos  (so  -  öt) 
und  fär  r  >  a: 

V'  =  —  fa*  log \-  Ay  cos  {s0  —  6t) 


(3> 


WO  s  eine  ganze  Zahl  bedeutet  und  6  zu  bestinmien  ist.     Die  Kon- 
stante A  muß  in  beiden  Ausdrücken  denselben  Wert  haben,  da  die 

radiale  Geschwindigkeitskomponente pf  *^  ^^^  Grenze  des  Wirbels 


1)  Sir  W.  Thomson,  „On  the  Vibrations  of  a  Columnar  Vortex",  Phü.  Mag.  {6\ 
10,  S.  156,  1880. 
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stetig  sein  mnß^  für  welche  näherungsweise  r  »  a  ist.  Nehmen  wir 
als  Gleichung  dieser  Grenze 

r  =  a  +  a  cos  (so  —  6t)  (4) 

an,  80  haben  wir  noch  auszudrücken^  daß  die  tangentiale  Geschwindig- 
keitskomponente ^  stetig  ist.     Dies  gibt: 

gr  +  s  —  cos  {sO  —  6t)^t s  -  cos  (s0  —  6t). 

Durch  Einsetzen  von  Gleichung  (4)  und  Vernachlässigung  des  Quadrates 
von  a  finden  wir: 

g« «4-  (5) 

Bis  hierher  ist  das  Verfahren  rein  kinematisch.  Der  dynamische  Satz, 
daB  die  Wirbellinien  sich  mit  der  Flüssigkeit  bewegen,  zeigt,  daß  die 
Normalkomponente  der  Geschwindigkeit  eines  Teilchens  an  der  Ghrenz- 
fläche  derjenigen  der  Grenzfläche  selbst  gleich  sein  muß.  Diese  Be- 
dingung gibt: 

dr d^       d'fl)  dr 

dt  rde'"drrde^ 

wo  r  den  Wert  (4)  hat,  oder: 

tf«  =  «^  +  eo.^.  (6) 

Eliminieren  wir  das  Verhältnis  —  aus  den  Gleichungen  (5)  und  (6)^ 

so  finden  wir: 

6~{s-l)t.  (7) 

Es  besteht  folglich  die  Störung,  welche  durch  die  letzten  Glieder 
in  den  Gleichungen  (3)  dargestellt  wird,  aus  einem  System  von  Riffe- 
lungen, welche  sich  an  dem  Umfang  des  Wirbels  mit  einer  Winkel- 
geschwindigkeit 

7--T-    S  (8) 

fortpflanzen.  Dies  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  im  Räume;  in  Bezug 
auf  die  rotierende  Flüssigkeit  lautet  die  Winkelgeschwindigkeit: 

7-e  =  -7'  (9) 

wobei  der  Sinn  derjenigen  der  Rotation  entgegengesetzt  ist. 

Wenn  5  =  2,  so  ist  der  gestörte  Querschnitt  eine  Ellipse, 
welche  um  ihren  Mittelpunkt  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  ^i 
rotiert. 


212  ni  Wiiiclbrvcfng. 

Di«  tnnfremlen  aml  longimdinalwi  Sdiwingmigeii  cineB  isolieitai 
gendUmgok  Wirtielfiuifiii  sind  aadi  toh  Lord  Kririn  in  der  gaiaiiBfteii 
ewrieii  woiden. 


§  168.    Der  beKnidere  Fall  einer  elliptiwhen  Siönuig  kaum  ohne 
jede  Venmrhliegignng  folgendermißen  gelöst  werden.'; 

Wir  wollen  annehmen,  daS  der  Baom  innerhalb  der  EDipae 


h  ^  ?• = 1  (i- 


mit  einer  Flfisngkeit  erf&llt  sei,  welche  eine  gleichmißige  Rotation  ( 
bentst,  wahrend  die  nmgebende  Flfiasigkeit  sich  in  einer  wirbelfreien 
Bewegung  befindet  Em  wird  sich  zogen,  daS  alle  Bedingungen  des 
Problems  befriedigt  werden  können,  indem  wir  uns  Torstellen,  daB 
die  elliptische  Grenzfläche  ohne  Wechsel  ihrer  Gestalt  mit  einer 
konstanten  Winkelgeschwindigkeit  n  rotiert,  welche  zn  bestimmen  ist. 
Die  Formel  fftr  den  äoßeren  Baam  kann  sogleich  nach  §  72,  No.  ^ 
hingeschrieben  werden;  wir  haben  nämlich: 

^^:^n(a  +  6)»e"*'  cos  2ry  +  Jafel,  (2) 

wo  i  und  ^  jetzt  die  elliptischen  Koordinaten  des  §  71,  No.  3, 
bezeichnen,  und  die  zyklische  Konstante  x  gleich  2xahi  gesetzt 
worden  ist 

Der  Wert  von  if  f&r  den  inneren  Baum  maß  die  Gleichung 

13  +^-n  (3) 

samt  der  Gtrenzbedingung 

~.  +  6?  -  -  ny  •  -^i  +  nx  ■  ^^  (4) 

befriedigen.     Diese  Bedingongen  werden  beide  erf&llt,  wenn  man 

■etst,  TorauBgesetzt,  daß 


A-\-B=-\ 
Aa"  -  J?6»  =  ^  (o»  -  6») 


(6) 


Es  erübrigt  sich  noch,  auszudrücken,  daB  an  der  Grenzfläche  des 
Wirbels  kein  tangentiales  Gleiten  stattfindet,  d.  h.,  daB  die  Werte  von 

1)  Vergl.   Eirchhoff,    Mechanik,    20    Voilesaiig;    Basset,   Hydfx>dynamic9^ 
Bd.  II,  8.  41. 
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^Z,  die  aus  den  Oleichungen  (2)  und  (5)  erhalten  sind,  dort  zu- 
sammenfallen.    Nun  ist 

X  ^  c  cosh  I  cos  ri 
und 

2^  »  0  sinh  I  sin  i], 
wo  

Differenzieren  wir  also  die  Gleichungen  (2)  und  (5)  nach  g  und  setzen 
die  Koeffizienten  von  cos  2 17  einander  gleich^  so  erhalten  wir  die  ge- 
suchte Bedingung: 

^  in(a  +  &)«e-»^=  i(^(A-B)  cosh  S  sinh  g, 
wo  g  der  Parameter  der  Ellipse  (1)  ist.     Dies  ist  mit 

gleichwertig,  da  für  die  Punkte  der  Ellipse 

cosh  I  =  - 
c 

sinh  I  =  —  • 
c 

Mit  Gleichung  (6)  vereinigt  gibt  dies: 


und 


^a-B6  =  ^  (8) 

2  ab     ,  f^s. 


Wenn   a^h^   so   stimmt   dies   mit   unserem   früheren   angenäherten 
Resultat  überein. 

Die  Geschwindigkeitskomponenten  ic  und  y  eines  Teilchens  des 
Wirbels  in  Bezug  auf  die  Hauptachsen  der  Ellipse  sind  durch 

^""U  +  ^y' 


gegeben y  woraus  wir  finden: 

X  y 

a  0 

y  X 

f  =      n  - 

h  a 

Lamb,  HydrodTnamlk.  18 


I  • 


(10) 
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Integrieren  wir,  so  erhalten  wir: 

x^'Jca  cos  {nt  +  b) 
y  ^kb  Bin  (nt  +  b) 


(11) 


wo  Je  und  £  willkürliche  Konstanten  bedeuten,  sodaß  die  relativen 
Bahnen  der  Teilchen  Ellipsen  sind,  welche  der  Orenze  des  Wirbels 
ähnlich  sind  und  nach  dem  harmonischen  Gesetze  beschrieben  werden. 
Wenn  x'  und  t/"  die  Koordinaten  in  Bezug  auf  im  Räume  feste  Achsen 
sind,  so  finden  wir: 


flj'=  o;  cos  n^  ~  y  sin  n^  =  ^  /:  (a+h)  cos  (2nt+€)  +  ^Ä  (a— ft)  cos  « 
y'  =  a;sinn^  +  ycoBn^=^t(a+&)sin(2n^+£)— ^Ä(a— ft)  sine 


.(12) 


Die   absoluten   Bahnen   sind   also   Kreise,    welche   mit   der   Winkel- 
geschwindigkeit 2n  beschrieben  werden.^) 

§  169.  Es  war  in  §  80  auseinandergesetzt,  daß  die  Bewegung 
einer  inkompressiblen  Flüssigkeit  in  einer  gekrümmten  Schicht  von 
kleiner,  aber  gleichförmiger  Dicke  durch  eine  Stromfunktion  ^  völlig 
bestimmt  ist,  sodaß  jede  kinematische  Aufgabe  dieser  Art  durch  Pro- 
jektion in  eine  entsprechende  Aufgabe  der  Ebene  zurückgeführt  werden 
kann.  Wenn  femer  die  Projektion  winkeltreu  ist,  so  sind  die  kine- 
tische Energie  entsprechender  Flüssigkeitsteile  und  die  Zirkulationen 
in  entsprechenden  geschlossenen  Kurven  fär  beide  Bewegungen  die 
gleichen.  Letztere  Aussage  zeigt,  daß  Wirbel  in  Wirbel  von  gleicher 
Stärke  übergehen.  Es  folgt  sogleich  aus  §  145,  daß  im  Falle  einer 
geschlossenen  einfach  zusammenhängenden  Fläche  die  algebraische 
Summe  der  Intensitäten  aller  vorhandenen  Wirbel  null  ist. 

Wir  wollen  dies  auf  die  Bewegung  in  einer  kugelförmigen  Schicht 
anwenden.  Der  einfachste  Fall  ist  derjenige  eines  Paares  von  isolierten 
Wirbeln,  welche  auf  entgegengesetzten  Enden  eines  Durchmessers 
liegen;  die  Stromlinien  sind  dann  kleine  parallele  Kreise,  und  die 
Geschwindigkeit  verhält  sich  umgekehrt  wie  der  Radius  des  Kreises. 
Für  ein  Wirbelpaar,  welches  in  zwei  beliebigen  Punkten  A  und  B 
liegt,  sind  die  Stromlinien  koachsiale  Kreise  wie  in  §  80.  Durch  die 
Methode  der  stereographischen  Projektion  wird  leicht  gefunden,  daß 
die   Geschwindigkeit   in   einem    Punkte   P  die  Resultante   von   zwei 

Geschwindigkeiten  r —  •  cot^öi  und  ^ —  •  cot  ^0,   ist,   welche  senk- 
recht zu  den  größten  Kreisen  AP  bzw.  BP  sind,  wobei  öj  und  ö. 


1)  Betreffs  weiterer  Untersuchangen  in  diesem  Zusammenhange  siehe  Hill, 
„On  the  Motion  of  Fluid  part  of  which  is  moving  rotationally  and  pari  irrota- 
tionally",  JPhil.  Trans.,  1884;  Love,  „On  the  Stability  of  certain  Vortex  Motions", 
Proc.  Lond.  Math,  Soc.,  26,  S.  18,  1898. 
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die  Längen  dieser  Bögen,  a  den  Radius  der  Engel  nnd  ±  x  die  In- 
tensiiäten  der  Wirbel  bezeichnen.  Der  Schwerpunkt^)  (siehe  §  154) 
jedes  Wirbels  bewegt  sich  senkrecht  zu  AB  mit  der  Oeschwindigkeit 

—  •  cot  ^^  JB.    Die  beiden  Wirbel  beschreiben  deshalb  parallele  und 

gleiche  Kreise,  wobei  sie  in  einer  konstanten  Entfernung  von  ein- 
ander bleiben. 

Ereiaförmige  Wirbel. 

§  160.  Wir  wollen  zunächst  den  Fall  nehmen,  wo  alle  Wirbel, 
die  in  der  als  unbegrenzt  (wie  vorher)  betrachteten  Flüssigkeit  vor- 
handen sind,  kreisförmig  sind,  wobei  sie  die  a;-Achse  als  gemein- 
schaftliche Achse  haben.  Es  sei  car  der  Abstand  irgend  eines  Punktes  P 
Yon  dieser  Achse,  t;  die  Oeschwindigkeit  in  der  Richtung  yon  ^,  und 
o  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Flüssigkeit  in  P.  Es  ist  klar,  daß 
u,  v,  (0  Funktionen  von  x  und  oJ  allein  sind. 

Unter  diesen  Umständen  gibt  es  eine  Stromfunktion  ^,  welche 
wie  in  §  94  definiert  ist,  d.  h.  wir  haben: 

<*  =  —  ^Q^jV^'^Ö^»  (1) 


folglich: 


"^^"^  dx       ao  ^  (ö  \dx^  "^  ao*       (ö  da) '  ^^ 


Aus  den  Ausdrücken  (7)  des  §  148  wird  leicht  ersehen,  daß  der 
Vektor  (P,  Gy  H)  unter  diesen  Bedingungen  immer  senkrecht  zur 
o;- Achse  und  dem  Radius  W  steht.  Wenn  wir  seine  Oröße  mit  S 
bezeichnen,  so  ist  27cT5S  der  Fluß  durch  den  Kreis  {x,  V5)\  folglich: 

^  =  _Sj5f.  (3) 

Um  den  Wert  von  ^  im  Punkte  (a;,  C?)  zu  finden,  welcher  von 
einem  einzigen  Wirbelfaden  von  der  Stärke  x  herrührt,  dessen  Koor- 
dinaten Xy  (X)'  sind,  bemerken  wir,  daß  das  Wirbelelement,  welches  den 
Winkel  6  mit  der  Richtung  von  S  bildet,  durch  W'dO  bezeichnet 
werden  kann,  und  deshalb  ist  nach  Oleichung  (1)  des  §  149: 

^-_arÄ  =  -^/^^ö,  (4) 

0 
WO 

r-  [{x-'xy+  (0»+©'»- 29^55' cos  ö}*.  (5) 


1)  Um  ein  etwaiges  MißTerständnis  zn  vermeiden,  mag  bemerkt  sein,  daß 
die  Schwerpunkte  entsprechender  Wirbel  nicht  notwendig  entsprechende  Punkte 
sind.  Die  Bahnen  dieser  Schwerpunkte  sind  deshalb  im  allgemeinen  nicht  pro- 
jektivisch. 

IS* 
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Wenn  wir  durch  r^  und  r,  den  kleinsten  bzw.  den  größten  Ab- 
stand des  Punktes  P  vom  Wirbel  bezeichnen,  nämlich: 

so  haben  wir: 

r»  =.  ri»  cos»  ^ Ö  +  r,»  sin*  ^  Ö,    4  D  w'  cos  0  -  rj*  +  r,» -  2r*,     (7^ 

und  deshalb: 


n 
^ ^   ff,.   »+   r   *^     / -1^    -_       -■ 


-  2/y(r, 


2 


(Ö) 


COS«  i  ö  +  r^*  sin«  ^  0)  dO 

0 

Die  Integrale  sind  von  der  Form,  welche  in  der  Theorie  des  yjarith" 
metisdi-geometrischen  Mittdsf^  auftreten.  ^)  In  der  gewöhnlichen,  weniger 
symmeisischen  Schreibweise  der  elliptischen  Integrale  haben  wir: 

n,  —  ^(ss')^j(A_t)j?',(i)-|-E,(/f)),  (9^ 

Yorausgesetzt,  daß 

2  2 1         ^1*        4  CO'  .^^, 

Der  Wert  von  ^  für  einen  bestimmten  Punkt  kann  deshalb  mit  Hilfe 
der  Legendreschen  Tafeln  berechnet  werden. 

Ein  eleganterer  Ausdruck  kann  vermittels  der  Landenschen  Trans- 
formation^) erhalten  werden,  nämlich: 

*  =  -  ^  (^1  +  ^«)  5^1  W  -  ^1 W  1>  (11) 

vorausgesetzt,  daß 

^  -  r. +7:  •  (12 ) 

Um    dies    zu    beweisen,    nehmen   wir   an, 

daß  AB  eine  gerade  Linie  sei,  welche  durch  P 

in  zwei  Segmente  PA  und  PB  von  den  Längen  r^ 

bzw.  rj  geteilt  wird;  dann  beschreiben  wir  einen 

Kreis    mit   AB    als    Durchmesser.     Es    sei  C 

der  Mittelpunkt  und  Q  irgend  ein  Punkt  anf 

dem  Umfange,   femer   sollen   die  Winkel  QCA  und   QPA  durch   ö 

bzw.   d^    bezeichnet    werden;    schließlich    ziehe    man    ^'iV'   senkrecht 

zu  QP,     Wenn  PQ^^r,  so  haben  wir: 


1)  Siehe  Gauß,  Werke,  Bd.  IV,  S.  361 ;  Durege,  Theorie  der  elliptischen  Funk- 
tionen, 4.  Anfl.,  Leipzig  1887;  Gayley,  Elliptic  Functions,  Cambridge  1876, 
Kap.  Xni. 
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(13) 


r»  -  fi»  cos»  i  ö  +  r,*  sin»  ^  0 

rS»  -  CQSd  ■  coB  CQN'^  QNiO 

Femer : 

Cp.^^CQ_  CQ_qN 

r  r  ^  r         CQ ' 

und  deshalb: 

Folglich: 

i (.r,  -  r,)f^'-  -  i (n  +  r,)  /^  -  -|-  /««»,    (14) 

0  0  0 

da 

7t  n 


Nun  ist 


JPNdd^  =  CPy  cos  ^rf^  =  0. 

0  0 


^iV  -  >/  (C  ^«  -  CP»  sin«  »)  =  \  (ri  +  r,)  V  (1  -  A»  sin»  fr),  (15) 
wenn 

Die  Formel  (14)  kann  deshalb  folgendermaßen  geschrieben  werden: 

71 

Wx-r^)f'^de^2{F,{k)-E,{k)),  (17) 

wodurch  Oleichung  (4)  in  die  gesuchte  Form  (11)  gebracht  wird. 

Die  Formen  der  Stromlinien,  welche  äquidistanten  Werten  von  ^ 
entsprechen,  sind  in  der  umstehenden  Figur  gezeichnet.  Sie  sind  nach 
einer  von  Maxwell  ersonnenen  Methode  gezogen,  dem  man  auch  die 
Formel  (11)  verdankt.^) 

Ausdrücke  für  das  Oeschwindigkeitspotential  und  die  Strom- 
funktion können  auch  in  der  Form  von  bestimmten  Integralen  ge- 
wonnen werden,  welche  Besselsche  Funktionen  enthalten. 

Nehmen  wir  an,  daß  der  Wirbel  sich  in  der  Lage  des  Kreises 
X  =^0y  ü7  =  a  befindet,  so  ist  klar,  daß  die  Teile  der  positiven  Seite 
der  Ebene  o; » 0,  welche  innerhalb  und  außerhalb  des  Kreises 
liegen,  zwei  besondere  äquipotentiale  Flächen  bilden.  Nehmen  wir 
also    an,    daß    wir   9?  =  ^x    fQr    a;  =  0,    w  <  a,    und    qp  =  0    für 

1)  Electricüy  and  Magnetism,  §§  704  ond  705.  Siehe  auch  Minchin,  FhiL 
Mag.  (5),  35,  1898;  Nagaoka,  Phü.  Mag.  (6),  6,  1908. 


278 


Vn.  Wirbelbewegung. 


X  =::  0,   o7  >  a    habeil;    so    erhalten    wir    aus    Oleichung    (2)     des 
§  102: 


qp^^xa  I  e''^'jQ(kli5)J^(kd)dkj 


i 

und  deshalb  in  Übereinstimmung  mit  Oleichung  (5)  des  §  100: 

0» 

^  =-  —  ^  xoar  /  c-**  Ji  (km)  Jj  (ka)  dk. 


(18) 


(19) 


Diese  Formeln  beziehen  sich  natürlich  auf  das  Gebiet,  wo  x>0^) 

In  §  150  war  gezeigt  worden, 
daß  der  Wert  von  q)  so  beschaffen 
ist,  als  wenn  er  durch  ein  System 
von  Doppelquellen  bedingt  sei,  welche 
mit  gleichförmiger  Dichte  x  über 
das  Innere  des  Kreises  verteilt  sind. 
Die  Werte  von  fp  und  ^  für  eine 
gleichförmige  Verteilung  von  ein- 
fachen Quellen  auf  derselben  Flache 
sind  durch  Gleichimgen  (11)  des  §  102 
gegeben.  Die  obigen  Formeln  (18) 
und  (19)  können  daraus  durch  Diffe- 
rentiation nach  X  und  durch  passende 
Bestimmung  des  konstanten  Faktors 
abgeleitet  werden.^) 

§  161.  Für  die  Energie  eines 
Systemes  von  kreisförmigen  Wir- 
beln, welche  die  o;- Achse  als 
gemeinschaftliche  Symmetrieachse 
haben  ^  finden  wir  durch  partielle 
Integration: 


T=^nQff(u^  +  v^wdxd(S  =  7tQl f  (v^^'^^-ut^^ 


(1) 


1)  Die  Formel  for  t/^  findet  sich  bei  Basset,  Hydrodtjuamics,  Bd.  II,  S.  98; 
fliehe  anch  Nagaoka,  l.  c. 

2)  Andere  Ausdrücke  für  qp  und  ip  können  in  einfachen  KugelfonktioneiL 
erhalten  werden.  Der  Wert  für  <p  findet  sich  bei  Thomson  und  Tait,  §  546 ;  und 
derjenige  von  if)  kann  vermittels  der  Formeln  (11)  und  (12)  des  §  96  oben  ab- 
geleitet werden.   Das  elliptische  Integral  bildet  jedoch  die  übersichtlichste  Foim. 
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da  die  integrierten  Glieder  an  den  Grenzen  verschwinden.  Hier  wird 
das  Symbol  x  gebraucht,  um  die  Intensität  2(o8x8'dS  eines  elemen- 
taren Wirbelfadens  zu  bezeichnen. 

Femer  lautet  die  Formel  (7)  des  §  153^): 

T  =  4xQ  j  j (ji^u  —  xv)lS(odxdy  ^27CQ Zxisiisu  —  xv),     (2) 

Der  Impuls  des  Systemes  reduziert  sich  offenbar  auf  eine  Kraft 
längs  Ox.    Nach  Gleichung  (12)  des  §  152  ist: 

P=-  Q  rr{yi  —  jstji)  dx dy  djs  =  2^9  rris^adxdt^  =  ä^  27x55*.     (3) 

Wenn  wir  die  beiden  Symbole  x^  und  €5^  einführen,  welche  durch 
die  Gleichungen 

^0=-^^^»     V-^i-  (4) 

definiert  sind,  so  bestimmen  diese  einen  Kreis,  dessen  Lage  offenbar 
von  den  Intensitäten  und  der  Anordnung  der  Wirbel,  nicht  aber  von 
der  Lage  des  Ursprungspunktes  auf  der  Symmetrieachse  abhängt. 
Diese  mag  als  die  jyKreisachsef^  des  ganzen  Systemes  der  Wirbelringe 
bezeichnet  werden. 

Da  X  für  jeden  Wirbel  konstant  ist,  so  zeigt  die  Konstanz  des 
Impulses  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (3)  und  (4),  daß  die  Kreisachse 
in  Bezug  auf  den  Radius  konstant  bleibt.  Um  ihre  Bewegung  parallel 
zur  o;- Achse  zu  finden,  hahen  wir  nach  Gleichung  (4): 

2;x  .  V  •  ^  ==  2:xara  ^  +  2  ZxTifx  ^  =  2:xVf{Vfu  +  2xv).     (5) 

Vermittels  der  Gleichung  (2)  kann  dies  in  die  Form: 

2x.xs,*.^  =  ^^  +  S2:x{x-x,)^v  (6) 

gebracht  werden,  wo  die  zugefügten  Glieder  verschwinden,  da  27x'arv=0 
wegen  der  Konstanz  des  mittleren  Radius  (tOTQ). 

§  162.  Wir  woUen  jetzt  im  besonderen  den  FaU  eines  isolierten 
Wirbelringes  betrachten,  dessen  Querschnitt  von  sehr  kleinen  Dimen- 
sionen im  Vergleich  zum  Radius  ((Oq)  ist.    Es  ist  gezeigt  worden,  daß: 

wo   r^   und  r,   durch  Gleichung  (6)  des  §  160  definiert  sind.    Für 

mm 

Punkte   (a?,  £5)  in  oder  nahe  bei  dem  Wirbel  ist  das  Verhältnis   -- 


1)  In  einem  Punkte  der  Ebene  z^=»0  haben  wir  y=>fl),  4==»i]»0,  2;>»(o, 
v  =  v;  das  übrige  folgt  ans  der  Symmetrie. 
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klein,  und  der  Modul  (A)  des  elliptischen  Integrals  ist  demgemäß 
nahezu  1.     Wir  haben  dann  näherungsweise^): 

^iW-ilogH„    E,iX)-l,  (2) 

WO  A'  den  komplementären  Modul  bezeichnet,  d.  h.: 

A'««l-A«=r^^^,,  (3) 

oder  nahezu 

Deshalb  ist  für  Punkte  innerhalb  des  Wirbels  der  Wert  von  ^ 

IBI 

von  der  Ordnung  xcsr^-log  -^^  wo   £  eine  kleine  Große  bezeichnet, 

welche  mit  den  Dimensionen  des  Querschnittes  yergleichbar  isi  Die 
G^chwindigkeit  in  diesem  Punkt,  welche  nach  §  94  von  den  Diffe- 
rentialquotienten von  ^  abhängt,  wird  von  der  Ordnung  —  sein. 

Wir  können  jetzt  die  Größe  der  Translationsgeschwindigkeit  -^ 
des  Wirbels  schätzen.     Nach  Gleichung  (1)  des  §  161  ist  T  von  der 

IBI 

Ordnung  px^^o^ög"?  '"^^  '^  ^s*;  ^®  ^^  gesehen  haben,  von  der 

Ordnung  — ;  x  —  x^  ist  natürlich  von  der  Ordnung  £.     Daher  ist  das 

zweite  Glied  auf  der  rechten  Seite  von  Formel  (6)  des  vorhergehendea 
Paragraphen  in  diesem  Falle  klein  g^en  das  erste,  und  die 
Translationsgeschwindigkeit  des   Ringes  ist  von  der   Gh-ößenordnung 

—  •  loff  —  und  annähernd  konstant, 
o       ^  e 

Ein  isolierter  Wirbelring  bewegt  sich  also  ohne  merkbare  Änderung 
seiner  Größe  parallel  zu  seiner  geradlinigen  Achse  mit  nahezu  kon- 
stanter Geschwindigkeit.  Diese  Geschwindigkeit  ist  klein  gegen  die- 
jenige der  Flüssigkeit  in  der  unmittelbaren  Nachbarschaft  der  Ring- 
achse, aber  sie  kann  größer  oder  kleiner  sein  als  —  -  ,  d.  i.  die  Geschwin- 
digkeit der  Flüssigkeit  im  Zentrum  des  Ringes,  mit  welcher  sie  in  der 
Richtung  übereinstimmt. 

Für  den  Fall  eines  kreisförmigen  Querschnittes  können  auf  fol- 
gende Weise  bestimmtere  Resultate  erhalten  werden.  Wenn  wir  die 
Veränderungen  von  77  und  cd  innerhalb  des  Querschnitts  vernach- 
lässigen, so  geben  die  Formeln  (1)  und  (2): 

V  -  -  J  ^0 jJ(log  ~l  -  2)  dx-d  cü ', 

1)  Siehe  Duröge,  Theorie  der  elliptischeu  Funktionen;  Cayley,  Elliptie  Func» 
tions,  %%  72  und  77;  Maxwell,  {.  c. 
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oder  wenn  wir  Polarkoordinaten  {Sy  %)  ^^  ^^^  Ebene  des  Querschnittes 
einführen, 

t--^  tr,  r J(log  ^  -  2)  s'  ds'  dz,  (4) 

WO  a  der  Radius  des  Querschnittes  ist.     Nun  ist: 

in  in 

flog  r,  dl'  =ßog  \ s»  +  s'' -2 SS' HOB  (x-x)]^ dx, 

0  0 

und  letzteres  Integral  ist  bekanntlich  gleich  2  7t  log  s'  oder  2  x  log  s, 
je  nachdem  s'  ^  s.  Für  Punkte  innerhalb  des  Querschnittes  ist  folglich: 


(5) 


«  a 

i; 2(o7!F^f(log^'-2)sds-2(Oi3^f(log^  -  2)sd8' 

0  s 

Das  einzige  variable  Glied  hiervon  ist  —  ^(oar^^^;  das  zeigt,  daß  bei 
dem  gegenwärtigen  Grade  der  Annäherung  die  Stromlinien  innerhalb 
des  Querschnittes  konzentrische  Kreise  sind,  wobei  die  Geschwindig- 
keit in  einer  Entfernung  s  vom  Zentrum  (os  ist.  Durch  Einsetzen  in 
Gleichung  (1)  des  §  161  erhalten  wir: 

J^  -  -  i'-fß'Mt  -  '^,'  (log  ??  -i].  (6) 

0     0 

Das  letzte  Glied  in  Gleichung  (6)  des  §  161  ist  gleich 

in  unserer  Schreibweise,  wo  x  die  Intensität  des  ganzen  Wirbels  be- 
zeichnet,  ist  dies  gleich  -  x*  —  •  Folglich  lautet  die  Formel  für  die 
Translationsgeschwindigkeit  des  Wirbels^): 

Der  Wirbelring  nimmt  eine  bestimmte  Menge  von  wirbellos  be- 
wegter Flüssigkeit  auf  seiner  Bahn  mit;  vergl.  §  155,  No.  2.  Gemäß 
der  Formel  (7)  wird  die  Translationsgeschwindigkeit  des  Wirbels 
gleich   der  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeit  in  seinem  Zentrum  sein, 

1)  Dieses  Resultat  wurde  von  Sir  W.  Thomson  in  einem  Anhange  znr 
Übersetzung  der  Helmholtzschen  Abhandlung  gegeben,  Phii,  Mag,  (4),  88, 
S.  511,  1867. 
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wenn  ungefähr  -^  »  86.    Die  begleitende  Masse  wird  ringförmige  6e- 

stalt  haben  oder  nicht;  je  nachdem    -  diesen  kritischen  Wert  über- 
steigt oder  unter  ihm  zurückbleibt.^) 

Das  Verhältnis  der  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeit  an  der  Pari- 

S  SA  flL 

pherie  zu  der  Geschwindigkeit  im  Mittelpunkt  des  Ringes  ist — 

oder  — ^-     Für  <^  ^  {qö^^  ^^  ^^  ungefähr  gleich  32. 

§  10S.  Wenn  eine  Anzahl  von  kreisförmigen  Wirbelringen, 
gleichviel  ob  koachsial  oder  nicht,  vorhanden  sind,  kann  man  sich 
die  Bewegung  eines  jeden  aus  zwei  Teilen  zusammengesetzt  denken, 
wovon  eine  vom  Ring  selbst  herrührt,  während  die  andere  durch 
den  Einfluß  der  übrigen  Ringe  bedingt  ist  Die  vorausgehenden 
Darlegungen  zeigen,  daß  der  zweite  Teil  gegen  den  ersten  sehr  klein 
ist,  ausgenommen,  wenn  zwei  oder  mehr  Ringe  sich  gegenseitig  auf 
eine  sehr  kleine  Entfernung  nähern.  Folglich  wird  jeder  Ring  ohne 
merkbare  Veränderung  seiner  Gestalt  oder  Gh-öße  mit  nahezu  gleich- 
formiger  Geschwindigkeit  in  der  Richtung  seiner  geradlinigen  Achse 
fortschreiten,  bis  er  in  die  Nähe  eines  zweiten  Ringes  kommt. 

Eine  allgemeine  Übersicht  der  Folgen  eines  Zusammentreffens 
zweier  Ringe  kann  in  besonderen  Fällen  aus  den  Resultaten  des  §  149 
gewonnen  werden.  Wir  wollen  annehmen,  daß  zwei  ringförmige  Wirbel, 
deren  Achse  dieselbe  ist,  vorhanden  sind.  Haben  die  Ringe  gleiche 
Rotationsrichtung,  so  schreiten  sie  in  demselben  Sinne  fort.  Die 
Wirkung  ihres  gegenseitigen  Einflusses  wird  darin  bestehen,  daß  der 
Radius  des  vorangehenden  Wirbels  erweitert  und  derjenige  des  nach- 
folgenden verengt  wird.  Wenn  der  Radius  des  vorangehenden  größer 
ist  als  derjenige  des  anderen,  so  wird  noch  die  Bewegung  des  ersteren 
Ringes  verzögert  und  diejenige  des  letzteren  beschleunigt  werden. 
Wenn  daher  die  Verhältnisse  der  Größe  und  Intensität  beider  Ringe 
günstig  sind,  so  kann  es  vorkommen,  daß  der  zweite  Ring  den  ersten 
einholt  und  sich  durch  ihn  hindurch  bewegt  Die  Rollen,  welche 
beide  Ringe  spielen,  werden  dann  umgekehrt;  der  eine,  welcher  jetzt 
zurück  ist,  wird  den  anderen  einholen  und  sich  durch  ihn  hindurch 
bewegen,  usw.,  sodaß  die  Ringe  immer  abwechselnd  durcheinander 
hindurchgehen  werden.*) 

Wenn  die  Rotationen  entgegengesetzten  Sinn  haben,  und  zwar  so, 
daß  die  Ringe  sich  einander  nähern,  so  wird  der  gegenseitige  Einfluß 

1)  Vergl.  Sir  W.  Thomson,  /.  c,  S.  264. 

2)  Der  entsprechende  Fall  für  zwei  Dimensionen  wurde  von  Gröbli  durch- 
geführt  und  graphisch  erläutert,  /.  c,  S.  267;  siebe  auch  Love,  ,,0n  the  Motion 
of  Paired  Vortices  with  a  Common  Axis**,  Proc.  Lond.  Math.  Soc.,  26,  S.  185,  1894. 
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bewirken,  daß  die  Radien  beider  sich  erweitern.  Wenn  die  Ringe 
überdies  gleiche  Größe  und  Stärke  haben,  so  wird  die  Oesch windig- 
keit, mit  der  sie  einander  naher  kommen,  beständig  abnehmen.  In 
diesem  Falle  ist  die  Bewegung  in  allen  Punkten  der  Ebene,  welche 
parallel  zu  den  beiden  Ringen  in  der  Mitte  zwischen  ihnen  liegt, 
tangential  zu  dieser  Ebene  gerichtet.  Wir  können  darum  diese  Ebene 
als  eine  feste  Begrenzung  der  Flüssigkeit  auf  einer  Seite  betrachten 
und  erhalten  so  den  Fall  eines  Wirbelringes,  der  sich  gerade  gegen 
eine  starre  Wand  bewegt. 

Die  vorausgehenden  Bemerkungen  sind  der  Helmholtzschen  Ab- 
handlung entnommen.  Er  fügt  schließlich  hinzu,  daß  man  den  gegen- 
seitigen Einfluß  von  Wirbelringen  experimentell  im  Falle  der  un- 
gefähr halbkreisförmigen  Ringe  leicht  studieren  kann,  welche  erzeugt 
werden,  indem  man  die  Spitze  eines  Löffels  auf  eine  kurze  Strecke 
durch  die  obere  Schicht  einer  Flüssigkeit  zieht.  Dabei  sind  die  Stellen, 
wo  die  Oberfläche  von  den  Wirbelfäden  getroffen  wird,  durch  kleine 
Vertiefungen  zu  erkennen.  (Vergl.  §  27.)  Das  Verfahren  der  ex- 
perimentellen Darstellung  durch  Rauchringe  ist  zu  bekannt,  als  daß 
es  hier  beschrieben  zu  werden  brauchte.^)  Eine  schöne  Abänderung 
des  Experimentes  besteht  darin,  daß  die  Wirbelringe  in  Wasser  er- 
zeugt werden,  wobei  die  Substanz  der  Wirbel  durch  farbige  Flüssig- 
keit kenntlich  gemacht  werden  kann.^ 

Die  Bewegung  eines  Wirbelringes  in  einer  Flüssigkeit,  welche 
innen  oder  außen  von  einer  festen  Kugelfläche  begrenzt  ist,  in  dem 
Falle,  wo  die  geradlinige  Achse  des  Ringes  durch  den  Mittelpunkt 
der  Kugel  geht,  ist  von  Lewis'*)  vermittels  der  Methode  der  „Bilder^' 
untersucht  worden.  Der  folgende  vereinfachte  Beweis  stammt  von 
Larmor.  *)  Der  Wirbelring  ist  einer  kugelförmigen  Schicht  von 
Doppelquellen  mit  gleichförmiger  Dichte  gleichwertig,  welche  mit  der 
festen  Kugel  konzentrisch  ist  (§  48).  Das  Bild  dieser  Fläche  ist  nach 
§  96  eine  andere  gleichförmige  konzentrische  Doppelschicht,  welche 
ihrerseits  einem  Wirbelring  gleichwertig  ist,  welcher  mit  dem  ersten 
koachsial  ist.  Es  folgt  leicht  aus  dem  zuletzt  genannten  Paragraphen, 
daß  die  Intensitäten  (x,  x')  und  die  Radien  (CJ,  ^')  des  Wirbelringes 
und  seines  Bildes  durch  die  Beziehung: 

verknüpft  sind.  x ^i  +  x'  d '*  «  0 

1)  ReuBch,  ,,Über  Ringbildong  der  Flüssigkeiten'^  Pogg.  Ann.,  110,  1860; 
Tait,  Becent  Ädvancea  in  Fhysical  Science,  London  1876,  Kap.  XII. 

2)  Reynolds,  „On  the  Resistance  encountered  by  Vertex  Rings  etc/^  Brit 
Ass.  Bep.,  1876;  Nature,  U,  S.  477. 

8)  „On  the  Images  of  Vortices  in  a  Spherical  YesseP^  Quart,  Joum.  Math,, 
16,  S.  838,  1879. 

4)  „Electro-magnetic  and  other  Images  in  Spheres  and  Planes^\  Qtuirt. 
Joum,  Math.,  28,  S.  94,  1889. 


284  VU.  Wirbelbewegung. 

Der  Beweis  gilt  offenbar  auch  für  den  Fall  eines  geschlossenen 
Wirbels  von  beliebiger  Form;  vorausgesetzt,  daß  dieser  auf  einer 
Eugelfläche  liegt,  welche  mit  der  Grenzfläche  konzentrisch  ist. 


Über  die  Bedingungen  der  stationären  Bewegung. 
§  164.     Für  eine  stationäre  Bewegung,  d.  h.  eine  solche,  wo 

dt     ^'     dt     ^'     dt     ^' 

können    die   Oleichungen   (2)    des    §  6    folgendermaßen    geschrieben 

werden : 

du   ,      dv    .       dvD       ^,  .  N  dSt        1  dp  /^x 

Wenn  wir  also  wie  in  §  146 


setzen^  so  haben  wir: 


z'=/^  +  ^3'+Ä  (2) 


(3) 


Hieraus  folgt,  daß 


|l  =  2(«;S-«g), 
||  =  2(«,-.|)j 

sodaß  eine  jede  der  Flächen  %  =  konst.  sowohl  Stromlinien  wie  Wirbel- 
linien enthält.  Wenn  femer  Ön  ein  Element  der  Normalen  in  einem 
Punkte  einer  solchen  Fläche  bezeichnet,  so  haben  wir: 

g  =  2ga,8m^,  (4) 

WO  q  die  Strömungsgeschwindigkeit,  o  die  Rotation  und  ß  den  Winkel 
zwischen  der  Stromlinie  und  der  Wirbellinie  in  diesem  Punkt  bedeutet. 
Darum  sind  die  Bedingungen,  daß  ein  gegebener  Bew^ungs- 
zustand  der  Flüssigkeit  als  eine  stationäre  Bewegung  fortdauern  kann, 
die  folgenden:  Es  muß  möglich  sein,  in  der  Flüssigkeit  ein  unend- 
liches System  von  Flächen  zu  ziehen,  deren  jede  mit  einem  Netz  von 
Stromlinien  und  Wirbellinien  bedeckt  ist,  und  es  muß  das  Produkt 
qoü  Bin  ßön   auf  jeder   solchen  Fläche   konstant  sein,   wobei  Sn  die 


Bedingungen  der  stationären  Bewegung.  285 

Länge   der   Normalen    bezeichnet,    welche    nach    einer   benachbarten 
Fläche  des  Systemes  zu  gezogen  ist.^) 

Diese  Bedingungen  lassen  sich  übrigens  aus  den  Erwägungen 
ableiten,  daß  bei  einer  stationären  Bewegung  die  Stromlinien  die 
wirklichen  Wege  der  Teilchen  sind,  daß  das  Produkt  von  Winkel- 
geschwindigkeit und  Querschnitt  für  alle  Punkte  eines  Wirbels  das- 
selbe ist;  und  daß  schließlich  für  einen  bestimmten  Wirbel  dieses 
Produkt  hinsichtlich  der  Zeit  konstant  ist. 

Der  Satz,   daß   die   durch  Oleichung  (2)  definierte  Funktion  % 
auf  einer  jeden  der  fraglichen  Flächen  konstant  ist,   ist  eine  Erwei- 
terung des  in  §  21  bewiesenen,  daß  nämlich  %  längs  einer  Stromlinie 
konstant  ist. 

Die  obigen  Bedingungen  werden  in  allen  Fällen  der  wirbelfreien 
Bewegung  identisch  erfüllt,  vorausgesetzt  natürlich,  daß  die  Gh*enz- 
bedingungen  mit  der  stationären  Bewegung  vereinbar  sind. 

Bei  der  zweidimensionalen  Bewegung  einer  inkompressiblen  Flüssig- 
keit ist  das  Produkt  qin  längs  einer  StromUnie  konstant;  die  frag- 
lichen Bedingungen  reduzieren  sich  dann  auf  die,  daß  die  Dreh- 
geschwindigkeit %  längs  jeder  Stromlinie  konstant  sein  muß,  oder 
nach  §  5  des  §  59: 

WO  /*(^)  eine  willkürliche  Funktion  von  ^  ist.*) 

Diese  Bedingung  wird  in  allen  Fällen  erfUlt,  wo  die  Bewegung 
in  konzentrischen  Kreisen  um  den  Ursprungspunkt  vor  sich  geht. 
Eine  andere  augenfällige  Lösung  von  Gleichung  (5)  ist: 

H,^\{A^^2.Bxy^Gy\  (6) 

wobei   die   Stromlinien   ähnliche   und   koachsiale  Kegelschnitte   sind. 
Die  Winkelgeschwindigkeit  in  jedem  Punkte  iet  ^(^  +  C),  und  ist 
deshalb  gleichförmig. 
Wenn  wir 

/•(^)  =  -  äV 

setzen,  wo  M,  eine  Konstante  ist,  und  zu  Polarkoordinaten  r,  B  über- 
gehen, so  erhalten  wir: 

?^  +  }|?+M^  +  *-*-0,  (7) 


1)  Siehe  Lamb ,  „On  the  Conditions  for  Steadj  Motion  of  a  Floid'^,  "Proc. 
Lond.  Math.  Soc.,  9,  S.  91,  1878. 

2)  Vergl.  Lagrange,  Nouv.  Mem,  de  VÄcad.  de  Berlin,  1781  ((Euvres,  Bd.  IV, 
S.  720);  und  Stokes,  „On  the  Steady  Motion  of  IncompreBsible  Fluids'',  Camh, 
Trans.,  7,  1842  {Math,  and  Fhya.  Papera,  Bd.  I,  S.  16). 
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was  nach  §  101  durch 

^  ^  CJ,(hr)^^] se  (8) 

befriedigt  wird.  Dies  gibt  verschiedene  Lösungen^  welche  mit  einer 
festen^  kreisförmigen  Begrenzung  vom  Radius  a  vereinbar  sind^  wenn 
nur  die  zulässigen  Werte  von  k  durch  die  Gleichung 

e7;(Ä;a)-=0  (9) 

bestimmt  werden. 

Nehmen  wir  z.  B.  an,  daß  in  einer  unbegrenzten  Flüssigkeit  die 
Stromfunktion  innerhalb  des  Kreises  r^a 

t  =  CJ^  (kr)  sin  0  (10) 

lautet^  während  wir  außerhalb  des  Kreises 

tl,^ü{r^y)8me  (11) 

haben.  Diese  beiden  Werte  für  ^  stimmen  für  r  ^  a  überein,  vor- 
ausgesetzty  daß  eT^  (A;a)  =  0.  Überdies  ist  die  tangentiale  Komponente 
der  Oeschwindigkeit  an  diesem  Kreise  stetig,  vorausgesetzt,  daß  die 

beiden  Werte  von  ?r^  gleich  sind,  d  h.  wenn: 

Wenn  wir  jetzt  jedem  Teilchen  eine  Geschwindigkeit  U  parallel  zu 
Ox  erteilen,  erhalten  wir  eine  Art  eines  zylindrischen  Wirbels,  welcher 
sich  mit  der  Geschwindigkeit  U  in  einer  Flüssigkeit  bewegt,  die  im 
Unendlichen  ruht.     Der  kleinste  unter  den  möglichen  Werten  von  k 

ist  durch  —  =  1,2197    gegeben;  die  relativen  Stromlinien  innerhalb 

des  Wirbels  sind  dann  durch  die  untere  Figur  auf  Seite  335  gegeben^ 
vorausgesetzt,  daß  der  punktierte  Kreis  als  die  Begrenzung  r  =^  a 
genommen  wird.  Es  läßt  sich  vermittels  Gleichungen  (1)  des  §  156 
leicht  beweisen,  daß  der  Impuls  des  Wirbels  durch  27CQa^U  dar- 
gestellt wird. 

Im  Fall  einer  um  die  a;- Achse  symmetrischen  Bewegung  einer 
inkompressiblen  Flüssigkeit  ist  q*  2üts^dn  längs  einer  Stromlinie  kon- 
stant, falls  o  wie  in  §  94  den  Abstand  eines  Punktes  von  der  Symmetrie- 
achse bezeichnet.    Die  Bedingung  fiir  stationäre  Bewegung  ist  dann  die, 

daß  das  Verhältnis  -  längs  jeder  Stromlinie  konstant  sein  muß.  Wenn  ^ 

die  Stromfunktion  ist,  so  müssen  wir  also  nach  Gleichung  (2)  des  §  160: 

r;  ^u-iu-  -m        (18) 

haben,  wo  /*(^)  eine  willkürliche  Funktion  von  ^  bezeichnet.^) 
1)  Dieses  Resultat  stammt  von  Stokes,  h  c. 
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Ein  interessantes  Beispiel  bildet  Hills  ,Jcugeißnniger  Wirbd".^) 
Wenn  wir  annehmen,  daB 


il>  =  ^AiS,{a'-f^), 


(14) 


WO  r*—  flj*+  c5*  für  alle  Punkte  innerhalb  des  Kreises  r  =  a  gilt,  so 
folgt  aus  Formel  (2)  des  §  160,  daß 

CD  =  —  ^Ä(S'^ 

die  Bedingung  der  stationären  Bewegung  wird  somit  befriedigt.  Im 
Hinblick  auf  die  §§  96  und  97  ist  weiter  klar,  daß  die  wirbelfreie 
Strömung  mit  der  Geschwindigkeit  —  U  parallel  zur  :r- Achse  längs 
einer  festen  Eugelfläche  r  ^  a  durch  die  Gleichung: 


^  =  :^üß'(l-^ 


(15) 


bestimmt  wird.  Die  beiden  Werte  von  ^  stimmen  überein,  wenn 
r  ^  a  ist;  darum  ist  die  Normalkomponente  der  Geschwindigkeit  auf 
beiden   Seiten   null.     Damit   die   tangentiale  Komponente   stetig   sei, 

müssen  auch  die  Werte  von  ^  übereinstimmen.    Berücksichtigt  man, 

daß 

(5  =  r  •  sin  6, 
so  gibt  dies: 


und  deslialb: 


(0  =  55- 
*    a 


üa 


(16) 


Die  Summe  der  Stärken  der  Wirbelringe,  welche  den  kugelförmigen 
Wirbel   bilden,    ist    5  üa. 
Die  Figur  zeigt  die 


Stromlinien  sowohl  inner- 
halb als  außerhalb  des 
Wirbels;  sie  sind  wie 
gewöhnlich  für  äquidi- 
stante  Werte  von  ^  ge- 
zeichnet. 

Wenn    wir    überall 
eine  Geschwindigkeit   U 
parallelzuro;- Achse  hinzu- 
fügen,  erhalten   wir   einen   kugelförmigen  Wirbel,   welcher  mit   der 
konstanten  Geschwindigkeit   U  sich  in   einer  Flüssigkeit  fortbewegt, 
die  im  Unendlichen  ruht. 


1)  „On  a  Spherical  Vortex",  Phü.  Trans.,  A,  185,  1894. 
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Vermittels  der  Formeln  des  §  161  finden  wir  leicht,  daß  das 
Quadrat  des  mittleren  Radias  des  Wirbels  ^a^,  der  Impuls  2n(fa^U, 
und  die  Enei^ie  yjrpa'IT^  ist. 

Wie  in  §  46  auseinandergesetzt  wurde ,  ist  es  durchaus  unnötig, 
Formeln  für  den  Druck  zu  berechnen,  um  uns  zu  yersichem,  daß  dieser 
an  der  Oberfläche  des  Wirbels  stetig  ist.  Die  Stetigkeit  des  Druckes 
ist  schon  durch  die  Stetigkeit  der  Geschwindigkeit  und  durch  die 
Eonstanz  der  Zirkulation  in  jeder  geschlossenen  Kurve  gesichert. 

§  165.  Wie  bereits  erwähnt,  wurde  die  Theorie  der  Wirbel- 
bewegung im  Jahre  1858  von  Helmholtz  aufgestellt.  Sie  gewann 
noch  erhöhteres  Interesse,  als  Lord  Kelvin  im  Jahre  1867  seine  be- 
rühmte Theorie  der  Wirbelatome  vorschlug.^)  Als  physikalische 
Theorie  liegt  diese  außerhalb  unseres  Gebietes,  aber  sie  ist  die  Ver- 
anlassung zu  einei  Reihe  interessanter  Untersuchungen  geworden,  auf 
welche  kurz  hingewiesen  werden  soll.  Wir  wollen  die  Untersuchungen 
erwähnen,  die  sich  auf  die  Stabilität  und  die  Schwingungsperioden 
geradliniger^  oder  ringförmiger')  Wirbel  beziehen;  femer  die  ver- 
wandten Untersuchungen  über  hohle  Wirbel,  wo  der  rotierende  Kern 
durch  einen  leeren  Raum  ersetzt  ist^);  schließlich  die  Berechnungen 
der  Gestalt  der  Grenzfläche  eines  hohlen  Wirbels,  welche  mit  einer 
stationären  Bewegung  verträglich  sein  soll.^)  Eine  Zusammenfassung 
einiger  der  wichtigsten  Resultate  ist  von  Love  gegeben.*) 

Die  Transformation  von  Clebsoh. 

§  166.  Ein  anderer  interessanter  Gegenstand,  welcher  hier  nur 
kurz  berührt  werden  kann,  ist  die  Clebschsche  Transformation  der 
hydrodynamischen  Gleichungen.  ^) 

Man  sieht  leicht  ein,  daß  die  Geschwindigkeitskomponenten  in 
irgend  einem  Augenblick  durch 

dx    '      dx'  dy  dy'  dz    '       cz        ^  -^ 


1)  /.  c,  S.  264. 

2)  Sir  W.  Thomson,  l.  c,  S.  270. 

8)  J.  J.  Thomson,  l.  c,  S.  257;  Dyson,  Phil  Trans.,  A.,  184,  S.  1041,  1898. 

4)  Sir  W.  Thomson,  l.  c;  Hicks,  „On  the  Steady  Motion  and  the  Small 
Yibrations  of  a  Hollow  Vortex*',  Phil.  Trans.,  1884;  l'ocklington,  „The  Complete 
System  of  the  Periods  of  a  Hollow  Vortex  Ring",  Phil  Trans.,  A.,  186,  S.  603, 
1896;  Carlslaw,  „The  Fluted  Vibrations  of  a  Circular  Vortex-Ring  with  a  Hol- 
low Gore",  Proc,  Lond.  Math.  Soc.,  28,  S.  97,  1896. 

6)  Hicks,  /.  c;  Pocklington,  „Hollow  Straight  Vortices*',  Camb.  Proc.,  8, 
S.  178,  1894. 

6)  l  c,  S.  228. 

7)  „Über  eine  allgemeine  Transformation  der  hydrodynamischen  Glei- 
chungen*', CreUes  Journ.,  104,  1857,  und  106,  1859;  siehe  auch  Hill,  Qiuirt  Joum, 
Math,,  17,  1881,  und  Canib,  Trans.,  14,  1888. 
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ausgedrückt  werden  können,  wo  (p,  l^  ii  Funktionen  von  x,  y,  g  sind, 
vorausgesetzt)  daß  die  Komponenten  der  Rotation  in  die  Gestalt 

21-11^,    2i,  =  |H,     2g-|J^  (2) 

gebracht  werden  können.  Wenn  wir  nun  annehmen,  daß  die  Diffe- 
rentialgleichungen der  Wirbellinien,  nämlich 

dx  _dy  _  dz  ,on 

a  =»  konst.,     ß  —  konst.  (4) 

integriert  seien,  wo  a  und  ß  Funktionen  von  Xy  y,  z  sind,  so  müssen 

Wir  -^  /  r%\ 

haben,  wo  P  eine  Funktion  von  Xy  y,  e  ist.^)  Setzen  wir  diese  Aus- 
drücke in  die  identische  Gleichung 

^  +  ^-5.  4-  ^  =  0 
dx      dy       dz 

ein,  so  finden  wir:  ^,^       ^ 

woraus  sich  ergibt,  daß  P  von  der  Form  /*(«,  /3).ist.  Wenn  A  und  fi 
ii^end  zwei  Funktionen  von  a  und  ß  sind,  so  haben  wir: 

und  die  Gleichungen  (5)  reduzieren  sich  deshalb  auf  die  Form  (2), 
vorausgesetzt,  daß  k  und  ^  so  gewählt  werden,  daß 

i7S  =  ^(«''')'  (') 

was  offenbar  auf  unendlich  vielen  Wegen  zu  bewirken  ist. 

Es  erhellt  aus  Gleichungen  (2),  daß  die  Schnittkurven  der  Flächen 

k  ^  konst.,     ft  =>  konst. 

die  Wirbellinien  sind.  Dies  führt  dazu,  anzunehmen,  daß  die  Funk- 
tionen k  und  (i,  welche  in  Gleichung  (1)  auftreten,  sich  stetig  mit 
der  Zeit  ändern,  und  zwar  derart,  daß  die  fraglichen  Flächen  sich  mit 
der  Flüssigkeit  bewegen.^)     Daß  dies  möglich  ist,  dafür  gibt  es  ver- 

1)  Vergl.  Forsyth,  Differential  Equations,  §  174. 

2)  Es  darf  nicht  übersehen  werden,  daß  wegen  der  mangelnden  Bestimmt- 
heit von  X  and  f»  diese  Funktionen  sich  stetig  mit  t  ändern  könnten,  ohne  sich 
immer  anf  dieselben  Flüssigkeitsteüchen  zu  beziehen. 
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schiiedeiie  matkemaüache  Beweise;  der  yieUeielii;  einfiMdisiie  geaehtebt 
yermitlelB  der  Gkichangea  (2)  des  §  15,  welche  wie  in  §  17 

udx  +  vd}^  +  wdz  ^u^da  +  v^dh  +  w^dc  —  dx  (8) 

ergeben.    £b  ist  bewiesen  worden,  daß  wir  im  Anfang 

iA^da  +  v^db  +  i€Q  djf  =-  —  dq)^  +  Xd(i  (9) 

setzen  können.     Demnach  haben  wir  zur  Zeit  t 

udx  +  vdy  +  wdg  ==  —  dtp  +  Xdfi,  (10) 

wo  9  =»  9o  +  %;  ^^^  ^  (*  wohl  dieselben  Werte  wie  in  Gleichung  (9) 
haben,  jetzt  aber  durch  Xy  y,  z^  t  ausgedrückt  sind.  Da  bei  dem 
Lagrangeschen  Verfahren  die  unabhängigen  Raumyariablen  sich  auf 
die  einzelnen  Teilchen  beziehen,  so  ist  hierdurch  der  Satz  bewiesen. 
Unter  dieser  Festsetzung  können  die  Bewegungsgleichungen  in- 
tegriert werden,  yorausgesetzt,  daß  die  äußeren  Erafte  ein  Potential 
haben,  und  daß  p  eine  Funktion  von  q  allein  ist.     Wir  haben 


^dx\     dt  ^     dt)'^  Dt  dx      Dt  dx 
unter  der  gemachten  Annahme,  daß  ;^  =*  0,  -^  =  0,  ist  deshalb 


(11) 


/ 


•ö  +  i^+a_^_,|?,  (12) 


nach  den  Gleichungen  (5)  und  (6)  des  §  146.    Die  hierbei  auftretende 

willkürliche  Funktion  von  t  kann  man  in  -^  einverleibt  betrachten. 

Wenn  die  obige  Bedingung  k  und  (i  nicht  auferlegt  wird,    so 
schreiben  wir: 

5-/f +  i2«+Ä-|f  +  A|f,  (13) 

und  erhalten  dann: 

Dld^_DjidX_     _dH    P}dj^_D^dl     __dH    DXdß_Dj^dX     _dH      .-  -. 
Dtdx     Dtdx^      dx^  Dtdy     Dt  d~y^      dy'Dtdz      Dt  dz'^      dß'    ^^^ 

Fokdich  haben  wir: 

dip^:v7z)  -  ^'  (1^) 

was  zeigt,  daß  H  von  der  Form  f(ky  (i,  f)  ist,  und 

m       _dH      Dji_dH  .-^. 

Dt  ^       dfi  '     Dt  "  dl'  ^^^^ 


Achtes  Kapitel. 

Flutwellen. 

§  167.  Eine  der  interessantesten  und  erfolgreichsten  Anwendungen 
der  hydrodynamischen  Theorie  geschieht  aaf  die  kleinen  Sehwutgangsn^ 
welche  eine  Flüssigkeit  mit  fireier  Oberfläche  nnter  dem  EiafiuB  der 
Schwere  ausftLhrt.  In  gewissen  Fällen,  welche  im  Hinblick  auf  die 
Theorie  ziemlich  speziell,  aber  in  der  Natnr  besonders  auffallend  sind, 
können  diese  Schwingmigen  zusanmienwirken,  nm  fortschreitende 
Wellen  zu  bilden,  welche  wenigstens  in  erster  Annäherung  sich  ohne 
Wechsel  ihrer  Gestalt  auf  der  Oberfläche  fortpflanzen. 

Der  Ausdruck  y^FlidweHen^'  wird  gewöhnlich  in  yerschiedenem 
Sinne  auf  Wasserwellen  angewendet,  aber  es  scheint  am  natürlichsten, 
ihn  auf  solche,  dem  Einfluß  der  Schwere  unterliegende  Schwingungen 
zu  beschranken,  welche  die  charakteristische  Eigenschaft  der  Meeres- 
fluten besitzen,  die  tou  der  Wirkung  von  Sonne  und  Mond  herrühren. 
Aus  diesem  Ghrunde  haben  wir  die  Überschrift  dieses  Kapitels  gewählt, 
um  auf  Wellen  hinzudeuten,  in  denen  die  Bewegung  der  Flüssigkeit 
hauptsächlich  in  horizontaler  Riektung  Tor  sieh  geht  und  deshalb  un- 
gefähr die  gleiche  ftr  alle  Teileben  ist,  welche  in  einer  yevtikalen 
Linie  liegen.  Keeer  letztere  Umstand  vereiBfackt  die  Theorie  aiiBer- 
ordentlich. 

Es  empfiehlt  sich,  aunäehst  einen  Rückblick  anf  einige^  Punkte 
aus  der  allgemeinen  Theorie  der  kleinen  Schwingangen  zu  werfen, 
die  in  den  folgenden  Untersuchungen  beständige  Anwendung  finden 
werden.^)  Die  Theorie  bezieht  sich  zunächst  auf  ein  System  Ton 
endlichem  Freiheitsgrade,  aber  bei  passender  Auslegung  gelten  die 
Resultate  ohne  diese  Einschränkung.') 

Es  seien  Qi,  q^,  -  - ',  q^i  die  n  generalisierten  Koordinaten,  welche 
dazu  dienen,  die  Lage  eines  dynamischen  Systems  zu  bestimmen,  und 

1)  Zwecks  einer  vollBt&ndigeren  Darlegung  der  allgemeinen  Theorie  siehe 
Thomson  und  Taii,  Natttral  Phüo8oph^,  §  337 ff.;  Lord  Rajleigh,  TTieory  of  Sound, 
Kap.  rV;  Routh,  Elementary  Rigid  Dynamics,  6.  Aufl.,  London  1897,  Kap.  IX; 
Whittaker,  Anaiytical  Dynamics,  Kap.  VIL 

3)  Die  Schritte,  dnroh  welche  ein  strenger  Obergang  auf  den  FsU  un- 
begrensten  Freiheitigxadet  gemaokt  weiden  kfitmeu,  iiad  ktüslieh  von  Hubert 
nntersucht  worden,  CRitt,  Nathr,,  1004,  S.  49. 
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sie  sollen  so  gewählt  sein,  daß  sie  in  der  Gleichgewichtslage  ver- 
schwinden. Die  kinetische  Energie  T  wird  eine  homogene  Funktion 
zweiten  Grades  der  generalisierten  Geschwindigkeiten  ^i>  9s7  '  '  '7  ^» 
sein,  nämlich: 

2  T  -  Oiigi«  +  a„ä*  +      •  +  2  aiag^ä  +  •  •  -,  (1) 

wo  die  Koeffizienten  im  allgemeinen  Funktionen  der  Koordinaten 
ii7  Q^tJ  ^z}  ' '  'y  in  süid;  sie  dürfen  aber  bei  der  Anwendung  auf  kleine 
Bewegungen  als  konstant  angenommen  werden  und  mögen  also  die 
zu  q^y  q^,  •  •  •,  tf»  =*  0  entsprechenden  Werte  haben.  Wenn  femer, 
wie  wir  annehmen  wollen,  das  System  konservativ  ist,  so  ist  die 
potentielle  Energie  V  eiuer  kleinen  Yerrückimg  eine  homogene  Funk- 
tion  zweiten  Ghrades  der  Verschiebungskomponenten  qi,  q^y  -  -  -f  q^^mit 
konstanten  Koeffizienten,  also: 

^y-c^iQi^  +  CnQi^  +  •  •  •  +  2ci,ftg,  +  •    •  (2) 

Durch  eine  reelle,  lineare  Transformation  der  Koordinaten^) 
Qif  9i9  ' '  'f  in  ^^  ^^  möglich,  T  und  V  gleichzeitig  auf  Summen  von 
Quadraten  zurückzuführen;  die  neuen  Yariabeln,  die  auf  diese  Weise 
eingeführt  werden,  heißen  die  „NonnalkoordincUen"  des  Systems.  Mit 
diesen  haben  wir: 

2T-o,3i«  +  a,j,«+-+a»3,»,  (S) 

2F=Cig,»+c,<z,«+..-f  c.g.*.  (4) 

Die  Koeffizienten  Oj,  a^,  •  •  •,  a^  heißen  die  ^auptkoeffijrienten  der 
Trägheit^* 'y  sie  sind  notwendig  positiv.  Die  Koeffizienten  c^,  c^f  ' '  *,  c^ 
können  als  die  „HoMplkoeffisienten.  der  StabüiUHf^  bezeichnet  werden; 
sie  sind  alle  positiv,  wenn  die  ungestörte  Lage  stabil  ist. 

Wenn  beliebige  äußere  Kräfte  auf  das  System  wirken,  so  ist  die 
von  ihnen  bei  einer  unendlich  kleinen  Verrückung  Ag^,  Ag,,  •  •  •,  Ag^ 
geleistete  Arbeit  von  der  Form 

Öl A(/i  +  ftAg,  +  .  .  .  +  Qn^q^-  (5) 

Die  Koeffizienten  Qi,Q%j  -  -  -,  Qn  werden  als  die  „NomiaUcomponenten 
der  StönrngskrafV^  bezeichnet. 

Die  Bewegungsgleichungen  sind  durch  die  Lagrangesche  Formel 

dtdT-dYr-H,^^r,[r'-l,%-;n]  (6) 


1)  Der  algebraiBche  Beweis  gründet  sich  auf  die  Annahme,  daß  mindestens 
eine  der  Funktionen  T  und  V  wesentlich  positiv  ist.    Im  vorliegenden  Falle 
nügt  natürlich  T  dieser  Bedingung. . 
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gegeben.     Im  Falle  nnendlicli  kleiner  Bewegungen  erhalten  wir  nach 
EinfQhrang  der  Normalkoordinaten: 

Man   ersieht   hieraus,    daß    in    dynamischer  Beziehung   die   Normal- 
koordinaten dadurch  charakterisiert  sind,  daß 

1.  ein  momentaner  Impuls  von  irgend  einer  normalen  Form  eine 
Anfangsbewegung  von  dieser  Form  allein  erzeugt,  und  daB 

2.  eine   ständige   Störungskraft   von   beliebiger    normaler   Form 
eine  statische  Yerrückimg  von  dieser  Form  allein  aufrecht  erhält. 

Um  die  freien  Bewegungen  des  Systems  zu  erhalten,  setzen  wir 
Qy  —  0.     Durch  Auflösung  der  Gleichung  finden  wir 

q,^Ä,Gos(6,t  +  €,),  (8) 

wo 


'.  -  (kf,  w 


and  Ä^^  s^  willkürliche  Eonstanten  sind.  ^)  Daher  ist  eine  Art  &eier 
Bewegung  möglich,  bei  welcher  irgend  eine  Normalkoordinate  q^ 
sich  allein  ändert,  und  die  Bewegung  jedes  Teilchens  des  Systemes, 
da  sie  ja  linear  von  q^  abhängt,  eine  einfache  Schwingung  von  der 

Periode  —  sein  wird;  überdies  werden  die  Teilchen  gleichzeitig  durch 

ihre  Gleichgewichtslagen  gehen.  Die  verschiedenen  Typen,  welche  diese 
Merkmale  besitzen,  heißen  die  „Normalschfmngungen**  des  Systemes; 
ihre  Anzahl  ist  gleich  der  Zahl  der  Freiheitsgrade,  und  jede  beliebige 
freie  Bewegung  des  Systemes  kann  durch  Superposition  unter  passender 
Wahl  der  ^mplütidenf^  (Ä^)  und  „Epochen'^  (s^)  aus  ihnen  erhalten 
werden. 

In  gewissen  Fällen,  nämlich  wenn  zwei  oder  mehrere  der  freien 

Perioden         des  Systemes  gleich  sind,   sind   die  Normalkoordinaten 

bis  auf  einen  gewissen  Grad  unbestimmt,  das  heißt,  sie  können  auf 
eine  unbegrenzt  vielfache  Weise  gewählt  werden.  Ein  Beispiel  hierfür 
ist  das  sphärische  Pendel.  Andere  werden  sich  später  darbieten;  siehe 
die  §§  189  und  198. 

Wenn  zwei  oder  mehrere  Normalschwingungen  dieselbe  Periode 
haben,  dann  erhalten  wir  durch  Vereinigung  derselben   mit  willkür- 


1)  Das  Verhältnis  ^—  gibt  die  „Frequenz**  oder  „Schwingnngszahl**  an.   Es 

empfiehlt  sich,  fQr  die  Größe  a  selbst  eine  Bezeichnung  zu  haben;  yon  Lord 
Kelvin  und  Prof.  G.  H.  Darwin  ist  in  ihren  Untersuchungen  über  die  Gezeiten 
hierfür  der  Ausdruck  „Winkelgeschwindigkeit**  der  Schwingung  (engl,  „speed"') 
gebraucht  worden. 
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liehen  Amplitudoi  und  Epochen  eine  Schwingung,  bei  der  die  Be- 
wegung jedes  Teilchens  die  Resultante  eim£M3her  Schwingungen  in 
Terschiedenen  Richtungen,  und  also  im  allgemeinen  eine  eUipÜBche 
Schwingung  mit  derselben  Periode  ist;  wie  im  Falle  des  eben  ge- 
nannten sphäiiscben  Pendels.  Ein  besonders  wichtiges  Beispiel  aus 
unserem  Gebiet  wird  durch  die  Fortpflanzung  von  Wellen  in  tiefem 
Wasser  dargeboten  (Kap.  IX). 

Wenn  irgend  einer  der  Stabilitätskoeffizienten  c^  negativ  ist,  so 
ist  der  Wert  von  6^  rein  imaginär.  Die  Ereisfunktion  in  Gleichung  (8) 
ist  dann  durch  reelle  Exponentialfunktionen  zu  ersetzen,  und  eine 
willkürliche  Yerrückung  wird  im  allgemeinen  wachsen,  bis  die  An- 
nahmen, auf  welche  sich  die  angenäherte  Gleichung  (7)  gründet,  unhalt- 
bar werden.  Die  ungestörte  Lage  ist  dann  für  labil  zu  halten.  Die 
notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die  Stabilität  (in  diesem 
Sinne)  ist  die,  daß  die  potentielle  Energie  V  in  der  Gleichgewichts- 
läge  ein  Minimum  sein  muß. 

Um  die  Wirkimg  von  Störungskräften  zu  finden,  genügt  es,  den  Fall 
zu  betrachten,  wo  Q^  eine  einfach-harmonische  Funktion  der  Zeit,  etwa 

Q,  -  C;  cos  {6t  +  b),  (10) 

ist,  wobei  der  Wert  von  6  jetzt  yorgeschrieben  ist.  Dies  ist  nicht 
nur  der  an  sich  interessanteste  Fall,  sondern  wir  wissen  aus  dem 
Fourierschen  Lehrsatze,  daB  Q^j  wie  auch  immer  es  von  der  Zeit  ab- 
hängen mag,  durch  eine  Beihe  von  Gliedern  von  der  in  Gleichung  (10) 
angegebenen  Gestalt  ausgedrückt  werden  kann.  Ein  partikuläres  In- 
tegral von  Gleichung  (7)  ist 

«r  =  .7T?>^  «««  ("t  +  *)•  (11) 

Dies  stellt  die  j^erewungene  Schmngun^^  dar,  welche  von  der  periodi- 
schen Kraft  Q^  herrülurt.     Bei   dieser   ist  die  Bewegung  jedes  Teil- 

chens  ein&ch  harmonisch  mit  der  vorgeschriebenen  Periode  — ,  und 

die  extremen  Verschiebungen  fallen  der  Zeit  nach  mit  den  Maximis 
und  Minimis  der  Kraft  zusammen. 

Eine  konstante  Kraft,  welche  dem  augenblicklichen  Werte  der 
wirkenden  Kraft  (10)  gleich  wäre,  würde  eine  Verschiebung 

3,  =  ^  cos  {6t  +  b)  (12) 

aufrecht  erhalten,  die  gleiche  natürlich,  als  wenn  der  Trägheits- 
koeffizient a^  null  wäre.  Deshalb  kann  Gleichung  (11)  folgender- 
maßen geschrieben  werden: 

«r=        V«r.  (13) 
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wo  6^  den  Wert  (9)  hat.  Diese  «ehr  gebräuchliche  Fonnel  gestattet, 
die  Wirkung  einer  periodischen  Kraft  hinzuschreiben ,  wenn  wir  die- 
jenige einer  standigen  Kraft  von  demselben  Typus  kennen.  Es  ist 
zu  bemerken,  daB  q^  und  Q^  gleiche  oder  entgegengesetzte  Phasen 
haben,  je  nachdem  6^0^p  d.  h.  je  nachdem  die  Periode  der  Störnngs- 
kraft  großer  oder  kleiner  als  die  freie  Periode  ist  Ein  einfaches 
Beispiel  hiervon  ist  das  mathematische  Pendel,  auf  welches  eine 
periodische  horizontale  Kraft  wiikt.  Andere  wichtige  Beispiele  werden 
sich  in  der  Theorie  der  Gezeiten  ergeben.*) 

Wenn  6  sehr  groß  im  Vergleich  zu  6^  ist,  so  lautet  die  Formel  (11): 

«r  =  -;;&- cos  (<y^  +  £);  (14) 


a-a^ 


die  Verschiebung  hat  jetzt  immer  die  entgegengesetzte  Phase  wie  die 
Kraft  und  hängt  der  Größe  nach  allein  von  der  Trägheit  des  Systemes 
und  Yon  6  ab. 

Wenn  die  Periode  der  eingeprägten  Ejraft  nahezu  gleich  der- 
jenigen der  NormalschwinguDg  von  der  Ordnung  r  ist,  so  ist  die 
Amplitude  der  erzwungenen  Schwingung,  wie  sie  durch  Gleichung  (13) 
gegeben  ist,  sehr  groß  im  Vergleich  mit  q^.  Im  Falle  von  TöUiger 
Gleichheit  yerliert  die  Gleichung  (11)  jeden  Sinn  und  muß  durch 

q^  -  Bt  sin  {öt  +  f)  (15) 

C 
ersetzt  werden,  wo  JB=  ^   ,  wie  unmittelbar  durch  Substitution  zu 

beweisen  ist.  Dies  gibt  eine  Schwingung  von  bestandig  wachsender 
Amplitude  und  kann  deshalb  nur  für  die  Darstellung  der  Anfangs- 
stadien der  Störung  verwendet  werden. 

Es  mag  noch  eine  andere  wichtige  Eigenschaft  der  Normal- 
schwingungen angedeutet  werden.  Wenn  das  System  durch  Ein- 
führung Yon  Zwangskmften  genötigt  wird,  in  irgend  einer  anderen 
vorgeschriebenen  Weise  zu  schwingen,  kann  die  Konfiguration  in  jedem 
Augenblick  durch  eine  einzige  Variable  angegeben  werden,  welche 
wir  mit  0  bezeichnen  wollen.     Mit  dieser  haben  wir: 

WO  die  Größen  B^  gewisse  Konstante  sind.     Dies  ergibt: 

22'-  (B,»a,  +  £,*a,  +  ■■■  +  B^'aJ  6\  (16) 

2V~{B*c,  +  li,*c,  +  ••  •  +  Ä.  oj»».  (17) 


1)  Vergl.  T.  Yonng,  .^A.  Theoij  of  Tide««',  NUitolmmt  Journal,  S6,  1813 
{MisedJaneous  Work»,  London  1864,  Bd.  II,  8.  86S). 
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Wenn  0  mit  cos  {6  t  +  s)  proportional  ist^  so  erfordert  die  Konstanz 
der  Energie: 

Folglich  ist  6^  ein  Zwischenwert  zwischen  dem  größten  und  kleinsten 
der  Werte  — ;  mit  anderen  Worten:  Die  Freqaenz  der  erzwungenen 

Schwingung  liegt  zwischen  der  größten  und  kleinsten  Frequenz^  welche 
den  Normalschwingungen  des  Systemes  entsprechen.  Wenn  insbesondere 
ein  System  durch  Einffihrung  irgend  eines  Zwanges  verändert  wird, 
wird  die  Frequenz  der  langsamsten  natürlichen  Schwingung  vergrößert. 
Wenn  überdies  die  erzwungene  Form  nur  wenig  von  einer  Normal- 
form (r)  abweicht,  so  wird  6^  sich  von  --  nur  durch  kleine  Großen 

der  zweiten  Ordnung  unterscheiden.  Dies  gibt  eine  wertvolle  Methode^ 
die  Frequenz  näherungsweise  in  Fällen  zu  berechnen,  wo  die  Normal- 
schwingungen nicht  genau  bestimmt  werden  können,  i) 

Es  kann  femer  gezeigt  werden,  daß  im  Falle  eines  teilweisen 
Zwanges,  welcher  nur  den  Freiheitsgrad  von  n  auf  n  —  1  reduziert, 
die  Perioden  des  veränderten  Systems  diejenigen  des  ursprünglichen 
von  einander  trennen.*) 

Die  Veränderungen,  welche  durch  Berücksichtigung  von  Reibungs- 
kräften in  die  Theorie  der  kleinen  Schwingungen  eingeführt  werden, 
sollen  in  Eap.  XI  berücksichtigt  werden. 

Lange  Wellen  in  Kanälen. 

§  168.  Wir  gehen  jetzt  zur  speziellen  Aufgabe  dieses  Kapitels 
über  und  beginnen  mit  dem  Fall  von  Wellen,  welche  sich  längs  eines 
geradlinigen  Kanals  mit  horizontalem  Bett  imd  parallelen  lotrechten 
Wänden  fortpflanzen.  Es  sei  die  ^-Achse  parallel  zur  Längsrichtung 
des  Kanals,  die  y-Achse  vertikal  nach  oben  gerichtet,  und  wir  wollen 
annehmen,  daß  die  Bewegung  in  diesen  beiden  Dimensionen  x  und  y 
allein  vor  sich  geht.  Die  Ordinate  der  freien  Oberfläche,  welche  der 
Abszisse  x  zur  Zeit  t  entspricht,  werde  durch  yo  +  ^  bezeichnet,  wo 
jfQ  die  Ordinate  im  ungestörten  Zustand  ist. 

Wie  bereits  angegeben  wurde,  werden  wir  bei  allen  Unter- 
suchungen dieses  Kapitels  annehmen,  daß  die  vertikale  Beschleunigung 
der  Flüssigkeitsteilchen  vernachlässigt  werden  kann,  oder  genauer, 
daß    der    Druck    in    einem    Punkte    (x,   y)    gleich    dem    statischen 


1)  Lord  Rayleigh,  „Some  General  Theorems  relating  to  Vibrations**,  Proe, 
Lond.  Math,  Soc,,  4,  S.  367,  1878  {Sc.  Papers,  Bd.  I,  S.  170),  und  Theory  of  Sound, 
Kap.  IV. 

2)  Routh,  Eletnentary  Rigid  Dynamics ,  §  67;  Rayleigh,  Theory  of  Sound^ 
-2.  Aufl.,  §  92  a;  Whittaker,  Analytical  Dynamics,  §  81. 
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Drucke  ist,  welcher  der  Tiefe  unter  der  freien  Oberfläche  entspricht, 
nämlich: 

P-'Po-9Q(yo  +  V-y),  (1) 

wo  Pq  der  (gleichmäßige)  äußere  Druck  ist. 
Folglich  ist 

Dies  ist  von  x  unabhängig,  sodaß  die  horizontale  Beschleunigung  für 
alle  Teilchen,  die  in  einer  Ebene  senkrecht  zu  x  liegen,  die  gleiche 
ist.  Es  folgt,  daß  alle  Teilchen,  welche  einmal  in  einer  solchen  Ebene 
liegen,  immer  diese  gegenseitige  Lage  behalten;  mit  anderen  Worten: 
die  horizontale  Geschwindigkeit  u  ist  eine  Funktion  von  x  und  t 
allein. 

Die  Gleichung  der  horizontalen  Bewegung, 

du    .      du  1  dp 

dt  dx^^       Q  dx' 

vereinfacht  sich  femer  im  Falle  unendlich  kleiner  Bewegungen  durch 
Weglassung  des  Gliedes  u  p— ,  welches  von  der  zweiten  Ordnung  klein 

{/  sc 

ist;  wir  schreiben  also 

du  dn  ,„\ 

Es  sei  nun 

S  =-Judt, 

d.  h.  I  ist  das  Zeitintegral  der  Yerrückung  durch  die  o;- Ebene  bis 
zur  Zeit  t.  Im  Falle  kleiner  Bewegungen  wird  dies  bis  auf  Größen 
erster  Ordnung  gleich  der  Verrückung  der  Teilchen  selbst  sein,  welche 
sich  ursprünglich  in  dieser  Ebene  befanden,  oder  auch  gleich  der- 
jenigen der  Teilchen,  welche  sich  zur  Zeit  t  tatsächlich  in  ihr  be- 
finden.    Die  Gleichung  (3)  kann  also  jetzt  geschrieben  werden: 

a«|  dn  ,.x 

dl^ ^Tx'  ^^) 

Die  Kontinuitätsgleichung  wird  erhalten,  indem  man  das  Flüssig- 
keitsYolumen  berechnet,  welches  bis  zur  Zeit  t  in  den  Raum  einge- 
treten ist,  der  von  den  Ebenen  x  und  x  rf  dar  begrenzt  wird.  Wenn  h 
die  Tiefe  und  b  die  Breite  des  Kanals  ist,  so  haben  wir: 

—  X—  (gÄ6)  dx  =  tjbdx, 
oder: 

,  =  -Ä|i.  (5) 


298  VlIL  FlutwdUen. 

Dasselbe  Resultat   ergibt  sich  aus  der  gewöhnlichen  Form  4ler 
Eontinuitatsgleichung : 


Wir  haben  nsmUch: 


(du 


wenn  der  Eoordinatenanfangspunkt  für  einen  Augenblick  auf  den 
Boden  des  Kanals  verlegt  wird.  Diese  Formd  ist  deshalb  Yon 
Interesse^  weil  sie  zeigt,  daß  die  vertikale  Geschwindigkeit  eines  Teil- 
chens dessen  Höhe  über  dem  Boden  proportional  ist.  An  der  freieii 
Oberfläche  haben  wir: 

y  =  Ä  +  1?, 

"  =  dt' 

folglich,  wenn  wir  ein  Produkt  kleiner  Größen  vernachlässigen. 

Hieraus  folgt  Gleichung  (5)  durch  Integration  nach  t 

Eliminieren  wir  rj  aus  den  Gleichungen  (4)  und  (5),  so  er- 
halten wir: 

W-9h^^,'  (9) 

Die  Elimination  von  |  gibt  eine  Gleichung  von  derselben  Form, 
nämlich: 

Die  obige  Untersuchung  kann  leicht  auf  den  Fall  eines  gleich- 
förmigen Kanales  von  beliebiger  Gestalt  des  Querschnittes  ausgedehnt 
werden.^)  Wenn  der  Querschnitt  der  ungestörten  Flüssigkeit  S  ist, 
und  die  Breite  an  der  freien  Oberfläche  h,  so  lautet  die  Eontinuitats- 
gleichung: 

-§-^{lS)dx=^yihdx,  (11) 

folglich : 

»/  =  -*|t'  (12) 

wie   vorher,   vorausgesetzt,   daß  ä  =  '  ;   d.h.  h  bezeichnet  jetzt    die 

mittlere  Tiefe  des  Kanals.  Die  Bewegungsgleiehung  (4)  ist  natürlich 
unverändert. 


1)  Kelland,  Trans.  R,  S.  Edin,    U,  1839. 
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§  109.  Die  Gleichung  (9)  besitzt  eine  wohlbekannte  Form, 
welche  bei  mehreren  physikalischen  Problemen  auftritt,  z.  B.  bei 
transversalen  Schwingungen  von  Saiten  und  bei  der  eindimensionalen 
Schallbewegung. 

Um  sie  zu  integrieren,  schreiben  wir  der  Kürze  halber: 

i^^gh  (13) 

und 

3/  ~~'  et  ^^  "^if 

X  ~f~  er  —  u/a  • 

Durch  x^  und  x^  als  unabhängige  Variable   ausgedrückt,   erhält  die 
Gleichung  die  Form: 

^'^       .0. 


Die  Tollst&ndige  Lösung  ist  deshalb: 

l^F{x-  et)  +  f(x  +  cf),  (14) 

wo  F  und  f  willkürliebe  Funktionen  bedeuten. 

Die   entsprechenden  Werte   der  Geschwindigkeit  bzw.  der  Ober- 
flächenerhebung sind  durch  die  folgenden  Gleichungen  gegeben: 


^ F'(x-cf)+f'(x  +  ct) 

^  =  -  F\x  -  et)  -  f{x  +  et) 


(15) 


Die  Deutung  dieser  Resultate  ist  einfach.  Wir  wollen  zunächst 
die  Bewegung  betrachten,  welche  durch  das  erste  Glied  der  Glei- 
chung (14)  allein  dargestellt  wird.  Da  F(x  —  c()  unverändert  bleibt, 
wenn  t  und  x  um  r  bzw.  er  vermehrt  werden,  so  ist  klar,  daß  die 
Störung,  welche  im  Punkte  x  zur  Zeit  t  vorhanden  war,  sich  zur 
Zeit  t  +  t  auf  den  Punkt  x  +  er  übertragen  hat.  Die  Störung  schreitet 
also  unverändert  mit  einer  konstanten  Geschwindigkeit  c  im  Baume 
fort.  Mit  anderen  Worten:  wir  haben  eine  ,fortschreitend€  Wdl&% 
welche  sich  mit  der  Geschwindigkeit  c  in  Richtung  der  positiven 
:i!7-Achse  fortpflanzt.  In  gleicher  Weise  stellt  das  zweite  Glied  von 
Gleichung  (14)  eine  fortschreitende  Welle  dar,  welche  sich  mit  der 
Geschwindigkeit  c  in  Richtung  der  negativen  a:-Achse  fortpflanzt.  Da 
Gleichung  (14)  die  vollständige  Lösung  der  Gleichung  (9)  ist,  so 
folgt,  daß  jede  beliebige  Flüssigkeitsbewegung,  welche  den  im  vorigen 
Paragraphen  angegebenen  Bedingungen  unterworfen  ist,  aus  zwei  der- 
artigen Wellen  bestehend  gedacht  werden  kann. 
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Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  c  ist  nach  Gleichung  (13)  die^ 
welche  (in  der  Lehre  vom  freien  Falle)  der  halben  Tiefe  der  un- 
gestörten Flüssigkeit  entspricht.^) 

Die  folgende  Tabelle^  welche  in  runden  Zahlen  die  Wellen- 
geschwindigkeit für  yerschiedene  Tiefen  angibt^  wird  spater  im  Zu- 
sammenhange mit  der  Theorie  der  Gezeiten  von  Interesse  sein. 


(Engl.  Fuß) 


(Engl.  Fnß 
pro  Sek.) 


(Seemeilen 
pro  Stunde) 


2na 


(Stunden) 


812| 

100 

1250 

200 

5000 

400 

11250*) 

600 

20000 

800 

60 
120 
240 
360 
480 


860 

180 

90 

60 

45 


Die  letzte  Spalte  gibt  die  Zeit,  welche  eine  Welle  brauchen 
würde,  um  eine  Strecke  zurückzulegen ,  die  gleich  dem  Umfange  der 
Erde  2xa  wäre.  Damit  eine  ^^lange^^  Welle  diese  Strecke  in  24  Stunden 
zurücklegen  könnte,  müßte  die  Tiefe  ungefähr  14  englische  Meilen 
betragen.  Es  soll  beachtet  werden,  daß  diese  numerisdien  Resultate 
nur  auf  Wellen  anwendbar  sind,  welche  den  obigen  Bedingungen  ge- 
nügen. Die  Bedeutung  dieser  Bedingungen  soll  im  §  171  eingehender 
untersucht  werden. 

§  170.  Um  den  Folgen  eines  willkürlichen  Anfangszustandes 
nachzugehen,  wollen  wir  annehmen,  daß  für  ^  ^  0 


• 


=  <P  i^)y      1=1^  (^)- 


(16) 


Die  Fimktionen  F'  und  /^,  welche  in  Gleichung  (15)  auftreten,  werden 
dann  durch 

nx)=      \{q>{x)-n,{x)\]  "^     ^ 

bestimmt.    Wenn  wir  also  die  Kurven 


ziehen,  wo 


i?i  =  ^A{^(,a;)  +  <p(^)} 
Ti^  ^  ^h  [xlf  {x)  -  ip  {x)] 


(18) 


so  wird  die  Form  des  Wellenprofils  zu  jedem  folgenden  Zeitpunkt  t 
erhalten,   indem    man   diese    Kurven    parallel   zur    o:- Achse   um   die 


1)  Lagrange,  Nouv,  mim.  de  VAcad.  de  Berlin,  1781  {(Euvres,  Bd.  I,  S.  747). 

2)  Dies  ist  wahrscheinlich  der  Größenordnung  nach  mit  der  mittleren  Tiefo 
der  Ozeane  vergleichbar. 
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Strecken  +  et  bzw.  —  et  verschiebt  und  die  Ordinaten  algebraisch 
addiert.    Wenn  die  ursprüngliche  Störung  z.  B.  auf  die  Strecke  l  der 

rr-Achse  beschränkt  war,  dann  wird  sie  nach  der  Zeit  ^     in  zwei  fort- 

'  2  c 

schreitende  Wellen  von  der  Länge  l  zerlegt  sein,  die  sich  in  entgegen- 
gesetztem Sinne  fortpflanzen. 

In  dem  besonderen  Falle,  wo  im  Anfangszustand  S  ^  0,  und  des- 
halb 9?(ir)=»0  ist,  haben  wir  Vi^Vii  ^®  Erhebung  in  jeder  der 
entstandenen  Wellen  ist  dann  genau  die  Hälfte  derjenigen,  welche  in 
entsprechenden  Punkten  der  ursprünglichen  Störung  vorhanden  war. 

Wenn  der  Anfangszustand  so  beschafTen  ist,  daß  S  ^  ±  t  *  ^;  so 

folgt  aus  den  Gleichungen  (16)  und  (17),  daß  die  Bewegung  aus  einem 
Wellensystem  besteht,  welches  sich  nur  in  einer  Richtung  fortpflanzt, 
da  dann  entweder  die  eine  oder  die  andere  der  Funktionen  F'  und  f 
verschwindet. 

Es  ist  leicht,  die  Bahn  eines  Oberflächenteilchens  zu  verfolgen, 
während  eine  fortschreitende  Welle  von  je  einer  Art  vorübergeht. 
Nehmen  wir  z.  B.  an,  daß 

I  =  F(x  -  et),  (19j 

und  deshalb 

5-cJ.  (20) 

Das  Teilchen  bleibt  in  Ruhe,  bis  es  von  der  Welle  erreicht  wird;  es 
bewegt  sich  dann  mit  einer  Geschwindigkeit  vorwärts,  welche  in  jedem 
Augenblick  der  Erhebung  über  das  mittlere  Niveau  proportional  ist. 
Diese  Geschwindigkeit  steht  übrigens  zu  der  Wellengeschwindigkeit  e 
im  Verhältnisse  der  Oberflächenerhebung  zu  der  Tiefe  des  Wassers. 
Die  gesamte  Verschiebung  bis  zu  einer  gegebenen  Zeit  t  ist 


s 


ifvcdt. 


Dieses  Integral  mißt  für  die  Breite  1  des  Eanales  das  Volumen  des- 
jenigen Teiles  der  Welle,  welches  bis  zu  dem  fraglichen  Zeitpunkt  an 
dem  Teilchen  vorübergegangen  ist.  Wenn  die  Welle  vorbei  ist,  so 
wird  das  Teüchen  in  einer  Entfernung  von  seiner  ursprünglichen 
Ruhelage  bleiben,  welche  gleich  dem  gesamten  Volumen  des  gehobenen 
Wassers  dividiert  durch  den  Flächeninhalt  des  Eanalquerschnittes  ist. 

§  17L  Wir  können  jetzt  untersuchen,  unter  welchen  Umständen 
die  durch  Gleichung  (14)  ausgedrückte  Lösimg  mit  den  Annahmen 
vereinbar  ist,  welche  wir  vorläufig  in  §  168  gemacht  haben. 

Die  exakte  Gleichung  für  die  vertikale  Bewegung,  nämlich 

Dv  dp 


maxi- 
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gibt  nach  y  integriert 

9 

Dies  kann  durch  die  angenäherte  Gleichung  (1)  ersetzt  werden,  vorau»- 
gesetzt^  daB  jS  (A  +  17)  klein  gegen  g'q  ist^  wo  ß  die  maximale  yertikale 
Beschleunigung  bedeutet.  Wenn  wir  nun  bei  einer  fortschreitenden 
Welle  den  Abstand  zweier  aufeinanderfolgender  Knoten  (d.  h.  Punkten, 
wo  das  Wellenprofil  das  ungestörte  Niveau  trifiFt)^  durch  A  bezeichnen, 
so  ist  die  Zeii^  welche  der  entsprechende  Teil  der  Welle  braucht^  nm 

an  einem  Teilchen  vorüberzugehen,  gleich  -,  und  deshalb  wird  die 
vertikale  Geschwindigkeit  von  der  GröBenordnung  y^)  sein,  und  die 

vertikale  Beschleunigung  von  der  GröBenordnung  ^,  wo  17  die 

male  Erhebung  oder  Senkung  bezeichnet.     Daher  wird  die  Yemach- 

lassigung  der  vertikalen  Beschleunigung  berechtigt,  falls  -.^  eine  kleine 

GroBe  ist. 

Wellen,  deren  Gefälle  sehr  sanfi;  und  deren  Länge  A  groß  im 
Vergleich  zur  Tiefe  h  der  Flüssigkeit  ist,  heiBen  „langef'  Wellen. 

Femer  bestand  die  Beschränkung  auf  unendlich  kleine  Be- 
wegungen, welche  in  Gleichimg  (3)  gemacht  wurde,  darin,  daß  man 

M  X—   gegen  -^    vernachlässigte.      Bei    einer    fortschreitenden   Wrtle 

haben  wir:  ^  ^ 

du du 

dt  ""^^ax' 

es  muB  also  u  klein  gegen  c  sein,  und  deshalb  muB  nach  Glei- 
chung (20)  71  klein  gegen  h  sein.  Es  ist  sorgfältig  zu  beachten,  daB 
diese  Bedingung  von  der  früheren  gänzlich  verschieden  ist,  die  wohl 
in  Fällen  berechtigt  sein  mag,  wo  die  Bewegung  nicht  als  unendlich 
klein  zu  betrachten  ist  (siehe  §  185). 

Die  vorangehenden  Bedingungen  werden  natürlich  in  dem  all- 
gemeinen Falle  erfüllt,  der  durch  Gleichung  (14)  dargestellt  wird, 
vorausgesetzt,  daB  sie  für  jede  der  beiden  fortschreitenden  Wellen  er- 
füllt werden,  in  welche  die  Störung  zu  zerlegen  ist. 

§  172.  Es  gibt  noch  eine  andere,  wenn  auch  im  allgemeinen 
weniger  geeignete  Methode,  die  Bewegung  „langer^'  Wellen  zu  unter- 


1)  Durch  Vergleich  mit  Formel  (20)  leuchtet  ein,  daß  das  Verhältnis  der 
maximalen  vertikalen  zu  der  maximalen  horizontalen  Geschwindigkeit  von  der 

Größenordnung  y  ist. 
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suchen^  bei  welcher  das  Lagrangesche  Verfahren  ange weidet 
and  die  Koordinaten  sich  also  auf  die  einzelnen  Flüssigkeitsteächem 
bezidMn.  Der  Ein&chkeit  halber  wollen  wir  nur  den  Fall  eines 
Eanales  mit  rechteckigem  Querschnitt  betraehtttL^)  Die  &nmil- 
annahme^  daß  die  vertikale  Beschleunigung  vemaehlassigt  werden 
kann,  bedingt  wie  vorher,  daß  die  horizontale  Bewegung  aller  Teil- 
chen^  welche  in  einer  Ebene  senkrecht  zur  Längsrichtung  des  Eanales 
liegen,  dieselbe  sein  muß.  Wir  bezeichnen  deshalb  ftir  die  Zeit  t  mit 
o:  +  S  die  Abszisse  der  Teilchen ,  deren  Abszisse  bei  der  ungestörten 
Bewegung  x  war.  Wenn  r^  die  Erhebung  der  freien  Oberfläche  in 
dieser  Ebene  bezeichnet,  so  wird  die  Bewegungsgleichung  für  eine 
Schicht  von  der  Breite  1,  deren  Dicke  im  ungestörten  Zustand  dx  ist, 

lauten,  wo  der  Faktor  (ö^)'^   die   Druckdifferenz   für    irgend   zwei 

gegenüberliegende  Teilchen  x  und  x  +  dx  auf  den  beiden  Seiten  der 
Schicht  darstellt,  während  der  Faktor  h  +  rj  den  Flächeninhalt  der 
Schicht  mißt.  Da  wir  annehmen,  daß  der  Drock  in  der  Nahe  jedes 
Teilchens  nur  von  der  Tiefs  unter  der  freien  Oberfläche  abhängt, 
können  wir  ^  ^ 

dx    ^^  dx 

schreiben,  sodaß  die  dynamische  Gleichung  folgendermaßen  lautet: 

Die  Eontinuitätsgleichung  wird  erhalten,  wenn  man  die  Volumina 
einer  Schicht  gleich  setzt,  welche  aus  denselben  Teilchen  vor  und 
nach  der  Stönmg  besteht;  wir  erhalten  also: 

oder 

Aas  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  können  wir  entweder  r]  oder  |  elimi- 
nieren; in  I  ausgedrückt  ist  das  Resultat  einfacher,  nämlich: 


dt 


('  +  II)" 


1)  Aiij,  Eneyc.  Metrop»,  „Tides  and  WaTee*',  §  192,  19416;  siehe  auch  Siokes, 
„On  Waiei^V  Cmnb.  anckDub^  Math.  Jowm.,  4,  ISA»  {Math.  andJPhys.  Popen,  Bd.  n, 
S.  222).  Der  Fall  eines  Kanales  mit  schrä^n  Wänden  ist  von  Mc.  Cowan  be- 
handelt, „On  the  Theoxy  of  Long  Waves  .  .  /',  FhiL  Mag,  {b\  86,  B.  260,  1S92. 
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Dies  ist  die  allgemeine  Oleichimg  ganger"  Wellen  in  einem  gleich- 
fSrmigen  Kanal  mit  vertikalen  Wänden.') 

Bisher  haben  wir  die  ein2dge  Annahme  gemacht,  daB  bei  Be- 
rechnung des  Druckes  die  vertikale  Beschleonigong  der  Teüchen  Ter- 

nachlässigt  werden  kann.     Wenn  wir  jetzt  noch   annehmen,   daB  ? 

eine  kleine  Oröße  ist,  so  reduzieren  sich  die  Gleichungen  (2)  und 
(3)  auf  .. 

^— *||  W 

Folglich  genügt  auch  die  Erhebung  rj  der  Gleichung 

Dies  ist  in  Übereinstimmung  mit  den  früheren  Resultaten;  denn 

die  Kleinheit  von  ^  bedeutet,  daß  die  relative  Verschiebung  zweier 

Teilchen  stets  nur  ein  kleiner  Bruchteil  ihrer  Entfernung  ist,  sodaB 
es  in  erster  Annäherung  jetzt  unwesentlich  ist,  ob  die  Variable  x  sich 
auf  eine  im  Räume  feste  Ebene  bezieht,  oder  auf  eine  solche,  die 
sich  mit  der  Flüssigkeit  bewegt 

§  173.  Die  potentielle  Energie  einer  Welle  oder  eines  Wellen- 
systems, welche  von  der  Erhebung  oder  Senkung  der  Flüssigkeit  über 
oder  unter  das  mittlere  Niveau  herrührt,  ist  für  die  Breite  1: 


99ffydxdyy 


wo  die  Integration  nach  x  zwischen  den  Ghrenzen  0  und  17  geschieht, 
und  diejenige  nach  x  über  die  ganze  Lange  des  Sjstemes.  Führen 
wir  die  erstere  Integration  aus,  so  erhalten  wir: 

^9  fn^dx.  (1) 

Die  kinetische  Energie  ist: 

^Qhfk'dx,  (2) 

Bei  einem  System  von  Wellen,  die  sich  nur  in  einer  Richtung 
fortpflanzen,  haben  wir: 

sodaß  die  Ausdrücke  (1)  und  (2)  gleich  sind;  d.  h.  die  gesamte 
Energie  ist  zur  Halfke  potentiell  und  zur  anderen  Hälfte  kinetisch. 

1)  Airy,  /.  c. 
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Dieses  Resultat  kann  auf  aUgemeinere  Weise  abgeleitet  werden.  ^) 
Jede  fortschreitende  Welle  kann  man  sich  durch  die  Spaltung  einer 
anfänglichen  Störung  in  zwei  Wellen  verursacht  denken ,  welche 
sich  in  entgegengesetzten  Richtungen  bewegen.  Es  kann  femer  an- 
genommen werden^  daß  die  Geschwindigkeit  jedes  Teilchens  anfangs 
null^  und  die  Energie  deshalb  völlig  potentiell  war.  Es  ergibt  sich 
aus  §  170^  daß  die  beiden  entstandenen  Wellen  in  jeder  Hinsicht 
symmetrisch  sind,  sodaß  jede  von  ihnen  den  halben  Betrag  der 
ursprünglichen  Energie  behalten  muß.  Da  jedoch  die  Erhebung  in 
entsprechenden  Punkten  der  beiden  abgeleiteten  Wellen  genau  die 
Hälfte  derjenigen  der  ursprünglichen  Störung  ist,  so  wird  die  poten- 
tielle Energie  jeder  Welle  nach  Gleichung  (1)  der  vierte  Teil  des 
ursprünglichen  Betrages  sein.  Der  übrige  (kinetische)  Teü  der  Energie 
jeder  abgeleiteten  Welle  muß  deshalb  auch  Y^  der  ursprünglichen 
Größe  sein. 

§  174.  Wenn  wir  in  irgend  einem  Falle,  wo  Wellen  in  einer 
Richtung  ohne  Formänderung  fortschreiten,  der  ganzen  Masse  eine 
der  For^flanzungsgeschwindigkeit  entgegengesetzt  gleiche  Geschwin- 
digkeit erteilen,  so  wird  die  Bewegung  stationär,  während  die  Kräfte, 
welche  auf  jedes  Teilchen  wirken,  dieselben  sind  wie  vorher.  Mit 
Hilfe  dieses  Kunstgriffes  können  die  Gesetze  der  Wellenfortpflanzung 
sehr  leicht  untersucht  werden.*)  Z.  B.  wird  im  vorliegenden  Falle 
nach  Gleichung  (4)  des  §  22  an  der  freien  Oberfläche 

|  =  konst.-(/(A  +  70-i2'  (1) 

sein,  wo  q  die  Geschwindigkeit  bezeichnet.  Wenn  die  Neigung  des 
Wellenprofils  überall  gering  und  die  Tiefe  h  klein  im  Verhältnis  zur 
Wellenlänge  ist,  so  kann  man  annehmen,  daß  die  horizontale  Ge- 
schwindigkeit die  ganze  Tiefe  hindurch  dieselbe  und  nahezu  gleich  q 
ist.     Deshalb  lautet  die  Kontinuitätsgleichung: 

q  (A  +  ri)^  ch, 

wo  c  die  Geschwindigkeit  der  stationären  Bewegung  für  Stellen  be- 
zeichnet, wo  die  Tiefe  des  Stromes  gleichförmig  und  gleich  h  ist. 
Setzen  wir  für  q  in  Gleichung  (1)  diesen  Wert  ein,  so  haben  wir 

J  =  konet.  -gh(l  +  J)  -  ^c»  (l  +  J)"- 

Wenn  ^  klein  ist,  so  wird  die  Bedingung  für  eine  freie  Oberfläche, 


1)  Lord  Rayleigh,  „On  Waves",  Phil  Mag.  (5),  1,  S.  267  {Sc.  Fapers,  Bd.  I,  S.  251). 

2)  Lord  Rayleigh,  /.  c, 

Lamb,  HydrodTiuunik.  20 
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nämlich  p  =  konst.^  näherangsweise  erfüllt,  vorausgesetzt,  daß 

was  mit  unserem  früheren  Resultat  übereinstimmt. 

§  175.  Da  unsere  Gleichungen  linear  sind,  so  ergibt  sich  im 
Falle  genügend  niedriger  Wellen,  daß  eine  beliebige  Anzahl  unab- 
hängiger Lösungen  superponiert  werden  kann.  Wenn  wir  z.  B.  eine 
Welle  von  beliebiger  Form  haben  ^  die  sich  in  einer  Richtung  fort- 
pflanzt^ und  wenn  wir  ihr  Bild  in  der  Ebene  a:  =  0  superponieren, 
welches  sich  in  der  entgegengesetzten  Richtung  fortpflanzen  soU, 
so  ist  klar,  daß  bei  der  resultierenden  Bewegung  die  Horizontal- 
geschwindigkeit im  Ursprung  verschwindet,  und  die  Verhältnisse  sind 
deshalb  die  gleichen,  als  wenn  eine  feste  Wand  in  diesem  Punkt  vor- 
handen wäre.  Auf  diese  Weise  können  wir  die  Zurückwerfung  einer 
Welle  an  einer  festen  Wand  begreifen;  die  Erhebungen  und  Senkungen 
werden  ungeändert  reflektiert,  während  die  horizontale  Geschwindig- 
keit umgekehrt  wird.     Das  gleiche  Resultat  folgt  aus  der  Formel 

g  =  F{ct  -x)-F(ct  +  x),  (1) 

was  offenbar  der  allgemeinste  Wert  von  |  ist,  welcher  der  Bedingung 
unterliegt,  daß  g  =  0  für  x  =  0. 

Wir  können  femer  ohne  große  Schwierigkeit  die  partielle  Reflexion 
einer  WeUe  an  einem  Punkt  untersuchen,  wo  eine  plötzliche  Ver- 
änderung des  Kanalquerschnittes  stattfindet.  Verlegen  wir  den  Ur- 
sprungspunkt nach  dem  fraglichen  Punkt,  so  können  wir  für  die 
negative  Seite 

'^-i,H'-d-tf{>K) 

und  für  die  positive  Seite 


(3) 


schreiben,  wo  die  Funktion  F  die  ursprüngliche  Welle,  f  und  (p  den 
reflektierten  bzw.  durchgelassenen  Teil  darstellen.  Die  Konstanz  der 
Masse  erfordert,  daß  wir  im  Punkte  x  ^  0 

haben,  wo  6^  und  6^  die  Breiten  an  der  Oberfläche,  h^  und  h^ 
die    mittleren    Tiefen    sind.      Es    muß    auch    in    demselben    Punkte 


Störungskräfte.  307 

Vi  =  ^2  sein,  wegen  der  Stetigkeit  des  Druckes.^)  Diese  Bedingungen 
geben 

F(t)  +  f(t)  =  ,p  (0. 

Wir  finden  darum,  daß  die  Verhältnisse  der  Erhebungen  in  ent- 
sprechenden Teilen  der  reflektierten  und  einfallenden  Welle,  sowie 
der  durchgelassenen  und  einfallenden  Welle 


bzw. 


ic,  J 


(4) 


sind.  Der  Leser  kann  leicht  bestätigen,  daß  die  Energie  der  reflek- 
tierten und  durchgelassenen  Welle  gleich  derjenigen  der  ursprünglich 
einfallenden  Welle  ist. 

§  176.  Unsere  bisherigen  Untersuchungen  beziehen  sich  auf  den 
Fall  freier  Wellen.  Wenn  außer  der  Schwere  kleine  Störungskräfte  X,  Y 
auf  die  Flüssigkeit  wirken,  so  wird  die  Bewegungsgleichung  folgender- 
maßen erhalten. 

Wir  nehmen  an,  daß  diese  Kräfte  sich  innerhalb  von  Entfernungen, 
welche  mit  der  Tiefe  h  vergleichbar  sind,  nur  um  einen  kleinen  Bruch- 
teil ihres  totalen  Wertes  ändern.  Unter  dieser  Voraussetzimg  haben 
wir  an  Stelle  von  Gleichung  (1)  des  §  168 


und  deshalb 


Das  letzte  Glied  kann  aus  dem   eben  angegebenen  Grunde  vernach- 
lässigt   werden,    und    wenn    wir    weiter    das    Produkt    der    kleinen 


1)  Man  wird  begreifen,  daß  das  Problem  nur  eine  angenäherte  Behandlung 
zuläßt,  wegen  des  raschen  Wechsels  in  der  Art  der  Bewegung  nahe  beim  Dis- 
kontinuitätspunkt. Die  Art  der  Annäherung,  die  in  den  obigen  Annahmen  ent- 
halten ist,  wird  deutlicher,  wenn  wir  uns  vorstellen,  daß  die  Indices  sich  auf 
zwei  Querschnitte  8^  und  S^  auf  jeder  Seite  des  Ursprung^punktes  0  beziehen, 
und  zwar  in  Entfernungen  von  0,  die  im  Verhältnis  zur  Wellenlänge  sehr  klein, 
aber  doch  mäßige  Vielfache  der  transversalen  Dimensionen  des  Eanales  sind. 
Die  Bewegung  der  Flüssigkeit  wird  in  jedem  dieser  Querschnitte  merklich  gleich- 
förmig und  parallel  zur  Längsrichtung  sein.  Die  oben  gemachte  Annahme 
drückt  dann  aus,  daß  kein  merkbarer  Niveauunterschied  zwischen  S^  und  5, 
stattfindet. 

20* 
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Größen  Y  und  /*  vernachlässigen;  so  reduziert  sieh  die  Gleichung  anf 


dx 


1  dp        dn  ,0. 

Q  dx     ^  dx'  ^^f 


wie  vorher.     Die  Gleichung  der  horizontalen  Bewegung  nimmt  dann 
die  Form 

l''  —  41  +  ^  (3) 

an,  wo  X  als  Funktion  von  x  und  t  allein  betrachtet  werden  kann. 
Die  Eontinuitätsgleichung  hat  dieselbe  Form  wie  in  §  168,  nämlich: 

v--f'r.-  (4) 

Durch  Elimination  von  ?;  erhalten  wir  also 

dV  =  9^  dx*  +  ^  (P) 

§  177.  Die  Schwingungen  des  Wassers,  welches  sich  in  einem 
Kanal  von  gleichförmigem  Querschnitt  mit  geschlossenen  Enden  be- 
findet;  können^  wie  bei  der  entsprechenden  Aufgabe  der  Akustik,  durch 
Superposition  fortschreitender  Wellen  erhalten  werden,  die  sich  nach 
entgegengesetzten  Richtungen  bewegen.  Es  ist  jedoch  im  Hinblick 
auf  spätere  und  schwierigere  Untersuchungen  lehrreicher,  die  Auf- 
gabe als  ein  Beispiel  der  allgemeinen  Theorie  des  §  167  zu  behandeln. 

Wir  haben  5  so  zu  bestimmen,  daß  es  der  Gleichung 

al'  =  '^  ai  +  ^'  (1) 

zusammen  mit  den  Grenzbedingungen,  nämlich  S  =  0  für  a:  =  0  und 
X  =  ly  genügt. 

Um  die  freien  Schwingungen  zu  finden,  setzen  wir  X  =  0,  und 
nehmen  an^  daß 

g  =  PcOs(<y^+£), 

WO  ö  zu  bestimmen  ist.     Durch  Substitution  erhalten  wir 

g+">  =  0,  (2) 

folglich 

P^^sin-""  +£cos''''. 
c     '  c 

Die  Grenzbedingungen  geben  B  =  0  und 

-  =  r«,  (3) 
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wo  r  eine  ganze  Zahl  ist  Daher  ist  die  Normalschwingung  von  der 
Ordnung  r  durch  die  Gleichung 

g  =  J[^  sin  ^"^^  cos  (— ^--  +  B^  (4) 

gegeben,  wo  die  Amplitude  A  und  die  Epoche  b^  willkürlich  sind. 

Im  Falle  der  langsamsten  Schwingung  (r  =  1)  schwingt  das 
Wasser  hin  und  her,  indem  es  sich  abwechsehid  an  den  beiden 
Enden  anhäuft,  während  in   der  Mitte  {x  ^  ^l)  ein  Knoten  ist.     Die 

Periode  —  ist   gleich   der  Zeit,   welche   eine  Welle   brauchen  würde, 

um  zweimal  die  Länge  des  Kanales  zu  durchschreiten. 

Die  Perioden  der  höheren  Schwingungen  sind  \  bzw.  i,  }  •  •  • 
von  dieser,  aber  es  muß  bei  dieser  wie  bei  anderen  ähnlichen  Auf- 
gaben beachtet  werden,  daß  die  Theorie  ihre  Gültigkeit  verliert,  wenn 

die  Länge       einer  halben  Welle  mit  der  Tiefe  h  vergleichbar  wird. 

Durch  Vergleich  mit  der  allgemeinen  Theorie  des  §  167  ergibt 
sich,  daß  in  dem  vorliegenden  Beispiel  die  Normalkoordinaten 
9i7  ^8'  *  *  '  d»  ^^  beschaffen  sind,  daß,  wenn  eine  von  ihnen  (z.  B.  q^ 
allein  sich  ändert,  die  Yerrückung  des  Systems  durch 

g  =  g^  sm  -  ^ 

ausgedrückt  werden  kann.  Wir  schließen,  daß  die  allgemeinste  Ver- 
schiebung, deren  das  System  unter  den  genannten  Bedingungen  fähig 
ist,  durch  die  Gleichung 


ritx 


l  =  Zq,  sin     ,  -  (5) 

gegeben  ist,  wo  g^,  g,,  •  •  •,  g^  willkürliche  Größen  sind.     Dies  steht 
mit  dem  Fourierschen  Satze  in  Einklang. 

Wenn  wir  T  und  V  durch  die  Normalgeschwindigkeiten  und 
Normalkoordinaten  ausdrücken,  müssen  sich  diese  auf  Summen  von 
Quadraten  reduzieren.  Dies  läßt  sich  im  vorliegenden  Falle  leicht 
mittels  der  Formel  (5)  bestätigen.  Denn  wenn  S  den  Flächeninhalt 
des  Kanalquerschnittes  bezeichnet,  finden  wir 

2 


2T=  Qsfi^dx='2:a^q^' 


u 


■2V  =  ffQlfri*dx=2:c,q,' 


(6) 


wo 


(7) 
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Es  ist  zu  bemerken^  daß  die  StabilitätskoefBzienten  c^  mit  der  Tiefe 
wachsen. 

Wenn  wir  umgekehrt  dem  Fourierschen  Satze  gemäß  annehmen, 
daß  Gleichung  (5)  ein  genügend  allgemeiner  Ausdruck  ftLr  den  Wert 
Yon  ^  zu  irgend  einem  Zeitpunkt  ist,  so  zeigt  die  eben  angegebene 
RechnuDg,  daß  die  Koeffizienten  q^  mit  den  Normalkoordinaten  iden- 
tisch sind.  Die  Frequenzen  sind  dann  durch  die  allgemeine  Formel  (9) 
des  §  167  bestimmt;  wir  haben  nämlich 

-!«*,  (8) 


•■  -  C'f  - 


in  Übereinstimmung  mit  Gleichung  (3). 

§  178.    Als  einfaches  Beispiel  erzwungener  Wellen  wollen   wir 
die  Wirkung  einer  gleichförmigen  horizontalen  Kraft 

X  =  fGOs(öt  +  s)  (9) 

berechnen.    Dies  wird  in  gewissem  Grade  die  Erzeugung  der  (Gezeiten 
in  einem  Meer  von  verhältnismäßig  kleinen  Dimensionen  erlautem. 

Nehmen  wir  an^  daß  g  sich  wie  cos  (öt  +  e)  verhält^  und  lassen 
wir  den  Zeitfaktor  weg,  so  lautet  Gleichung  (1): 

a'S     ,      <^'  V f_ 

Die  Losung  hiervon  ist 

l^-^  +  DBin^^  +  JEcos!^,  (10) 

und  die  Grenzbedingungen  geben: 


E      f 


C 


iJ  sm  —  =  ( 1  —  cos      )  -V 
c         \  c  J  6^ 


(11) 


1  £  t 

Außer  wenn  sin  —  =  0,  haben  wir  7)  =  ~  •  tang  -  ,  sodaß 

\  = — r  sm  TT-  sm  -^-s — - '  cos  (öt  +  s) 

^         ^        al          2c  2c                \        •     / 
(F*  cos  ^r- 
2c 


und  1?  =  —    — y  sin  — — —  -  cos  (öt  +  s) 


>  • 


ac  008  - — 
2c 


(12) 


Wenn  die  Periode  der  Störungskraft  gegen  diejenige  der  lang- 
samsten freien  Schwingung  groß  ist,  so  ist  klein,  und  die  ange* 
näherte  Formel  f[Lr  die  Erhebung  lautet: 

rj  =  ^(x  —  ^l)  cos  {öt  +  £),  (13) 
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gerade  so,  als  wenn  das  Wasser  keine  Trägheit  besäße.  Die  horizon- 
tale Verschiebung  des  Wassers  hat  immer  dieselbe  Phase  wie  die 
Kraft;    solange   die   Periode   größer   als    die   der    langsamsten   freien 

Schwingung  ist,  d.  h.  wenn  —  <  ä.    Wenn  die  Periode  abnimmt,  bis 

sie  kleiner  wird  als  der  angegebene  Wert,  so  wird  die  Phase  um- 
gekehrt. 

Wenn  die  Periode  derjenigen  einer  freien  Schwingung  von  un- 
geradzahliger Ordnung  {r  =  1,  3,  5,  •  •  •)  genau  gleich  ist,  so  werden 
die  obigen  Ausdrücke  fQr  |  und  ri  unendlich,  und  die  Lösung  wird 
ungültig.  Wie  in  §  167  auseinandergesetzt  wurde,  ist  dies  so  zu 
deuten,  daß  bei  Abwesenheit  dissipativer  Kräfte  die  Amplitude  der 
Bewegung  so  groß  wird,  daß  unsere  Grundannahmen  nicht  mehr  be- 
rechtigt sind. 

Wenn  andererseits  die  Periode  mit  derjenigen  einer  freien 
Schwingung  von  geradzahliger  Ordnung  (r  =  2,  4,  6,  •  •  •)  zusammen- 
Tällt,  so  haben  wir 

sm  —  =  0,     cos  —  =  1 
c  '  c 

und  die  Grenzbedingungen  werden  unabhängig  von  dem  Werte  für  B 
erfüllt    Die  erzwungene  Schwingung  kann  danu  durch  die  Gleichung 

?  =  -^f8in»|fco8(tf<  +  f)  (14) 

dargestellt  werden.^) 

Dieses  Beispiel  zeigt,  daß  die  Wirkung  einer  Störungskraft  sich 
unter  Umständen  leicht  berechnen  läßt,  ohne  daß  es  nötig  ist,  sie  in 
ihre  Normalkomponenten  au&ulösen  (§  167). 

Ein  anderes,  sehr  einfaches  Beispiel  erzwungener  Schwingungen, 
das  vom  Standpunkt  der  Gezeitentheorie  aus  von  Interesse  ist,  ist 
dasjenige  eines  Kanales,  der  an  einem  Ende  abgeschlossen  ist  und 
am  anderen  Ende  in  ein  offenes  Meer  mündet,  in  welchem  eine 
periodische  Schwingung 

1^  =  a  cos  {pt  +  b)  (15) 

vor  sich  geht.  Wenn  der  Anfangspunkt  in  das  geschlossene  Ende 
verlegt  wird,  so  lautet  die  Lösung  offenbar: 


ex 
cos  — 
c 


rj  =  a j  •  cos  {öt  +  £),  (16) 


cos  — 
c 


1)  In  der  Sprache  der  allgemeinen  Theorie  hat  die  eingeprägte  Kraft  hier 
keine  Komponente  von  dem  besonderen  Typus,  mit  welchem  sie  synchron  ist, 
sodaß  eine  derartige  Schwingung  überhaupt  nicht  erregt  wird.  In  gleicher 
Weise  wird  ein  periodischer  Druck,  welcher  auf  einen  Punkt  einer  gespannten 
Saite  wirkt,  keine  Eigenschwingung  erregen,  welche  dort  einen  Knoten  hat, 
selbst  wenn  sie  mit  derselben  synchron  ist. 
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wo  l  die  Länge  bezeichnet.    Wenn  —  klein  ist,  hat  die  Flutwelle  an- 

genähert  die  gleiche  Amplitude  in  allen  Punkten  des  Eanales.     Für 

die  besonderen  Werte  von  l,  welche  durch  die  Gleichung  cos       =  0 

bestimmt  sind,  verliert  die  Lösung  ihren  Sinn,  da  die  Amplitude 
mathematisch  unendlich  wird. 

Kanaltheorie  der  Gezeiten. 

§  179.  Die  Theorie  der  erzwungenen  Schwingungen  in  Kanälen 
oder  auf  offenen  Wasserschichten  ist  hauptsächlich  wegen  der  An- 
wendung auf  die  Erscheinungen  von  Ebbe  und  Flut  von  Interesse.  Die 
yyKanaUlieorief^  insbesondere  ist  sehr  vollständig  von  Airy  behandelt 
worden.*)    Wir  wollen  einige  der  interessantesten  Probleme  betrachten. 

Die  Berechnung  der  störenden  Wirkung  eines  entfernten  Körpers 
auf  das  Wasser  des  Meeres  ist  in  einem  Anhang  am  Ende  dieses 
Kapitels  auseinandergesetzt.  Es  ergibt  sich,  daß  die  störende  Wirkung 
des  Mondes  z.  B.  für  einen  Punkt  P  der  Erdoberfläche  durch  ein 
Potential  Sl  dargestellt  wird,  dessen  angenäherter  Wert 

^  =  t"'''^."'a-co8«*)  (1) 

lautet,  wo  M  die  Masse  des  Mondes,  D  seine  Entfernung  vom  Erd- 
mittelpunkte, a  den  Erdradius,  y  die  Gravitationskonstante  und  %•  die 
Zenithdistanz   des  Mondes    für   den  Punkt  P  bezeichnet.     Dies   gibt 

eine  horizontale  Beschleunigung       ^  oder 

/•  sin  2^  (2) 

gegen  den  Punkt  der  Erdoberfläche  hin,  welcher  vertikal  unter  dem 
Monde  liegt,  wobei  ,, 

/■=*y^^."-  (3) 

Wenn  E  die  Masse  der  Erde  ist,  können  wir 


yE 
0  =  .;. 


schreiben;  folglich  ist 


Setzen  wir 


w 


f        3     M 


so  folgt 


9        2     E 

M  _  J_        a  _  J_ 

E  ~  ^1'     i)  "~  60' 

^'  =8,57.  10-^ 
9         ' 


1)  Encycl.  Metrop.,  „Tidee  and  Wavee'S  Abschn.  VI,  1846.  Einige  der  Grund- 
züge  dieser  Theorie  wurden  durch  sehr  einfache  Methoden  schon  von  Young  in 
den  Jahren  1818  und  1828  gewonnen  (Miscellaneous  Works,  Bd.  II,  S.  262  and  S91). 
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Wenn  die  Sonne  der  störende  Körper  ist,  so  lautet  das  entsprechende 

Verhältnis:  - 

^=3,78.10-8. 
9         ' 

Es  ist  für  einige  Zwecke  passend ,  eine  lineare  Größe  H  ein- 
zuführen, welche  durch  die  Beziehung 

-  =  -^-  (4) 

definiert  isi  Wenn  wir  a  =«  21  •  10^  engl.  Fuß  setzen,  so  gibt  dies  für 
die  Mondfluten 

H  =  1,80  Fuß, 

und  für  die  Sonnenfluten 

H  =  0,79  Fuß. 

Es  wird  im  Anhange  gezeigt,  daß  H  den  maximalen  Betr^  der  Ge- 
zeiten von  Hochwasser  bis  zu  Niedrigwasser  nach  der  „Gleichgewichts- 
theorie^'  mißt. 

§  180.  Betrachten  wir  jetzt  den  Fall  eines  gleichförmigen 
Kanales,  welcher  mit  dem  Äquator  der  Erde  zusammenfällt,  und 
nehmen  wir  der  Einfachheit  halber  an,  daß  der  Mond  eine  kreis- 
förmige Bahn  in  derselben  Ebene  beschreibt.  Es  sei  |  die  Ver- 
schiebung eines  Wasserteilchens  in  Bezug  auf  die  Erdoberfläche, 
dessen  mittlere  Lage  die  Entfernung  x,  yon  einem  festen  Meridian 
nach  Osten  zu  gerechnet,  hat.  Wenn  n  die  Winkelgeschwindigkeit 
der  Erdrotation  ist,  so  ist  die  wirkliche  Verschiebung  des  Teilchens 
zur    Zeit    t    gleich    ^  +  nat,    sodaß    die   tangentiale    Beschleunigung 

r  :    sein   wird.     Wenn  wir  annehmen,   daß  die  Zentrifugalkraft  wie 

gewöhnlich  in  den  Wert  von  g  eingerechnet  ist,  so  kann  das  Ver- 
fahren der  §§  168  und  176  ohne  weitere  Andenmg  angewendet  werden. 
Wenn  n    die  Winkelgeschwindigkeit  des  Mondes  in  Bezug  auf 
den  festen  Meridian^)  bezeichnet,  können  wir 

^  =  nt  +  —  +  a 

'    a 

schreiben,  sodaß  die  Bewegungsgleichimg 

lautet. 

Die  freien  Schwingungen  werden  gemäß  der  Erwägung  be- 
stimmt, daß  I  notwendig  eine  periodische  Funktion  yon  x  ist,  da  es 


1)  Eb   ist   n&mlich   n  =^  n  —  n, ,   wo   n^    die  Winkelgeschwindigkeit  des 
Mondes  in  seiner  kreisförmigen  Bahn  bezeichnet. 
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seinen  Wert  wieder  erhält,  wenn  x  um  2jta  wächst.  Es  kann  des- 
halb nach  dem  Fourierschen  Satze  in  der  Form 

i-^(Pr  COS  '-^  +  a  Sin  '-^)  (2) 

0 

ausgedrückt  werden.  Setzen  wir  dies  in  Gleichung  (1)  ein,  wobei 
das  letzte  Glied  fortgelassen  wird,  so  finden  wir,  daß  Fr  und  Qr  der 
Gleichung 

W+a^-Pr-O  (3) 

genügen  müssen.  Die  Normalschwingungen  haben  deshalb  die  Perioden 
27ta 

■  • 

rc 

Für  die  erzwungenen  Wellen  oder  Gezeiten  finden  wir 

l---io.-n'««««^2(n'<  +  f  +  .),  (4) 

folglich 

"i  =  Y  ?  i  V'««  *'*'«  2  (n't  +  -^  +  a)  •  (5) 


Die  Flut  ist  deshalb  halbtägig  (wobei  natürlich  der  Mondtag  zu  ver- 
stehen ist),  und  ist  femer  „direkt''  oder  „umgekehrt'^,  d.  h.  es  herrscht 
Hochwasser  oder  Niedrigwasser  unter  dem  Monde,  je  nachdem  c^na, 
d.  h.  mit  anderen  Worten,  je  nachdem  die  Geschwindigkeit  eines 
Punktes  relativ  zur  Erdoberfläche,  welcher  sich  so  bewegt,  daß  er 
äich  immer  vertikal  unter  dem  Monde  befindet,  kleiner  oder  größer 
als  diejenige  einer  freien  Welle  ist.     Im  Falle  der  Erde  haben  wir 


n'tt*       n*a      a  a 


sodaß  die  Gezeiten  umgekehrt  ausfallen  würden,  wenn  nicht  die  Tiefe 
des  Kanals  die  Tiefen  weit  übertrifft,  die  tatsächlich  im  Ozean  vor- 
kommen. 

Dieses  Resultat,  welches  bisweilen  für  paradox  gehalten  wird, 
fällt  doch  unter  ein  allgemeines  Prinzip,  welches  in  §  167  dar- 
gelegt wurde.  Es  ist  eine  Folge  der  verhältnismäßigen  Langsamkeit 
der  freien  Schwingimgen  in  einem  Kanal  von  mäßiger  Tiefe.  Es  ei> 
gibt  sich  aus  den  rohen  Zahlenangaben  des  §  169,  daß  selbst  bei 
einer  Tiefe  von  11250  Fuß  eine  freie  Welle  ungefähr  30  Stunden 
brauchen  würde,  um  den  halben  Erdumfang  zu  durchlaufen,  während 
die  Periode  der  tatsächlichen  Störungskrafb  nur  wenig  größer  als 
12  Stunden  ist. 

Die  Formel  (5)  ist  in  der  Tat  nur  ein  besonderer  Fall  der  Glei- 
chung (13)  des  §  167,  denn  sie  kann  in  der  Form 


Gezeiten  in  einem  Kanal  am  Äquator.  315 

V  =  —^  n  (6) 

geschrieben   werden,   wo    ri  die  Erhebung   nach  der  Gleichgewichts- 
theorie bezeichnet;  nämlich: 

il^^HcoB2{n't  +  ^  +  e)  (7) 

und 

2c 


<y  =  2n',     (^0= 


a 


Für  Tiefen  wie  10000  Fuß  und  darunter  ist  w'*a*  groß  im  Ver- 
gleich zu  gh]  die  Amplitude  der  horizontalen  Bewegung,  wie  sie  durch 

Gleichung  (4)  gegeben  wird,  ist  dann  ungefähr  —-t^  oder  T->y-  •  H, 

also  annähernd  unabhängig  von  der  Tiefe.  Für  die  Mondfluten  be- 
trägt die  Amplitude  etwa   140  Fuß.     Die  maximale  Erhebung  wird 

2  h 
durch  Multiplikation  mit  —  erhalten;  dies  gibt  für  eine  Tiefe  von 

10000  Fuß  eine  Höhe  von  nur  0,133  Fuß. 

Für  größere  Tiefen  werden  die  Gezeiten  höher,  aber  immer  um- 
gekehrt, bis  wir  die  kritische  Tiefe  erreichen,  welche  ungefähr 

13  Meilen  beträgt.  Für  Tiefen  über  diese  Grenze  sind  die  Gezeiten 
direkt  imd  nähern  sich  mehr  und  mehr  dem  Weiie,  der  durch  die 
Gleichgewichtstheorie  gegeben  ist.^) 

§  181.  Der  Fall  eines  kreisförmigen  Kanales  parallel  zum  Äquator 
läßt  sich  auf  die  gleiche  Weise  behandeln.  Wenn  wir  immer  an- 
nehmen, daß  der  Mond  in  der  Ebene  des  Äquators  liegt,  so  finden  wir 

cos  -ö-  =  sin  ö  cos  \n't  +  --^g  +  f) ,  (1) 

wo  0  die  Pöldistanz  und  x  den  Abstand  eines  Punktes  P  des  Kanales 
vom  NuUmeridian  bezeichnet.     Dies  ergibt: 

.     -  -  /-sin  ö  sin  2  (nt  +  -?-.  +  s) ,  (2) 

und  folglich 

Wenn  also  na>c,  so  werden  die  Gezeiten  direkt  oder  umgekehrt 
sein,  je  nachdem  0  ^  sin""  ^  -7-  •  Wenn  die  Tiefe  so  groß  ist,  daß 
c  >  nUj  so  werden  die  Gezeiten  für  alle  Werte  von  0  direkt  sein. 

1)  Vergl.  Young,  l.  c,  S.  812. 


z  =  -  ^^ 
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Wenn  der  Mond  nicht  in  der  Ebene  des  Äquators  liegt,  sondern 
die  Polidistanz  A  besitzt,  so  ist  die  Formel  (1)  durch 

cos  #•  =  cos  0  cos  A  +  sin  0  sin  A  cos  a  (4) 

zu  ersetzen,  wo  a  der  Stundenwinkel  des  Mondes  gegen  den  Meridian 
von  P  ist.  Der  Einfachheit  halber  wollen  wir  die  Bewegung  des 
Mondes  in  seiner  Bahn  im  Vergleich  zur  Winkelgeschwindigkeit  n 
der  Erdrotation  vernachlässigen;  wir  setzen  also 

sc 
a  sin  0   '  j 

und  behandeln  A  als  konstant.  Es  ergibt  sich  dann  für  die  Kom- 
ponente X  der  Störungskraft  der  Ausdruck 


X  =  —  ö  -  =•  ~  /*  cos  d  sin  2  A  sin  (nt  +  ,o  +  ^ ) 

ex  '  \        '    a  Bin  6         / 

—  /■  sin  ö  sin*  A  sin  2  (n<  H -.-    ,,  +  b\ 

'  \  a  Bin  6         / 


(5) 


Wir  erhalten  folglich 


^  =  o"    2      ^  t'-to  sii^  2  ö  sin  2  A  cos  (nt  +      ^-x  +  f ) 
+  o    1      ^1  s  -  in  ßiii*  ö  sin*  A  cos  2  (nt  +      "f  -^  +  f ) 


(6) 


2  3f 

Das  erste  Glied  gibt  eine  tägliche  Flut  mit  der  Periode  — ;  diese 

verschwindet  und  ändert  ihr  Vorzeichen,  wenn  der  Mond  den  Äquator 
kreuzt,  also   zweimal  im  Monat.     Das   zweite  Glied  stellt  eine  halb- 

tägige  Flut  von   der  Periode  -     dar,   deren  Amplitude  jetzt  in    dem 

Verhältnis  sin*  A  zu  1  kleiner  ist  als  vorher. 

§  182.  Im  Falle  eines  Kanals  ^  der  mit  einem  Meridian  zu- 
sammenfällt, würden  wir  die  Tatsache  zu  berücksichtigen  haben,  daß 
die  ungestörte  freie  Oberfläche  eine  Gleich  gewich tsfigur  unter  dem 
gegenseitigen  Einfluß  der  Schwere  und  der  Zentrifugalkraft  bildet, 
und  daß  sie  deshalb  nicht  genau  kreisförmig  ist.  Wir  werden  später 
Gelegenheit  haben,  die  Frage  nach  den  relativen  Verschiebungen  auf 
einer  rotierenden  Kugel  ausführlich  zu  behandeln;  jetzt  wollen  wir 
im  voraus  die  Annahme  machen,  daß  in  einem  schmalen  Kanäle  die 
Störungen  die  gleichen  sind,  als  wenn  die  Erde  in  Ruhe  wäre  und 
der  störende  Körper  sich  um  sie  mit  der  gehörigen  Relativbewegong 
umdrehte. 

Wir  nehmen  an,  daß  der  Mond  sich  in  der  Ebene  des  Äquators 
bewege;  wenn  der  Stundenwinkel  vom  Meridian  des  Kanales  aus  mit 


(2) 
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n  t  +  6  bezeichnet  wird  und  x  die  Entfernung  eines  Punktes  P  des 
Kanales  vom  Äquator  bedeutet,  so  finden  wir 

cos  %•  =  cos  —  •  cos  {nt  +  s) .  (1) 

Polglich  ist 

X  =  — -  Tx  -  ™  —  /*  sin  2  —  •  cos*  (nt  +  e) 

=  -|/'sin2-^  .  {l  +  cos2(n<  +  a)} 

Die  entsprechende  Lösung  der  Gleichung  (5)  des  §  176  lautet: 

w  =  i-ücos  2  "^  +  -^   ,  "^'^^  ,  cos  2  ~  .  cos  2(n7  +  b\        (3) 

Das  erste  Glied  stellt  eine  permanente  Veränderung  des  mitt- 
leren Niveaus  von  dem  Betrage 

ij  =  iHco8  2^  (4) 

dar.  Die  Schwingungen  oberhalb  und  unterhalb  des  gestörten  mitt- 
leren Niveaus  sind  durch  das  zweite  Glied  der  Gleichung  (3)  ge- 
geben. Dies  stellt  eine  halbtägige  Flut  dar;  wir  bemerken,  daß  für 
«  <  w'a  (also  bei  den  Verhältnissen,  wie  sie  auf  der  Erde  vorkommen) 
Hochwasser  in  den  Breiten  über  45  ®  und  Niedrigwasser  in  den  Breiten 
unter  45®  eintritt,  wenn  der  Mond  im  Meridian  ist,  und  umgekehrt, 
wenn  er  um  90®  davon  entfernt  ist.  Die  Verhältnisse  sind  gerade 
entgegengesetzt,  wenn  c  größer  als  na  ist. 

Wenn  der  Mond  nicht  im  Äquator  steht,  sondern  eine  gegebene 
Deklination  hat,  so  besitzt  das  mittlere  Niveau,  wie  es  durch  das  der 
Formel  (4)  entsprechende  Glied  ausgedrückt  wird,  einen  Koeffizienten, 
der  von  der  Deklination  abhängt,  und  die  entsprechenden  Verände- 
rungen an  ihm  ergeben  eine  vierzehntägige  Flut,  oder  im  Falle  der 
Sonne  eine  halbjährige.  Es  wird  auch  eine  (».gliche  Flut  eingeführt, 
deren  Vorzeichen  von  der  Deklination  abhängt.  Dem  Leser  wird  es 
keine  Schwierigkeit  bereiten,  diese  Ergebnisse  vermittels  des  allgemeinen 
Wertes  von  Sl  zu  prüfen,  welcher  in  dem  Anhang  gegeben  ist. 


Wellenbewegung  in  einem  Kanal  mit  veränderlichem  Querschnitt. 

§  183.  Wenn  der  Querschnitt  S  des  Kanales  nicht  gleichförmig 
ist,  sondern  sich  allmählich  von  Punkt  zu  Punkt  ändert,  so  lautet 
die  Kontinuitätsgleichung  wie  in  §  168  (11): 
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wo   b  die  Breite  an  der  Oberfläche  bezeichnet.     Wenn  h  die  mittlere 
Tiefe  anf  der  Breite  h  bezeichnet^  so  haben  wir 

S  =  bk, 
und  deshalb 

wo  h  und  b  jetzt  Funktionen  von  x  sind. 

Die  Bewegungsgleichung  hat  dieselbe  Form  wie  vorher,  nämlich: 

Aus  (2)  und  (3)  können  wir  entweder  ri  oder  |  eliminieren;  die 
Gleichung  für  ri  lautet: 

IS  -  { A  (""  f-a  ■  w 

Die  Gesetze  der  Wellenfortpflanzung  in  einem  Kanal  von  ver- 
änderlichem rechteckigen  Querschnitt  sind  von  Green  ^)  untersucht 
worden.  Seine  Resultate,  von  der  Einschränkung  auf  die  besondere 
Form  des  Querschnittes  befreit,  können  folgendermaßen  erhalten  werden. 

Wenn  wir  eine  Variable  0  an  Stelle  von  x  einfuhren,  welche 
durch  die  Gleichung 

definiert  ist,  so  geht  Gleichung  (4)  in 

über,  wo  die  Akzente  Differentiationen  nach  d  bezeichnen.     Wenn  6 
und  h  Konstante  wären,  würde  die  Gleichung,  wie  in  §  169,  durch 

erfüllt  werden;  im  vorliegenden  Falle  nehmen  wir  ver^chsweise  an, 

^"^  1?  =  ©  •  F{d  -  t),  (7) 

WO    0   eine   Funktion    von   d   allein    ist.     Durch  Einsetzen   in   Glei- 
chung (6)  finden  wir 

^r-r+r+e-+-;-:-)(?+r)-o-      («> 

Die  Glieder,  welche  F  enthalten,  verschwinden,  wenn 

2  ^:  +  *:  4-  ^  A -.  0 


0     '    &     •     2     Ä 


1)  „On  the  Motion  of  Waves  in  a  Variable  Canal  of  small  depth  and 
width**,  Camb.  Trans.,  6,  1837  {Math.  Papers,  S.  226).  Siehe  auch  Aixy,  „Tides 
and  Waves",  §  260. 
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oder  0=C6-i*-^,  (9) 

wo  C  eine  Konstante  ist.  Folglich  wird  Gleichung  (4)  befriedigt, 
falls  die  übrigen  Glieder  in  (8)  vernachlässigt  werden  können. 

Die  obige  Annäherung  ist  gerechtfertigt,  wenn  wir  ^  und  f 

gegen  ^  yemachlässigen  können.  Was  ^  anbelangt,  so  folgt  aus 
den  Gleichungen  (9)  und  (7),  daß  dies  der  Vernachlässigung  von 
7-  ,     und  -,-  ,  -  firegen  —  tA  irleichkonimt.  Wenn  nun  X  eine  Wellen- 

b  dx  h  dx  ^  ^        r\  ox  ^ 

länge  in  dem  allgemeinen  Sinne  des  §  171  bezeichnet,  so  ist  ?^  von 

c  X 

der  Ordnung  y ,  sodaß  die  fragliche  Annahme  darin  besteht,  daß 
X  T-  und  A  j-  im  Vergleich   zu  b  bzw.  h   klein  sind.     Mit   anderen 

U  X  Cv  X 

Worten,  es  wird  angenommen,  daß  die  transversalen  Dimensionen  des 
Eanales  sich  innerhalb  der  Grenzen  einer  Wellenlänge  nur  um  kleine 
Bruchteile  ändern.    In  der  gleichen  Weise  wird  leicht  ersichtlich,  daß 

die  Vernachlässigung  von  ^,  gegen  -^  eine  ähnliche  Beschränkung 
in  Bezug   auf  die  Schnelligkeit   der  Veränderungen  von  ^-  und  -j- 

o  X  a  X 

bedingt. 

Da  die  Gleichung  (4)  ungeändert  bleibt,  wenn  wir  das  Vor- 
zeichen von  t  umkehren,  so  lautet  die  vollständige  Lösung  unter  den 
obigen  Einschränkungen: 

t,  =  6-U-M-PXö-0  +  /"(ö  +  0),  (10) 

WO  F  und  f  willkürliche  Funktionen  sind. 

Das  erste  Glied  hierin  stellt  eine  Welle  dar,  die  sich  in  Bichtung 
der  positiven  a:-Achse  fortpflanzt;  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
wird  aus  der  Erwägung  bestimmt,  daß  jede  besondere  Phase  wieder 
eingeholt  wird,  wenn  dO  und   öt  gleiche  Werte  haben;  sie  ist  also 

nach  (5)  gleich  V^rA,  genau  wie  bei  gleichförmigem  Querschnitt.  In 
derselben  Weise  stellt  das  zweite  Glied  eine  Welle  dar,  die  sich  in 
der  Richtung  der  negativen  rc- Achse  fortbewegt.  In  beiden  Fällen 
ändert  sich  die  Erhebung  eines  beliebigen  Stücks  des  Wellenprofils, 
indem  es  fortschreitet,  gemäß  dem  Gesetze  Ir^lr^, 

Die  Beflexion  einer  fortschreitenden  Welle  in  einem  Punkte,  wo 
der  Querschnitt  des  Eanales  sich  plötzlich  ändert,  wurde  in  §  175  be- 
handelt. Die  dort  gegebenen  Formeln  zeigen,  wie  zu  erwarten  war,  daß, 
je  kleiner  die  Veränderung  in  den  Dimensionen  des  Querschnittes  ist, 
um  so  kleiner  die  Amplitude  der  reflektierten  Welle  wird.  Der  Fall, 
wo  der  Übergang  von  einem  Querschnitt  zum  andern  nicht  plötzlich^ 
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sondern  allmählich  geschieht,  ist  von  Lord  Rayleigh  in  einem  spe- 
ziellen  Fall  untersucht  worden.^)  Es  ergibt  sich,  daß,  wenn  die 
Strecke,  innerhalb  deren  der  Übergang  stattfindet,  ein  mäßiges  Viel- 
faches der  Wellenlänge  ist,  fast  keine  Reflexion  eintritt;  im  entgegen- 
gesetzten Falle  dagegen  stimmen  die  Resultate  mit  denjenigen  des 
§175  überein. 

Wenn  wir  auf  Ghnmdlage  dieser  Resultate  annehmen,  daß^  wenn 
die  YeriLnderung  des  Querschnittes  innerhalb  einer  Wellenlänge  zu 
vernachlässigen  ist,  eine  fortschreitende  Welle  keine  merkliche  Zer- 
gliederung durch  Reflexion  erleidet,  so  folgt  das  Gesetz  der  Ampli- 
tude sogleich  aus  dem  Energieprinzip.')  Es  ergibt  sich  aus  §  173, 
daß  die  Energie  der  Welle  sich  wie  die  Länge,  die  Breite  und  das 
Quadrat  der  Höhe  verhält,  und  es  ist  leicht  zu  zeigen,  daß  die  Wellen- 
länge in  verschiedenen  Teilen  des  Kanales  sich  wie  die  entsprechende 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  verhält,  und  deshalb  wie  die  Quadrat- 
wurzel  der   mittleren  Tiefe.     In   der   obigen  Schreibweise   ist    daher 

r^^hh^  konstant,  oder  rj  verhält  sich  wie  6"iÄ"l,  welches  das  oben 
gefundene  Gesetz  von  Oreen  ist. 

§  184.  In  dem  Falle  einer  einfachen  Schwingung,  wo  t]  sich 
wie  cos  (öt  -\-  f)  verhält,  lautet  die  Gleichung  (4)  des  vorhergehenden 
Paragraphen: 

Einige  Fälle  von  besonderem  Interesse  können  mit  Leichtigkeit 
gelöst  werden. 

1.  Wir  wollen  z.  B.  den  Fall  eines  Kanales  nehmen,  dessen 
Breite  sich  wie  die  Entfernung  vom  Ende  a;  «=  0  verhält,  walirend 
die  Tiefe  gleichförmig  ist;  und  wir  wollen  voraussetzen,  daß  der 
Kanal  an  seiner  Mündung  (x  =  a)  mit  einem  offenen  Meer  in  Ver- 
bindung steht,  in  welchem  eine  Gezeitenbewegimg 

r^  =  G  cos  {öt  +  e)  (2) 

beständig  vor  sich  geht.     Setzen  wir  in  Gleichung  (1) 

h  =  konst.,     6  proportional  zu  x, 
so  finden  wir 

D  +  vU  +  ^^  =  Ö,  (3) 


1)  „On  Reflection  of  Yibrations  at  the  Coufines  of  two  Media  between 
which  the  Transition  is  gradual",  Proc,  Land.  Math.  Soc.,  11,  S.  61,  1880  (Sc. 
Papers,  Bd.  I,  S.  460);  Theory  of  Sound,  2.  Aufl.,  Lond.  1894,  §  148  b. 

2)  Lord  Rayleigh,  /.  c,  S.  306. 


Kanal  mit  veiänderlichem  Qnenchnitt. 
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Torausgesetzt,  daß 


Folglich  ist 


fc*  = 


gh 


5  = 


(4) 


(5) 


Die  Kurve  r\  =  J^{x)  ist  in  der  Figur  auf  Seite  333  gezeichnet; 
sie  zeigt^  wie  die  Amplitude  der  erzwungenen  Schwingung  mit  dem 
Abstand  von  der  Mündung  zunimmt,  während  die  Wellenlänge  nahezu 
konstant  bleibt. 

2.  Wir  wollen  jetzt  dagegen  annehmen,  daß  die  Veränderung  in 
der  Tiefe  allein  stattfindet,  und  daß  diese  gleichförmig  vom  Kanal- 
ende a:  =  0  bis  zur  Mündung  zunimmt,  während  die  übrigen  Ver- 
hältnisse wie  vorher  bleiben.     Wenn  wir  in  Gleichung  (1) 


setzen,  so  erhalten  wir 


a 


X  = 


a^(^äl)  +  '^^-^ 


(6) 


Die  Lösung  hiervon,  welche  für  x  =  0  endlich  ist,  lautet: 


oder 


ri  =  AJ,(2xixi), 


(7) 
(8) 


also   schließlich,  wenn  man  den  Zeitfaktor  wieder  einführt,  und  die 
Konstante  bestimmt. 

Die  beigefügte  Figur  der  Kurve  ^  =  «/o(V^>  ^^  ^®^  Deutlich-» 
keit  halber  der  Maßstab  &Lr  y  das  zweihundertfache  desjenigen  der  x 
ist,  zeigt,  wie  die  Ampli- 
tude beständig  zunimmt 
und  die  Wellenlänge  ab- 
nimmt, wenn  man  den 
Kanal  hinauf  geht. 

Diese  Beispiele  können 
dazu  dienen,  die  Vergrö- 
ßerung der  ozeanischen 
Fluten  zu  veranschau- 
lichen, welche  in  seichten  Meeren  und  Astuarien  auftritt. 

Wir   fügen   einige   einfache  Beispiele   von  freien  Schwingungen 
hinzu. 

Lamb,  Hydrodjiulmik.  21 
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3.  Wir  wollen  den  Fall  eines  Kanals  von  gleiclifSrmiger  Breite 
und  von  der  Länge  2a  nehmen^  dessen  Bett  gleichförmig  von  jedem 
Ende  nach  der  Mitte  zu  geneigt  ist.  Wenn  wir  den  ürspnmgspunkt 
nach  einem  Ende  verlegen,  so  wird  die  Bewegung  in  der  ersten  EQLlfte 
des  Eanales  wie  oben  durch 

rj  =  ÄJ^(2x^xi)  (10) 

bestimmt  sein^  indem 

wo  \  die  Tiefe  in  der  Mitte  bezeichnet. 

Es  ist  klar,  daß  die  Normalschwingungen  in  zwei  Klassen  zer- 
fallen. Bei  der  ersten  derselben  wird  17  entgegengesetzte  Werte  in 
entsprechenden  Punkten  der  beiden  Kanalhälften  haben  und  wird 
deshalb  im  Mittelpunkt  {x  =  a)  verschwinden.  Die  Werte  von  ö  sind 
dann  durch  die  Gleichung 

Jo(2xM)  =  0  (II) 

bestimmt,  d.  h.,  wenn  x  eine  Wurzel  derselben  ist,  so  haben  wir 


<,=>^ 


•  (««)*•  (12) 


In  der  zweiten  Klasse  ist  der  Wert  von  ri  in  Bezug  auf  den 
Mittelpunkt  symmetrisch,  sodaB  wir  in  der  Mitte  0^  =  0  haben. 
Dies  gibt  J,'(2xM)  =  0.  *  (13) 

Man  findet,  daß  die  langsamste  Schwingung  der  unsymmetrischen 
Klasse  angehört  und  also  der  niedrigsten  Wurzel  von  Gleichung  (11) 
entspricht,  welche 

2xiai==  0,7655  Ä 
lautet,  sodaß 

^=  1,306  X    *« 


Ygh 


0 


4.  Wir  wollen  annehmen,  daß  die  Tiefe  des  Kanales  durch   die 
Formel  /        ^1. 

*  =  *o(l-y  (14) 

bestimmt  wird,  wo  x  die  Entfernung  von  der  Mitte  bezeichnet. 
Durch  Einsetzen  in  Gleichung  (1)  und  unter  der  Voraussetzung 
h  ==  konst.  finden  wir 

Äi(i-s)fei+Ä'-»-        («) 

Wenn  wir 

ff»  =  M  («  +  1)  ^  (16) 
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setzen^  hat  dies  dieselbe  Form  wie  die  aUgemeine  Gleichang  der  ein- 
fachen Kngelflächenfanktion,  §  84  (1). 

Bei   der   vorliegenden  Aufgabe   ist   n  dnrch  die  Bedingung  be- 

stimmt,  daß  rj  für  —  =  i  I  endlich  sein  muß.    Nach  §  85  erfordert 

dies,  daß  n  eine  ganze  Zahl  sei;  die  Normalschwingangen  lauten  des- 
halb: 

,,  =  CP,  (I)  .  cos  {<it  +  e),  (17) 

WO  P^  eine  einfache  Kugelfunktion  bedeutet  und  der  Wert  von  6 
durch  Gleichung  (16)  bestimmt  ist. 

Bei  der  langsamsten  Schwingung  (n  «  1)  ist  das  Profil  der  freien 
Oberfläche   eine  gerade  Linie.     Für  einen  E^al  von  gleichförmiger 

MC  

Tiefe  \  und  derselben  Länge  2  a  würde  ^  der  entsprechende  Wert 

von   6   sein,   wo   c  ^^Ygh^,     Also    wird    im   vorliegenden   Fall   die 

21/2 
Frequenz  im  Verhältnisse  -^  oder  0,9003  verkleinert.*) 

Die  erzwungenen  Schwingungen,  welche  von  einer  gleichförmigen 
Störungskrafb 

X  =  /'cos(tf^  +  £)  (18) 

herrühren,  können  nach  der  Regel  (13)  des  §  167  erhalten  werden. 
Die  Form  der  freien  Oberfläche  wäre  nach  der  Gleichgewichtstheorie 
offenbar 

12  =  —  a:  cos  {pt  +  s)y  (19) 

und  da  die  gegebene  Kraft  vom  Normaltjpus  n  =  1  ist,  so  haben  wir 

n  -  -T-^-TT  «  cos  i<ft  +  e),  (20) 

WO 


tf- 


0  a« 


Wellen  mit  endlicher  Amplitude. 

§  185.  Wenn  die  Erhebung  rj  gegen  die  mittlere  Tiefe  nicht 
mehr  klein  ist,  so  werden  Wellen  nicht  ohne  Gestaltsänderung  fort- 
gepflanzt, selbst  nicht  in  einem  gleichförmigen  Kanal  von  recht- 
eckigem Querschnitt.    Der  Gegenstand  wurde  zuerst  von  Airy*)  durch 


1)  Andere  F&lle  freier  Schwingungen  in  Kanälen  mit  veränderlichem  Quer- 
schnitt hat  Chxystal  behandelt:  „Some  Results  in  the  Mathematical  Theory  of 
Seiches",  Proc.  E.  S.  Edtn.,  26,  S.  328,  1904;  ^On  the  Hydrodynamical  Theory 
of  Seiches,  with  a  Bibliographical  Sketch",  Trans.  E.  S.  Edin.,  41,  S.  699,  1906. 

2)  „Tides  and  Waves",  §  198. 

21  • 
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die  Methode  der  stufenweisen  Annäherung  untersucht.  Er  fand^  daß 
in  einer  fortschreitenden  Welle  verschiedene  Teile  sich  mit  ver- 
schiedenen Geschwindigkeiten  bewegen-,  insbesondere,  daß  die  Wellen- 
geschwindigkeit,  die  einer  Erhebung  rj  entspricht,  näherungsweise 
durch 


(1+12) 


gegeben  ist,  wo  c  die  Geschwindigkeit  bei  unendlich  kleiner  Ampli- 
tude bedeutet. 

Eine  vollständigere  Übersicht  über  den  Gegenstand  kann  durch 
eine  Methode  erhalten  werden,  welche  von  Riemann  bei  der  ent- 
sprechenden akustischen  Aufgabe  angewendet  worden  ist,  wovon  im 
X,  Kap.  die  Rede  sein  wird. 

Die  einzige  Annahme,  die  wir  jetzt  behalten,  ist  die,  daß  die 
vertikale  Beschleunigung  vernachlässigt  werden  kann.  Dann  folgt^  wie 
in  §  168  auseinandergesetzt  wurde,  daß  die  horizontale  Geschwindig- 
keit auf  jedem  Querschnitt  des  Kanals  als  gleichförmig  anzusehen  ist. 
Die  Bewegungsgleichung  lautet  wie  vorher: 

cu    ,       du  dri  .^. 

und  man  sieht  leicht,  daß  die  Kontinuitätsgleichung  im  Falle  eines 
rechteckigen  Querschnittes 

lautet,  wo  h  die  Tiefe  ist,  oder,  wie  wir  es  schreiben  wollen, 
Wir  setzen 

wo  die  Funktion  f{ri)  noch  zu  unserer  Verfügung  steht.  Wenn  wir 
Gleichung  (3)  mit  f  {ri)  multiplizieren  und  zu  Gleichung  (1)  addieren, 
erhalten  wir 

aT  +  «ä^  =  -  (*  +  ^')^('?)äi  -^äf  • 

Wenn  wir  jetzt  f{ri)  so  bestimmen,  daß 

Q^  +  ri)  [f  {n)\' -  9 ,  (5) 

80  kann  dies  folgendermaßen  geschrieben  werden: 


(4) 
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Auf  die  gleiche  Weise  finden  wir 


(9) 


W+-lt  =  Q^  +  v)riv)%-  (7) 

Die  Bedingung  (5)  wird  durch 

ar))^2c[(l+}f-l]  (8) 

erfüllt,  wo  c^Ygih.  Die  willkürliche  Konstante  ist  so  gewählt,  daß 
P  und  Q  in  den  Teilen  des  Kanales  yerschwinden,  wo  keine  Störung 
ist;  dies  ist  aber  nicht  wesentlich. 

Durch  Einsetzen  in  die  Gleichungen  (6)  und  (7)  finden  wir 

,iP-[fc-(c{l+|)'+»|d<]|| 

Es  folgt  deshalb,  daß 

ist,  d.  h.  P  bleibt  für  einen  geometrischen  Punkt  konstant,  der  sich 
mit  der  Geschwindigkeit 

Ä  - « (■  +  -2)'+ «  (w) 

bewegt,  während  Q  für  einen  Punkt  konstant  bleibt,  der  sich  mit  der 
Geschwindigkeit 

bewegt.  Deshalb  schreitet  ein  gegebener  Wert  von  P  vorwärts  und 
ein  gegebener  Wert  von  Q  rückwärts,  und  zwar  mit  der  Geschwindig- 
keit, welche  durch  Gleichung  (10)  bzw.  (11)  gegeben  ist.  Die  Werte 
von  P  und  Q  werden  durch  diejenigen  von  rj  und  u  bestimmt,  und 
umgekehrt. 

Nehmen  wir  z.  B.  an,  daß  die  anfängliche  Störung  auf  die  Strecke 
beschränkt  war,  für  welche  a  <,x  <,h,  sodaß  P  und  Q  für  x  <,a 
und  a;  >  6  anfänglich  null  sind.  Das  Gebiet,  in  welchem  P  von  0 
verschieden  ist,  schreitet  also  vorwärts,  während  dasjenige,  in  welchem 
Q  von  0  verschieden  ist,  rückwärts  schreitet,  sodaß  nach  einer  ge- 
wissen Zeit  diese  Gebiete  sich  voneinander  trennen  und  einen  Zwischen- 
raum lassen,  in  welchem  P  =  0,  ^  =  0,  und  die  Flüssigkeit  deshalb 
in  Ruhe  ist.  Die  ursprüngliche  Störung  ist  jetzt  in  zwei  fortschrei- 
tende Wellen  aufgelöst,  welche  sich  in  entgegengesetztem  Sinn  fort- 
pflanzen. 
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Für  die  positive  Welle  haben  wir 

iP-„-2c((l  +  -J)*-l)) 


(12) 


sodaß  die  Erhebung  nnd  die  Geschwindigkeit  durch  eine  bestiminte 
Beziehung  miteinander  verknüpft  sind  (vergl.  §  170).  Die  Wellen- 
geschwindigkeit ist  durch  die  Gleichungen  (10)  und  (12)  gegeben, 
d.  h.  sie  ist  . 

,J3(l  +  -J-)*-2).  (13) 

Bis  auf  die  erste  Ordnung  von  y  ist  dies  mit  dem  Resultat  von  Aiiy 

in  Übereinstimmung. 

Ahnliche  Schlüsse  können  betreffs  der  negativen  Welle  gezogen 
werden.^) 

Da  die  Wellengeschwindigkeit  mit  der  Erhebung  zunimmt,  so 
ergibt  sich,  daß  bei  einem  fortschreitenden  WeUensystem  die  Neigungen 
auf  der  Vorderseite  immer  steiler  und  die  auf  der  Hinterseite  immer 
sanfter  werden,  bis  endlich  ein  Zustand  erreicht  wird,  bei  dem  es 
nicht  länger  gestattet  ist,  die  vertikale  Beschleunigung  zu  vernach- 
lässigen. Was  nach  diesem  Zeitpunkte  eintritt,  kann  vermittels  der 
bisherigen  Theorie  nicht  festgestellt  werden.  Jedoch  zeigt  die  Beob> 
achtung,  daß  die  Kämme  schließlich  darnach  streben ,  sich  zu  über- 
stürzen und  zu  brechen. 

§  186.     In  der  ausführlichen  Anwendung  der   Gleichungen   (1) 

und  (3)  auf  die  Erscheinungen  der  Gezeiten  ist  es  gebräuchlich,   die 

Methode   der   stufenweisen  Annähenmg   einzuschlagen.     Als  Beispiel 

hiervon  wollen  wir  den  Fall  eines  Kanales  betrachten,  der  an  dem 

einen  Ende  (x  =  0)    mit  einem  offenen  Meere  in  Verbindung   steht, 

wo  die  Erhebung 

r^  =^  a  cos  öt  (14) 

vorgeschrieben  ist. 

In  erster  Annäherung  haben  wir 

du dri  \ 

dt  dx) 

die  Lösung  hiervon,  welche  mit  Gleichung  (14)  vereinbar  ist,  lautet: 

i?  =  acostf(^-|), 

tt  =  —  cos  öU  —  —\ 

1)  Die  obigen  Resultate  können  auch  aus  Gleichung  (3)  des  §  172  abge- 
leitet werden,  auf  welche  die  Riemannsche  Methode  leicht  angepaßt  werden 


(16) 


Fluten  der  zweiten  Ordnung. 
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Behufs  einer  zweiten  Annäherung  setzen  wir  diese  Werte  von  rj  und  u 
in  die  Gleichungen  (1)  und  (3)  ein  und  erhalten 


du 


-9 


dx 


dt  dx         e 


-^8m2«(<--) 
.-  Bin  20  (t--)   J 


(17) 


Integrieren  wir  diese  Gleichungen  nach  den  gewöhnlichen  Methoden^ 
so  erhalten  wir  die  Lösung: 

r;  =  a  cos  tf  U  —  —  j  —  f  ^^  XBm26(i  —  --\ 

9^        ^(i       *\      aQ^o}        c%    (.      x\      «  a'tfa'      .       /.       x\ 


u 


(18) 


Die  folgende  Figur  zeigte  natürlich  mit  überhöhter  Amplitude^ 
das  Profil  dieser  Wellen  in  einem  besonderen  Falle,  wie  es  durch  die 
erste  dieser  Gleichungen  bestimmt  ist.  Wenn  wir  unsere  Aufinerk- 
samkeit  auf  einen  bestimmten  Punkt  des  Kanales  richten,  so  ist  zu 
beachten,  daß  das  Steigen  und  Fallen  des  Wassers  nicht  mehr  symme- 
trisch vor  sich  geht,  indem  das  Fallen  eine  längere  Zeit  ab  das  Steigen 
in  Anspruch  nimmt. 


Das  Auftreten  des  Faktors  x  außerhalb  der  trigonometrischen 
Funktionen  in  Gleichungen  (18)  zeigt,  daß  außerhalb  eines  gewissen 
Bereiches    die  Annäherung   ungültig  wird.     Die  Bedingung  für  den 

Erfolg  der  Annäherung  ist  offenbar  die,  daß   —  j—   klein  sein  muß. 
Setzen  wir 


so  wird  dieser  Bruch  gleich 


Wie  klein  das  Verhältnis  der  Amplitude  a  der  ursprünglichen  Erhebung 
zur  Tiefe  auch  sei,  hört  doch  der  Bruch  auf,  klein  zu  sein,  wenn  x 
ein  genügend  großes  Vielfaches  der  Wellenlänge  A  ist. 

Es  ist  zu  bemerken,  daß  die  hier  angedeutete  Grenze  in  dem 
rechten  Teile  der  Figur  bereits  überschritten  ist,  und  daß  die  eigen- 
tümlichen Züge,  welche  auf  dem  hinteren  Abfall  aufzutreten  im  Begriff 
sind,  eher  als  ein  Zeichen  von  der  ÜDvollkommenheit  der  Rechnungs- 


328  Vm.  Flutwellen. 

methode,  als  von  einer  tatsächlichen  Eigenschaft  dieser  Wellen  anzu- 
sehen sind.  Wenn  die  Kurve  fortgesetzt  würde,  würden  wir  ein  sekun- 
däres Maximum  und  Minimum  der  Erhebung  finden,  welche  sich  auf 
dem  hinteren  Abhang  entwickeln.  Auf  diese  Weise  wollte  Airy  die 
Erscheinung  des  doppelten  Hochwassers  erklären,  welches  in  einigen 
Flüssen  beobachtet  wird;  aber  aus  dem  genannten  Grunde  kann  die 
Schlußfolgerung  nicht  au&echt  erhalten  werden.^) 

Die  gleiche  Schwierigkeit  kommt  nicht  notwendig  in  dem  Fall 
vor,  wo  ein  Kanal  in  einem  gewissen  Abstand  von  der  Mündung 
durch  eine  feste  Wand  verschlossen  ist,  oder  ferner  in  dem  Falle  der 
erzwungenen  Wellen,  welche  in  einem  an  beiden  Enden  verschlossenen 
Kanal  durch  eine  periodische  Kraft  erzeugt  werden  (§  178).  Es  ist 
jedoch  genug  gegeben  worden,  um  den  allgemeinen  Charakter  der 
Resultate  anzudeuten,  die  in  solchen  Fällen  zu  erwarten  sind.  Wegen 
weiterer  Einzelheiten  müssen  wir  auf  die  Abhandlung  Airys  rerweisen.») 

Wenn,  wie  in  Gleichung  (18),  der  Ausdruck  für  die  Erhebung 
des  Wassers  an  irgend  einer  Stelle  x  in  eine  Reihe  von  harmonischen 
Funktionen  der  Zeit  aufgelöst  wird,  so  besteht  er  aus  zwei  Oliedem, 
deren  zweites  eine  „Oberflut^^  oder  eine  ,^ut  der  zweiten  Ordnung^ 
darstellt,  da  sie  proportional  zu  a^  ist;  ihre  Frequenz  ist  doppelt  so 
groß  wie  die  der  ursprünglichen  Schwingung  (14).  Wenn  wir  die 
Annäherung  fortsetzen,  würden  wir  Fluten  von  noch  höherer  Ord- 
nung erhalten,  deren  Frequenzen  dreimal,  viermal,  usw.,  so  groß  als 
diejenige  der  ursprünglichen  Fluten  sind. 

Wenn  die  Störung  an  der  Mündung  des  Kanales  anstatt  durch 
Gleichung  (14)  durch 

S  =  a  cos  (St  +  a  cos  {(^t  +  e) 

gegeben  wäre,  so  ist  leicht  einzusehen,  daß  wir  bei  der  zweiten  An- 

näherung  in  gleicher  Weise  Gezeiten  mit  den  Perioden  —j^-,  und  ——, 

erhalten  würden;  diese  heißen  ,jKonibinati(msfiuteth^' .  Sie  sind  ganz 
analog  den  y^Kombinationstönen^^  in  der  Akustik,  welche  zuerst  von 
Helmholtz  untersucht  worden  sind. 

Fortpflanimng  von  Wellen  in  zwei  Dimensionen. 

§  187.  Wir  wollen  zunächst  annehmen,  daß  wir  eine  ebene 
Wasserschicht  von  gleichförmiger  Tiefe  h  haben.    Wenn  die  vertikale 


1)  Mc  Cowan,  l.  c,  S.  303. 

2)  „Tides  and  Waves",  §§  198  ff.  und  308.  Siehe  auch  G.  H.  Darwin, 
„Tides",  Encyc,  Britann.,  9.  Aufl.,  Bd.  XXIII,  S.  862  f.,  1888. 

8)  „Ober  Combinationstöne",  Berl.  Monatsber.,  22.  Mai  1856  {Ges.  Äbh.,  Bd.  I, 
S.  256);  und  „Theorie  der  Luftschwingungen  in  Röhren  mit  offenen  Enden'% 
Grelles  Journ.,  hl,  S.  14,  1869  {Ges.  Abh.,  Bd.  T,  S.  318). 
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Beschleunigung  yernachlässigt  wird^  so  muß  die  horizontale  Be- 
wegung wie  vorher  für  alle  Teilchen  in  derselben  Vertikallinie  die 
gleiche  sein.  Die  x-  und  y- Achse  seien  horizontal^  u  und  v  seien 
die  horizotalen  Komponenten  der  Geschwindigkeit  im  Punkte  {x,  y\ 
und  es  sei  i  die  entsprechende  Erhebung  der  freien  Oberfläche  über 
das  ungestörte  Niveau.  Die  Kontinuitätsgleichung  wird  erhalten,  in- 
dem man  den  Massenfluß  in  den  prismatischen  Raum  berechnet,  wel- 
cher das  elementare  Rechteck  SxSy  zur  Basis  hat.  Vernachlässigen 
wir  die  Glieder  zweiter  Ordnung,  so  haben  wir 


oder 


/^  (mä  dy)  Sx  +  /y-  {vhdx)  Sy=^-l^[{i  +  h)8x8y], 


dl;  7  [du   ,    dv\  ,.>, 


Bei  Abwesenheit  von  Störungskräften  haben  wir  die  Bewegongs- 

gleichungen 

du      _dp 

^  dt  ^       dx' 


in  welchen  wir 


do_ dp 

^  dt  "       dy  ' 


setzen   können,   wenn  z^  die  Ordinate  der  freien  Oberfläche  im  un- 
gestörten Zustande  bezeichnet.     Wir  erhalten  so 

du      _.dlix 

dt^   ydx\ 

at  ""     ^ dy^ 

Wenn  wir  u  und  v  eliminieren,  finden  wir 

dt^       ^Kdx^^dyV'  w 

wo  <?  =^  ghy  wie  vorher. 

Bei  der  Anwendung  auf  einfache  Schwingungen  werden  die 
Gleichungen  vereinfacht,  wenn  wir  einen  komplexen  Zeitfaktor  e'(^'+*^ 
einführen  und  am  Schlüsse  die  imaginären  Bestandteile  unserer  Aus- 
drücke weglassen.  Dies  ist  berechtigt,  solange  wir  nur  mit  linearen 
Gleichungen  zu  tun  haben.     Wir  haben  dann  nach  Gleichung  (2) 

5?  dt    '  ^  ' 

«  dy ' 
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während  Gleichnng  (3) 


lautet^  wo 


*» 


0 


(5) 


(6) 


Die  Bedingung,  welche   an  einer  vertikalen  Begr^izoog  erf&llt 
werden  soll,  wird  sogleich  ans  (4)  erhalten,  es  ist  nämlich 


dn 


0, 


(7) 


wenn  dn  ein  Element  der  Normalen  zur  Grenzfläche  bezeichnet. 

Wenn  die  Flüssigkeit  kleinen  Störungsknlften  nnterworfen   ist^ 
deren  Veränderung   innerhalb   der   Grenzen   der  Tiefe  yemachlassigt 


du               dt      dSl 
dt  ^      ^  dx       dx 

L«AX  \yaa. 

dv           dt     da 

dt           ^  dy       dyi 

1 

zu  ersetzen,  wo  Sl  das  Potential  dieser  Kräfte  ist. 

Wenn  wir 

Sl 

(8) 


(9) 


setzen,  sodaß  i  die  statische  Erhebung  bezeichnet,  welche  einem 
ständigen  Potential  von  demselben  Betrag  wie  £1  entspricht,  können 
diese 

du  d  f^      -Ls. 


dx 
dv  d  f^      T\ 


(10) 


geschrieben  werden. 

Im  Falle  einer  einfachen  Schwingung  nehmen  sie  die  Formen 


(11) 


an;    folglich    erhalten    wir    durch    Einsetzen    in    die    Kontinuitats- 
gleichnng  (1) 

(A,  +  ft^)g  =  A,S,  (12) 

wenn 


^1 


a»       a» 


dx 


(IS) 
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und  1^  =-  — T,  wie  vorher.  Die  Bedingimg,  welche  an  einer  vertikalen 
Wand  erfüllt  werden  boU^  lantet  jetzt 

Ä  (5  -  Ö  -«  0.  (14) 

§  188.  Die  Gleichung  (3)  des  §  187  ist  der  Form  nach  mit 
derjenigen  identisch,  welche  in  der  Theorie  der  transversalen  Schwin- 
gungen einer  gleichförmig  gespannten  Membran  auftritt.  Eine  noch 
engere  Analogie  besteht  mit  der  Theorie  zylindrischer  Schallwellen, 
wenn  man  die  Grenzbedingungen  noch  in  Betracht  zieht.  ^)  In  der 
Tat  können  verschiedene  Ergebnisse  der  letzteren  Theorie  sogleich  auf 
den  vorliegenden  Gegenstand  übertragen  werden. 

Um   die   freien  Schwingungen   einer  Wasserschicht  zu  erhalten, 

welche  von  vertikalen  Wänden  umgrenzt  ist,  suchen  wir  eine  Lösung 

der  Gleichung 

(^  +  Ä«)g-0,  (1) 

welche  der  Grenzbedingung 

genügt.  Genau  wie  in  §  177  wird  gefunden,  daß  eine  solche  Lösung 
nur  für  bestimmte  Werte   von  k  möglich  ist,  welche  demgemäß  die 

Perioden   ,7-  der  verschiedenen  Normalschwingungen  bestimmen. 

Wenn  wir  femer  im  Fall  einer  rechtwinkligen  Begrenzung  den 
Koordinatenanfangspunkt  in  eine  Ecke,  sowie  die  x-  und  y-Achse 
längs  zweier  Seiten  legen,  lauten  die  Grenzbedingungen: 

1^  =  0      füra;  — 0      unda:  =  a 
dx 

sowie 

wo  a  und  h  die  Längen  der  Kanten  parallel  zu  x  bzw.  y  sind.  Der 
allgemeine  Wert  von  g,  der  diesen  Bedingungen  genügt,  wird  durch 
die  doppelte  Fouriersche  Reihe 

i  =  272;^.  cos  -^-  cos  -/  (3) 

dargestellt,  wo  die  Summationen  über  alle  ganzzahligen  Werte  von 
m  und  n  von  0  bis  00  zu  erstrecken  sind.  Durch  Einsetzen  in 
Gleichung  (1)  finden  wir 

**-«*($ +3-  w 

1)  Lord  Rayleigh,  Theory  of  Sotmd,  §  889. 


0      füry  =  0      undy=-6, 
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Wenn  a>b  ist^  so  erhält  man  die  langsamste  Schwingung,  wenn  man 
m  =  l,  n  =  0;  also  ka  =  tc  setzt.  Die  Bewegung  geschieht  dann  überall 
parallel  zur  längeren  Seite  des  Rechteckes.     (Vergl.  §  177.) 

§  189.  Im  Falle  einer  kreisförmigen  Wasserschicht  empfiehlt 
es  sich,  den  ürsprungspunkt  in  das  Zentrum  zu  verlegen  und  Polar- 
koordinaten einzuführen,  indem  man 

a;  =  r  cos  ö, 
y  =  r  sin  ö 

setzt.     Die  Gleichung  (1)  des  vorhergehenden  Paragraphen  geht  in 

über.  Diese  hätte  natürlich  unabhängig  aufgestellt  werden  können. 
Was  die  Abhängigkeit  von  0  betrifft,  so  kann  angenommen  werden, 
daß  der  Wert  von  g  nach  dem  Fourierschen  Satze  in  eine  Reihe  von 
Kosinussen  und  Sinussen  der  Vielfachen  von  6  entwickelt  ist;  wir 
erhalten  so  eine  Reihe  von  Gliedern  der  Form 

f{r)  ^°'  1  sd.  (2) 

^     sm  J  ^  ^ 

Durch  Einsetzen  in  Gleichung  (1)  findet  man,  daß  jedes  Glied  für 
sich  die  Gleichung  erfüllen  muß,  sodaß 

f" (r)  +  ~r  (>•)  +  («=*  -  ;!)  f{r)  -  0.  (3) 

Dies  hat  dieselbe  Form  wie  Gleichung  (14)  des  §  101.  Da  g 
für  r  =  0  endlich  sein  muß,  so  sind  die  verschiedenen  Normalschwin- 
gungen durch 

g  =  Ä^J^ (hr) ^^^sd'  cos (öt  +  t)  (4) 

gegeben,  wo  s  jeden  der  Werte  0,  1,  2,  3,  •  •  •  annehmen  kann  und 
A  eine  willkürliche  Konstante  ist.     Die  zulässigen  Werte  von  k  sind 

durch  die  Bedingung  bestimmt,  daß  ^    «=  0  an  der  Grenzfläche  r  =^  a, 

oder 

j;(ka)^0.  (5) 

Die  entsprechenden  Winkelgeschwindigkeiten  ö  der  Schwingung  sind 

dann  durch  

ö  =  k  'Vgh 
gegeben. 

Im  Falle  s  =  0  ist  die  Bewegung  um  den  Ursprungspunkt  sym- 
metrisch, sodaß  die  Wellen  ringförmige  Kämme  und  Furchen  bilden. 
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Die  kleinsten  Wurzeln 

von 

oder 

^o' 

(ka)  = 

■  0 

sind  durch 

Ji 

(Ä«)  = 

0 

ka 

=  1,2197 

,    2,23 

30 

(6) 

3,2383  (7) 

gegeben.   Diese  Werte  luLheni  sich  schließlich  den  Grenzen  —  =  m  +  -  , 

wo  m  eine  ganze  Zahl  ist.^)     Bei  der  m^^  Schwingung  der  symme- 
trischen Klasse  gibt  es  m  Enotenkreise,   deren  Radien  durch  ^  =  0 

^0  (Ä-r)  =  0  (8) 

bestimmt  sind.     Die  Wurzeln  hiervon  sind*) 


oder 


kr 


^  =  0,7655,     1,7571,    2,7546. 


(9) 


Bei  der  ersten  symmetrischen  Schwingung  z.  B.  gibt  es  einen  Enoten- 
kreis,  dessen  Radius  r  =  0,628  a  ist.  Die  Gestalt  des  Querschnittes 
der  freien  Oberflache  mit  einer  durch  die  jer-Achse  gelegten  Ebene 
wird  bei  den  symmetrischen  Schwingungsformen  aus  der  Zeichnung 
der  Kurve  y  ^  Jq  {x)  anschaulich,  welche  hier  gegeben  ist. 


Der  AiuohAaliohkelt  wegen  ist  in  dieser  Figor  der  M&Aitab  fOr  die  Ordinaten 
fAnftnal  lo  groB  all  deijenige  fdr  die  AbeEliten  gewählt  worden. 

Wenn  5  >  0,   so   gibt   es   s   äquidistante  Durchmesser,   die  als 
Knotenlinien  zu  den  Ejreisen 
J,  Qcr)  =  0  (10) 

1)  Stokes,   „On  the  Numerical  Caiculation  of  a  class  of  Definite  Integrals 

and  Infinite  Series,  Comb,  Trans.,  9,  1860  {Ma(h.  and  Phya.  Papers,  Bd.  U,  S.  855). 

%a  X 

Es  ist  zn  bemerken,  daß  —  gleich  — ^  ist,  wo  r  die  Periode  und  r^  die 

Tt  X 

Zeit  ist,  welche  eine  fortschreitende  Welle  gebraucht,  um  mit  der  Greschwindig- 

keit  '^ijh  eine  Strecke  2  a  zurückzulegen. 

2)  Stokes,  /.  c. 
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hinzukommen.  Es  ist  zu  bemerken,  daß  infolge  der  Gleichheit  der 
Frequenzen  der  beiden  durch  Gleichung  (4)  dargestellten  Schwingangen 
die  Normalschwingungen  jetzt  bis  auf  einen  gewissen  GFrad  unbesümmt 
sind;  wir  können  namlidi  cos  ^(0  —  a^)  statt  cos  sd  oder  sin  sO  ein- 
setzeU;  wo  a^  willkürlich  ist.  Die  Durchmesser^  die  als  Ejiotenlinien 
gelten^  sind  dann  durch  die  Gleichung 

gegeben,  wo  m  =  0,  1,  2,  •  •  •,  s  —  1.  Die  Unbestimmiheit  rer- 
scbwindet;  und  die  Frequenzen  werden  ungleich,  falls  die  Grenzlinie, 
so  wenig  es  auch  sei,  von  der  Ereisform  abweicht. 

Im  Falle  der  genau  kreisförmigen  Begrenzung  erhalten  wir  durch 
Superposition  zweier  Normalschwingungen  von  gleicher  Periode,  aber 
yerschiedener  Phase,  eine  Lösung 

g  =  C,J,{kr)  .  Q08{öt  Tse  +  e),  (12) 

Dies  stellt  ein  System  von  Wellen  dar,  welche  sich  um  das  Zentrum 
mit  einer  Winkelgeschwindigkeit  —  in  der  positiven  oder  negativen 

V 

Richtung  von  6  unverändert  bewegen.  Aus  Gleichung  (4)  des  §  187 
sieht  man  leicht,  daß  die  Bahn  jedes  Teilchens  eine  Ellipse  ist,  wobei 
die  eine  Hauptachse  längs  des  Radiusvektors  liegt.  Dies  ist  alles  mit 
der  allgemeinen  Theorie  in  Einklang,  auf  welche  in  §  167  hingewiesen 
vnirde. 

Die  interessantesten  Schwingungen  der  unsymmetrischen  Klasse 
sind  diejenigen,  welche  dem  Werte  s  «  1  entsprechen,  z.  B. 

g  =  ÄJj^  (kr)  cos  e  '  cos  {öt  +  «),  (13) 

wo  k  durch 

J,'(ka)^0  (14) 

bestimmt  ist. 

Die  Wurzeln  hiervon  sind^) 

^  =  0,586,     1,697,    2,717.  (15) 

Wir   haben  jetzt  einen  Durchmesser  0  =  y  als  Enotenlinie,    dessen 

Lage  jedoch  unbestimmt  ist,  weil  die  Nulllage  des  Winkels  6  will- 
kürlich ist.  Für  die  entsprechenden  Schwingungen  bei  elliptischer 
Begrenzung  wäre  diese  Knotenlinie  eindeutig  bestimmt,  d.  h.  sie 
müßte  entweder  mit  der  großen  oder  kleinen  Hauptachse  zusammen- 
fallen, und  die  Frequenzen  würden  sich  ungleich  ergeben. 


1)  Siehe  Lord  Rayleighs  Lehrbuch,  §  39.  Eine  allgemeine  Formel  von 
Prof.  J.  Mc  Mahon  zur  Berechnung  der  Wurzeln  von  J/  {ka)  =:  0  ist  bei  Ghraj 
und  Mathe  WS,  {.  c,  S.  168,  gegeben. 
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Die  beiden  Figoren  zeigen  die  Höhenlinien  der  freien  Oberfläclie 
fQr  die  zwei  ersten  Schwingungen  der  vorliegenden  Elaase.  Diese 
Linien  treffen  die  Orenze  recht- 
winklig, wie  ana  der  allge- 
meinen Qrenzhediagiing  der 
Gleichung  (2)  des  §  188  zn 
ersehen  ist.  Die  Schwingungen 
der  einzelnen  Teilchen  ge- 
schehen in  geraden  Linien 
senkrecht  zu  den  Höhen- 
linien genüß  Gleichung  (4)  des 
§  187.  Die  Form  der  Quer- 
schnitte der  freien  Oberfläche 
mit  Ebenen  durch  die  «- Achse 
gibt  die  Kurve  y  —  J^{x)  aaf 
Seite  333. 

Die  erste  der  beiden  ge- 
zeichneten Schwingungen  hat 
von  allen  Xormalschwingungen 
die  längste  Periode.  In  ihr 
schwingt  das  Wasser  von  einer 
Seite  ZOT  andern,  etwa  wie 
bei  der  langsamsten  Schwin- 
gung in  einem  an  beiden 
Enden  verechlossenen  Kanal 
(§  177).  Bei  der  zweiten 
Schwingungsform  tritt  eine 
kreisförmige  Knotenlinie  auf, 
deren  Radius  durch  die  kleinste 
Wurzel  von  J^ikr) = 0  bestimmt 
ist;   diese  gibt   r  — O,719o.<) 

Der  Vei^leich  der  vor- 
stehenden Untersuchung  mit 
der  allgemeinen  Theorie  der 
kleinen   Schwingungen,    auf    welche 

1)  Die  Schwingungen  einer  FlüBaigksit  in  einem  kreiBförmigen  Becken  von 
beliebigei  gleicbfltnaiger  Tiefe  sind  von  FoiaHOn  behandelt:  „Snr  les  petites  obcü- 
Ifttioni  de  I'ean  contenne  dans  nn  cjlindn",  Ann.  de  Oergo»nt,  19,  S.  S2C,  18!S 
— 1889.  Die  Theorie  dei  Beaeelachen  Funktionen  wu  eu  jener  Zeit  nicht  aas- 
gebildet,  und  die  Beanltate  worden  alio  nicht  gedeutet.  Die  voUsUndige  LOsaug 
der  Aufgabe,  zugleich  mit  nameriechen  Einzelheiten,  wnrde  unabhängig  von 
Rayleigh  gegeben,  Fhü.  Mag.  (B),  1,  S.  S67,  1876  (8c.  Popen,  Bd.  I,  S.  S6}. 

Die  Unterenchong  im  Text  ist  natOilich  auf  den  FaJl  beachrOnkt,  daß  die 
Tiefe  klein  gegen  den  Radius  ist.  FoiBaons  und  Lord  Rayleighe  LOsong  fOr  den 
Fall  endlichei  Tiefe  weiden  in  Kapitel  IX  beiflckeichtigt  werden. 
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wurde,  führt  auf  einige  wichtige  Eigenschaften  der  Besselschen  Funk- 
tionen. 

Da  das  Gesamtvolumen  des  Wassers  unverändert  bleibt,   müssen 
wir  zunächst 

Stt    a 

irdOdr  =  0  (16) 


JJ 


haben,  wo  ^  irgend  eine  der  durch  Gleichung  (4)  gegebenen  Formen 
hat.  Für  s  >  0  wird  dies  wegen  des  trigonometrischen  Faktors 
cos  sO  oder  sin  sO  von  selbst  erfüllt.  Im  symmetrischen  Fall  erhält 
man 

a 

j  J^(kr)rdr^{).  (17) 

0 

Da  femer  die  allgemeinste  freie  Bewegung  des  Sjstemes  durch 
Superposition  von  Normalschwingungen,  jede  mit  einer  willkürlichen 
Amplitude  und  Epoche,  erhalten  werden  kann,  so  folgt,  daß  ein  be- 
liebiger Wert  von  g,  welcher  der  Bedingung  (16)  genügt,  in  eine 
Reihe  der  Form 

g  =  272; (^,  cos  se  +  jB,  sin  sO)  J,  (tr)  (18) 

entwickelt  werden  kann,  wo  die  Summationen  über  alle  ganzzahligen 
Werte  von  s  (einschließHch  0)  und  fiir  jeden  Wert  von  8  über  alle 
Wurzeln  h  der  Gleichung  (5)  zu  erstrecken  sind.  Wenn  die  Koeffi* 
zienten  A^  und  B^  als  Funktionen  von  t  betrachtet  werden,  so  gibt 
die  Gleichung  (18)  den  Wert  der  Oberflächenerhebung  in  irgend 
einem  AugenbUck.  Die  Größen  J.,  und  B,  sind  dabei  die  Normal- 
koordinaten des  vorliegenden  Systemes  (§  167);  durch  diese  ausge- 
drückt müssen  sich  die  Formeln  für  die  kinetische  und  potentielle 
Energie  auf  Summen  von  Quadraten  reduzieren.  Betrachten  wir  z.  B. 
die  potentielle  Energie 


so  ist  nötig,  daß 


V^^gQfß'dxdy,  (19) 

in    a 

ti\w^rdedr  =  Q,  (20) 


// 


wo  tv^  und  w^  irgend  zwei  Glieder  der  Entwicklung  (18)  sind.  Wenn 
«7^  und  w^  Kosinusse  oder  Sinusse  verschiedener  Vielfacher  von  B 
enthalten,  wird  dies  sogleich  durch  Integration  in  Bezug  auf  0  be- 
stätigt; aber  wenn  wir 

ti\  =  e/)  (Ä-^r)  cos  sO, 

«2  =  Jgß's^)  ^^s  •'*'^ 


Eigenschaften  der  Besselschen  Funktionen.  337 

nehmen,  wo  k^  und  k^  irgend  zwei  verschiedene  Wurzeln  der  Glei- 
chung (5)  sind,  so  erhalten  wir 

a 

fj,  {Jc,r)  .  J,  (k^r)  rdr  =  0.  (21) 

0 

Die  allgemeinen  Resultate,  von  denen  die  Gleichungen  (17)  und 
(21)  nur  besondere  Fälle  sind,  lauten: 


J,{}cr)rdr  =  -^J,'ika)  (22) 

0 

(siehe  Gleichung  (10)  des  §  102),  und 

a 

fj,{k,r)J,(Jc,r)rdr  = 


jfcTZrj^  {KaJ,'Qc,a)J,(kia)-kiaj;(\a)J,{k,a)} 


(23) 


In  dem  Falle  /q  =  k^  wird  der  letzte  Ausdruck  unbestimmt;  die  Aus- 
wertung in  der  üblichen  Weise  gibt 


a 

f{J,ika)] 


'rdr^;^,  [k'a'  { j;{ka)  ] » +  (Ä»a»  -  s»)  { J,  (ka) }  »J  •    (24) 

^  ~ 

0 

Betreffs  des  mathematischen  Beweises  dieser  Formeln  müssen  wir  auf 
die  Werke  verweisen,  welche  in  §  101  zitiert  wurden. 

Die  kleinen  Schwingungen  einer  ringförmigen  Wasserfläche,  die 
von  konzentrischen  Kreisen  begrenzt  ist,  lassen  sich  theoretisch  mit 
Hilfe  der  Besselschen  Funktionen  zweiter  Art  leicht  behandeln.  Der 
einzige  Fall  von  besonderem  Interesse  ist  jedoch  der,  wo  die  Radien 
nahezu  gleich  sind;  wir  haben  somit  einen  in  sich  zurücklaufenden 
Kanal,  und  die  Lösung  ergibt  sich  einfacher  aus  §  180. 

Die  Methode  kann  auch  auf  den  Fall  eines  Kreissektors  mit  be- 
liebigem Winkel  angewendet  werden^),  femer  auf  eine  Wasserschicht, 
welche  von  zwei  konzentrischen  Kreisbögen  und  von  zwei  Radien 
begrenzt  ist. 

§  190.  Als  ein  einfaches  Beispiel  erisumngener  Schwingungen 
nehmen  wir  an,  daß  die  Störungskräfte  so  beschaffen  sind,  daß  die 
Erhebung  nach  der  Gleichgewichtstheorie  durch 

l^C (^y  cos  sd  '  cos (öt  +  e)  (25) 


1)  Siehe  Lord  Rajleigh,  Theory  of  Sound,  %  889. 

Lamb,  Bjdrodjiuunlk.  28 
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bestimmt  wäre.     Dies  gibt 

Alf  -  0, 

sodaß  die  Gleichung  (12)  des  §  187  sich  auf  die  Form  (1)  reduziert^ 
und  die  Lösung 

^^AJ^  (kr)  cos  sO  •  cos  (öt  +  e)  (26) 

lautet^  wo  A  eine  Eonstante  ist  Die  Grenzbedingung  (14)  des  §  187  gibt 

AkaJ/  (ha)  =  sC, 
folglich : 

Der  Fall  ^  =  1  ist  interessant^  da  er  einer  gleichförmigen  hori- 
zontalen Kraft  entspricht;  das  Resultat  kann  mit  demjenigen  des 
§178  verglichen  werden. 

Aus  dem  Falle  5 »  2  könnten  wir  eine  rohe  Darstellung  der 
halbtägigen  Gezeiten  ffir  ein  Becken  am  Erdpol  erhalten,  welches  von 
einem  kleinen  Breitenkreis  begrenzt  ist,  abgesehen,  daß  die  Erd- 
rotation bisher  nicht  in  Rechnung  gezogen  ist. 

Wir  weisen  darauf  hin,  daß  der  Ausdruck  für  die  Amplitude  der 
Schwingung  für  t7/(Äa)=-»0  unendlich  wird.  Dies  steht  mit  einem 
allgemeinen  Satze  in  Einklang,  wovon  mehrere  Beispiele  bereits  vor- 
gekommen sind;  die  Periode  der  Störungskraft  ist  nämlich  derjenigen 
einer  der  freien  Schwingungen  gleich,  die  im  vorhergehenden  Para- 
graphen untersucht  wurden. 

§  191.  Wenn  die  Wasserschicht  variable  Tiefe  besitzt,  so  ergibt 
die  Untersuchung   am  Anfang   des  §  187    als    Kontinuitätsgleichong 

dt  dx       ~ dy  '  ^^^ 

Die  Bewegungsgleichungen  (2)  des  §  187  bleiben  natürlich  ungeandert. 
Dui'ch  Elimination  von  ^  finden  wir  also  für  die  freien  Schwingungen 

i;5-wÄ(»ii)+i('g)i-        in 

Wenn  der  Zeitfaktor  e^^*''+*)  lautet,  erhalten  wir  somit 

Wenn  h  eine  Funktion  von  r,  dem  Abstand  vom  Ursprungspunkt^ 
allein  ist,  kann  dies 

''^s+^ll  +  7^-o  (4) 

geschrieben  werden. 

Als   einfaches  Beispiel  wollen  wir  den  Fall  eines  kreisförmigen. 
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Beckens  nehmen^  dessen  Tiefe  Yom  Mittelpunkt  aus  nach  dem  Band 
hin  gemäß  dem  Gesetze 

Ä  -  Ao  (l  -  5  )  (5) 

allmählich  abnimmt.  Führen  wir  Polarkoordinaten  ein,  und  nehmen 
wir  an,  daß  g  wie  cos  sd  oder  sin  sO  yariiert,  so  erhält  Gleichung  (4) 
die  Form 

(i-5)(i;5+-;-s-;;t)-i.4;+Ät-''-    « 

Dasjenige  Integral  dieser  Gleichung,  welches  im  Ursprungspunkte 
endlich  ist,  läßt  sich  leicht  durch  eine  ansteigende  Reihe  darstellen. 
Setzen  wir  nämlich 

WO  die  Ej'eisfimktionen  der  Kürze  halber  ausgelassen  sind,  so  ist  die 
Beziehung  zwischen  aufeinanderfolgenden  Koeffizienten 

oder  wenn  wir 

~}=-n(n-2)-s'  (8) 

schreiben,  wo  n  noch  nicht  als  ganzzahlig  angenommen  wird, 

im*-s')A„^{m-n){m  +  n-2)A„_,.  (9) 

Die  Gleichung  wird  also  durch  eine  Reihe  von  der  Form  (7)  be- 
friedigt, welche  mit  dem  Glied  A^-l—j  beginnt,  während  die  folgen- 
den Koeffizienten  dadurch  erhalten  werden,  daß  man  in  Gleichung  (9) 
m  ^  s  +  2,  s  +  4,  •  •  •  setzt.     Wir  finden  also 

t^  A  l^\[\        (n-g-2)(n  +  ir)r« 


2  (2« +  2) 

(n  —  8  —  4)  (n  —  g  ~  2)  (n  +  g)  (n  +  g  +  2)  r^  __        \ 
"*"  2.4(2*4- 2)  (2« +  4)  a*       "j- 


,(10) 


2-4(2«+ 2)  (2« +  4) 

oder  in  der  gebräuchlichen  Schreibweise  der  hypergeometrischen  Reihe 

g  =  ^.J.2^{«,^,y,J),  (11) 

WO 

y-s  +  l. 

Da  demgemäß  y  —  a  —  /5  —  0  ist,  so  konvergiert  die  Reihe  nicht  für 

22* 
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r  ^^^  tty  außer  wenn  sie  abbricht.  Dies  kann  nur  eintreten,  wenn  n 
eine  ganze  Zahl  von  der  Form  s  +  2  j  ist.  Die  entsprechenden  Werte 
Yon  6  sind  dann  durch  Gleichung  (8)  gegeben. 

Für  die  symmetrischen  Schwingungen  (5  =  0)  haben  wir 

E-^|l !«—„.+ fTäi ^ 1,       (12) 

WO  J  irgend  eine  ganze  Zahl  sein  kann,  welche  größer  als  1  ist.  Es 
kann  gezeigt  werden,  daß  dieser  Ausdruck  für  j  —  1  Werte  Yon  r 
zwischen  0  und  a  verschwindet,  was  das  Vorhandensein  von  j  —  1 
kreisförmigen  Knotenlinien  andeutet.    Der  Wert  von  6  ist  dabei  durch 

tf»  =  4i0-l)^ji»-  (13) 

bestimmt.  Darum  hat  die  langsamste  symmetrische  Schwin^^nng 
(J »  2)  einen  Kreis  mit  dem  Radius  0,707  a  als  Knotenlinie;  ihre 
Frequenz  ist  durch 

Unter  den  unsymmetrischen  Schwingungen  ist  wohl  die  lang- 
samste für  einen  gegebenen  Wert  von  5  diejenige,  für  welche  «  =-  «  -(-  2; 
in  diesem  Falle  haben  wir 


^^  A^-f  cos  so  cos  (öt  +  f), 


a 

WO  der  Wert  von  6  durch 

tf«  =  2s.^^  (14) 

gegeben  ist. 

Die  langsamste  Schwingung  unter  allen  ist  diejenige,  für  welche 
s«=l,  n  =  3;  die  freie  Oberfläche  bildet  dann  immer  eine  Ebene. 
Durch  Vergleich  mit  Gleichung  (15)  des  §  189  wird  gefunden,  daß 
die  Frequenz  der  0,768*®  Teil  von  derjenigen  der  entsprechenden 
Schwingung  in  einem  kreisförmigen  Becken  von  gleichförmiger  Tiefe  h^ 
und  von  demselben  Radius  ist. 

Wie  in  §  190  könnten  wir  sogleich  den  Ausdruck  für  die  Ge- 
zeitenbewegung hinschreiben,  welche  von  einer  gleichförmigen  hori- 
zontalen periodischen  Kraft  erzeugt  würde,  oder  allgemeiner  für  den 
Fall,  wo  die  Störungskraft  ein  Potential  von  der  Form 

Sl  =  Cr*  cos  s6  cos  (pt  +  s) 
besitzt. 

§  192.  Wir  wollen  diese  Erörterungen  über  „lange"  Wellen 
auf  ebenen  Wasserflächen  durch  eine  Untersuchung  über  die  Art  der 
Fortpflanzung  von  Störungen  von  einem  Mittelpunkte  aus  in  einer  un- 
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begrenzten  Schicht  von  gleichförmiger  Tiefe  vervollständigen.  Der 
Einfachheit  halber  wollen  wir  nur  den  Fall  der  Symmetrie  betrachten, 
wo  die  Erhebung  g  eine  Funktion  des  Abstandes  r  vom  ürsprungs- 
punkt  der  Störung  ist.  Dies  wird  uns  auf  einige  auffallende  und 
zum  Teil  wichtige  Eigentümlichkeiten  führen,  welche  die  Fortpflanzung 
von  Wellen  in  zwei  Dimensionen  begleiten. 

Die  Untersuchung  einer  periodischen  Störung  erfordert  den  Ge- 
brauch einer  Besselschen  Funktion  „zweiter  Arf^,  über  welche  einige 
Vorbemerkungen  gemacht  werden  mögen. 

Um  die  Gleichung 

durch  bestimmte  Integrale  zu  lösen,  nehmen  wir  an'),  daß 

(p^ß-^*Tdt,  (2) 

wo  T  eine  Funktion  der  komplexen  Variablen  t  ist,  und  die  Integra- 
tionsgrenzen noch  zu  bestimmen  sind.  Dies  ergibt  nach  einer  par- 
tiellen Integration 

Die  Gleichung  (1)  wird  demgemäß  durch 

•  er»*dt 


r  er' 


(3) 


erfüllt,  Toransgesetzt,  daß  der  Ausdruck 

an  den  Integrationsgrenzen  verschwindet.  Wenn  wir  daher  annehmen, 
daß  z  reell  und  positiv  ist,  oder  daß  jedenfalls  sein  reeller  Bestand- 
teil positiv  ist,  so  kann  das  Integral  (3)  längs  eines  Weges  genommen 
werden,  welcher  irgend  zwei  von  den  Punkten  i,  —  i,  +  oo  in  der 
Ebene  der  Variablen  t  verbindet.  Aber  zwei  verschiedene  Wege, 
welche  dieselben  Punkte  verbinden,  werden  nicht  notwendig  dasselbe 
Resultat  ergeben,  wenn  einer  der  Verzweigungspunkte  (^  =  ±  *)  der 
Funktion  unter  dem  Integralzeichen  zwischen  ihnen  liegt. 
Wir  haben  z.  B.  die  Lösung 


9i 


—  I 


1)  Forsyth,  Di/ferential  Eqiiations,  Kap.  VIT.  Die  systematische  Anwendung 
dieser  Methode  auf  die  Theorie  der  Besselschen  Funktionen  stammt  von  Hankel, 
„Die  Cylinderlunktionen  erster  und  zweiter  Art",  Math.  Ann.,  1,  S.  467,  1869. 
Siehe  Gray  und  Mathews,  Kap.  VU. 
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wo  der  Integrationsweg  der  Teil  der  im^inären  Achse  ist^   welcker 

zwischen  den  angegebenen  Grenzen  liegt,  und  wobei  derjenige  Wert 

der   Quadratwurzel   zu    nehmen    ist,   welcher    für   ^  =  0   zu    1   wird. 

Wenn  wir 

^  -  S  +  ii? 
schreiben,  erhalten  wir 

©1  =-  i  I  —^ —  — -  —  2  i  /  cos  (e  cos  &)  dd^  =-  ijr  Ji,  h) ,  C4) 

-1  0 

was  die  bereits  bekannte  Lösung  ist  (§  100). 

Eine  unabhängige  Lösung  wird  erhalten,  wenn  man  das  Integral  (3) 
längs  der  17-Achse  vom  Punkte  (0,  i)  bis  zum  Ursprungspunkt ^  und 
dann  längs  der  |  Achse  bis  zum  Punkte  (cx),  0)  erstreckt.  Dies  gibt 
mit  der  gleichen  Festsetzung  betreffs  der  Quadratwurzel 

i  0  0  0 

Wählen  wir  andere  Paare  von  Gh-enzen  und  andere  Integration»- 
wege,  so  erhalten  wir  andere  Formen  von  (p,  aber  diese  mässen  alle 
mit  (pi  oder  (p^,  oder  mit  linearen  Kombinationen  derselben  identisch 
sein.  Insbesondere  sind  einige  andere  Formen  von  93  von  Bedeutung. 
Es  ist  bekannt,  daß  der  Wert  des  Integrals  (3)  nuU  ist,  wenn  dieses 
über  eine  geschlossene  Kurve  erstreckt  wird,  welche  die  Verzweigungs- 
punkte  (^  =*  ±  i)  ausschließt.  Wir  wollen  zuerst  als  Integrationsweg 
ein  Rechteck  nehmen,  von   welchem   zwei  Seiten  mit  den  positiven 

|-  und  7; -Achsen  zusammenfallen,  mit 
Ausnahme  eines  kleinen  halbkreiafSr- 
mit^eu  Ausschnittes  um  den  Punkt  ^»^ 
während  die  übrigen  Seiten  im  Unend- 
lichen liegen.  Man  sieht  leicht,  daß  die 
Teile  des  Integrals,  die  von  den  un- 
^P~ endlich  fernen  Seiten  herrühren,  ver- 
schwinden werden,  entweder  wegen  des 
Verschwindens  des  Faktors  e"*^,  wenn 
S  unendlich,   oder  wegen  der  unendlich 


raschen  Schwankung  der  Funktion , 

wenn  rj  unendlich  wird.  Wir  können  darum  den  Weg,  welcher  bei 
Bildung  der  Gleichung  (5)  benutzt  wurde,  durch  denjenigen  ersetzen, 
welcher  sich  auf  der  t^ -Achse  vom  Punkte  (0,  /)  bis  zum  Punkte 
(0,  i  c»)  erstreckt,  vorausgesetzt,  daß  die  Stetigkeit  der  Quadrat- 
wurzel gewahrt  bleibt.     Wenn  nun  die  Variable  t  in  einer  dem  Uhr- 
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seiger  entgegengesetzten  Richtung  den  kleinen  Halbkreis  umläuft^  so 

ändert  sich  die  Wurzel  stetig  von  yi  —  iy*  bis   zu   i  Yrj^  —  1 .     Wir 
biäben  deshalb 

^,  =.  f>::M^  _  f^y::±>^  =  /v--  du.     (6) 

i  10 

Diese  Lösung  ist  für  den  Fall  divergierender  Wellen  besonders  ge- 
eignet  Eine  andere  Ableitung  derselben  wird  im  X.  Kapitel  Platz  finden. 
Wenn  wir   die   imaginären  Teile   von   (5)   und  (6)  gleichsetzen, 
erhalten  wir 

OD 

0 

eine  Formel,  welche  man  Mehler  verdankt^) 

Es  empfiehlt  sich,  eine  besondere  Schreibweise  für  die  Funktion 
in  Gleichung  (6)  einzuführen;  wir  schreiben 


OD 


I)^(£)  =  ie-^'^^^du,  (8) 

0 

Dies  ist  gleichbedeutend  mit 

DoW-ifoW-l«»«^.«,  (9) 


wo 


K^(z)^  i  cos  (a  cosh  u)du.^  (10) 

0 

Setzen  wir  die  reellen  Teile  von  (5)  und  (6)  einander  gleich,  so 
haben  wir  femer 

OD  \t 

Kq(z)  -  fe"^^^du  -  rsin(£r  cos  ^)dd.  (11) 


1)  Math.  Ann.,  6,  1872. 

2)  Was  Kq  betrifft,  so  ist  diese  Schreibweise  von  Heine  and  (mit  Ausnahme 
eines  konstanten  Faktors)  von  H.  Weber  gebraucht  worden.  Der  Leser  mag 
jedoch  beachten,  daß  das  gleiche  Symbol  in  wenigstens  zwei  anderen  ver- 
schiedenen Bedeutungen  in  der  Theorie  der  Besselschen  Funktionen  gebraucht 
worden  ist. 

Die  Wahl  der  Normallösung  zweiter  Art  ist  gewissermaßen  eine  Sache  der 
Übereinkunft,  da  die  Differentialgleichung  (1)  stets  befriedigt  wird,  wenn  wir 
ein  Vielfaches  von  Jq{z)  hinzutc^en.  In  der  gebräuchlicheren  Schreibweise 
haben  wir 

7r,(r)  =  -yoW  +  aog2-y)JoW, 

wo  y  »=  0,6772  .  .  .  (die  Eulersche  Eonstante)  ist. 

Eine  Tafel  der  Funktion  Kf^{e)  ist  voii  B.  A.  Smith  aufgestellt  worden; 
siehe  Phil  Mag.  (6),  46,  S.  122,  1B98. 
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Aus  demselben  Grande  kann  der  Weg  f&r  (p^  durch  die  Linie 
ersetzt  werden,  welche  vom  Punkte  (0,  i)  parallel  zur  I-Achse  ge- 
zogen ist  (siehe  die  punktierte  Linie  in  der  Figur).  Um  die  Kon- 
tinuität von  yi  +  fi  zu  versichern,  beachten  wir,  daß  der  Wert  der 
Quadratwurzel  von  yi  —rj^  bis  nahezu  e^^^y2\  geht,  wenn  t  den 
unteren  Quadranten  des  kleinen  Halbkreises  durchläuft.  Setzen  wir 
t  =  i  -{-ii  so  haben  wir  also  längs  der  punktierten  Linie 

WO  der  Wert  der  rechten  Quadratwurzel  so  zu  wählen  ist,  daß  er  reell 
und  positiv  ist,  wenn  i,  unendlich  klein  wird.     Also: 

Wenn  wir  das  Binom  entwickeln  und  gliedweise  integrieren,  finden  wir 
wobei  wir  die  Formeln 


Z  Z 


J  ,'»+i  2"'«"'  A 


(14) 


0 

verwendet  haben. 

Wenn  wir  die  imaginären  Teile  der  Gleichung  (13)  isolieren,  so 
erhalten  wir  durch  Vergleich  mit  (9) 

JoW  =  difi^^^  i"  +  i'^)  -  -Sfcos  {e  +  i:t)},         (15) 


WO 


■    •    • 


21  (8r)«    •         4!(8r)*  . 

f       ..  o.  ..  r  (lö) 


1» 1  _l8_ö 

li(9z)         ^l(Sz) 


8 = .-;^.  -  -o-~:^^  + 


Ein  ähnlicher  Ausdruck  für  Kq  (z)  könnte  leicht  hingeschrieben  werden. 
Die  Reihen  in  den  Formeln  (13)  und  (16)  sind  von  der  Art, 
welche  „semikonvergent*'  oder  „asymptotisch"  heißen;  d.  h.  für  ge- 
nügend große  Werte  von  0  können  die  aufeinanderfolgenden  Glieder 
anfangs  zwar  abnehmen,  doch-  sie  wachsen  schließlich  ohne  Grenze; 
aber  wenn  wir  bei  einem  kleinen  Glied  aufhören,  bekommen  wir  ein 
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annähernd   richtiges  Resultat.^)     Dies   wird  durch  eine  Prüfung  des 
Restgliedes  in  der  Entwicklung  von  Gleichung  (12)  bewiesen. 

Es  folgt  aus  Gleichung  (15),  daß  die  größeren  Wurzeln  der 
Gleichung  J^  (z)  =  0  sich  denen  von 

sin  (xr  +  I  jr)  -  0  (17) 

asymptotisch  nahem. 

Die  Reihe  in  Gleichung  (13)  gibt  ein  anschauliches  Bild  von 
dem  Verhalten  der  Funktion  -DqWj  ^^^^^  ^  groß  ist.  Wenn  dagegen 
jgf  klein  ist,  so  wird  Dq{z)  sehr  groß,  wie  aus  den  Gleichungen  (9) 
und  (11)  erhellt.  Eine  vollständige  Formel,  die  auf  diesen  Fall  paßt, 
läßt  sich  nur  durch  ein  etwas  indirektes  Yeifahren  ableiten;  aber  eine 
Annäherung  kann  folgendermaßen  ausgeführt  werden.  Im  EUnblick 
auf  Gleichung  (11)  haben  wir 


oc 


/.-.-..,„  _/.-*.(.-})  ^i  _/C»l-|  I  +  i_  H.  i.  (^)-+ .. .),. 


Ü  1 


i' 

Das  erste  Glied  gibt^ 


(18) 


dw  =s  —  y  —  log  \  a  +  '  -  ',  (19) 


und   die  übrigen  sind  im  Vergleich  hierzu  klein.    Folglich  erhalten 
wir  aus  (9)  und  (11) 

Doijs)  =^  —  log  4^  a  —  y  —  \  in: (20) 

Es  folgt,  daß 

UmzD^'ie) 1.»)  (21) 


1)  Vergl.  Whittaker,  Modem  AttalysiSj  Kap.  VUI.  Die  semikoiiTergente 
Entwicklung  von  J^  {z)  stammt  von  PoisBon,  Jaum.  de  Vicole  Polyt,  Heft  19, 
S.  349,  1823;  eine  strenge  L'ntersachung  dieser  und  anderer  analoger  Entwick- 
lungen wurde  von  Stokes  gegeben,  l.  c,  S.  833.  Das  Restglied  wurde  von  Lip- 
Bchitz,  CreUes  Joum.,  66,  S.  189,  1859,  untersucht.  Vergl.  Bankel,  {.  c,  S.  841. 

2)  De  Morgan,  Differential  and  Integral  CcUculus,  London  lh42,  S.  658. 

3)  Die  Betselschen  Funktionen  zweiter  Art  wurden  zuerst  vollständig  unter- 
suclit  und  fdr  die  Lösung  physikalischer  Aufgaben  in  arithmetisch  verständlicher 
Form  geeignet  gemacht  durch  Stokes,  in  einer  Reihe  von  Abhandlungen,  die  in 
den  Camb.  Trans,  veröffentlicht  worden  sind.  Mit  Hilfe  der  modernen  Funk- 
tionentheorie sind  die  Methoden  durch  Lipschitz  u.  a.  sowie  (besonders  von  physika- 
lischem Standpunkt  aus)  durch  Lord  Rayleigh  vereinfacht  worden.  Diese  späteren 
Kunstgriffe  sind  im  Text  benutzt  worden. 
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§  193.  Wir  können  jetzt  zu  dem  Wellenproblem  übei^ehen, 
welches  am  Anfang  des  §  192  aufgestellt  worden  ist.  Wir  wollen 
zwecks  Bestimmtheit  der  Vorstellungen  annehmen ,  daß  die  Störung 
durch  einen  yeränderlichen  Druck  p^  verursacht  wird^  der  auf  die 
Oberfläche  wirkt.  Unter  dieser  Voraussetzung  werden  die  Bewegongs- 
gleichungen  am  Anfange  des  §  187  durch 


0 


du       d^ ^   dp, 

dt  ^^      ^  dx       Q   dx 

a«  ^  _  1^  af  _  £  £p, 
dt  Q  dy        Q   dy 

•ersetzt,  während  wie  vorher 

dt  -r/du   ,   dv 


0 


(1) 


Wenn  wir  das  Geschwindigkeitspotential  in  Gleichungen  (1)  ein- 
führen^ erhalten  wir  durch  Integration 

"^-9^  +  ^-  (3) 

Wir  können  annehmen^  daß  p^  sich  auf  die  Schwankung  des  Druckes 
bezieht,  und  daß  die  willkürliche  Funktion  von  t,  welche  in  fp  ein- 
geschlossen ist,  so  gewählt  wird,  daß  für  die  Gebiete,  welche  nicht 

von  der  Störung  getroflFen  sind,  ^  =  0  ist.     Eliminieren  wir  f  mit 

Hilfe  der  Gleichung  (2),  so  haben  wir 

Wenn  q)  hierdurch  bestimmt  ist,  so  ist  der  Wert  von  f  aus  Gleichung  (3) 
zu  erhalten. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  daß  p^  nur  innerhalb  eines  engen 
Gebietes  in  der  Nähe  des  Ursprungs  merkliche  Größe  besitzt.^)  Wenn 
wir  die  Gleichung  (4)  mit  dxdy  multiplizieren  und  über  das  be- 
trefiPende  Gebiet  integrieren,  so  kann  die  linke  Seite  vernachlässigt 
werden,  und  wir  finden 

WO  ds  ein  Element  der  Grenzlinie  des  Gebietes  ist,  und  dn  sich  auf 
die  horizontale  Normale  bezieht,  welche  zu  ös  nach  außen  gezogen 

1)  Eb  wird  verlangt,  daß  die  Dimensionen  des  Gebietes  gegen  die  Wellen- 
längen, im  allgemeinen  Sinne  des  §  171,  klein   seien.     Andererseits   muß 
jedoch  annehmen,  daß  die  Dimensionen  groß  gegen  h  sind. 
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ist.   Der  ürspnmgspankt  kann  somit  als  eine  zweidimensionale  Quelle 
Yon  der  Intensität 

angesehen  werden^  wo  Pq  den  Integralwert  des  Dnickes  bezeichnet. 
Führen   wir  Polarkoordinaten  ein,   so  haben  wir  die  Gleichung 

wo  c^  ^  ghj  zu  erfüllen,  unter  der  Bedingung,  daß 

l™(-2«r|f)  =  m,  (8) 

wobei  f(t)  die  Ergiebigkeit  der  Quelle  im  obigen  Sinne  bedeutet. 

Im   Falle   einer   periodischen  Quelle   von   der   Ergiebigkeit  e*^* 
nimmt  Gleichung  (7)  die  Form 

|>+^-|f  +  *V-0  (9) 

an,  WO  A;  ^  --,  und  die  betreffende  Lösung  lautet: 

2x(p=^D^(kr)e^',  (10) 

wobei  der  konstante  Faktor  durch  Gleichung  (21)  des  §  192  bestimmt 
worden  ist.     Nehmen  wir  den  reellen  Teil,  so  haben  wir 

'  2 7t(p  ^  K^Ocr)  coB  öt+  ^ütJ^Ocr)  sin  öt,  (11) 

der  Ergiebigkeit 

f{t)  =  cos  öt 
entsprechend. 

Für   große  Werte   von  kr  nimmt  das  Resultat  (10)  naherungs- 
weise  die  Form 

^--.^«■•'"-y-f'''  (12) 

■  *• 
an.    Die  Verknüpfung  t  —      deutet  an,  daß  wir  in  der  Tat  die  Lösung 

erhalten  haben,  welche  der  Darstellung  divergierender  Wellen  zukommt. 
Es   ergibt   sich,   daß   die   Höhe   der   ringförmigen   Wellen   sich 
schließlich    umgekehrt   wie  die   Quadratwurzel   der  Entfernung  vom 
Anfangspunkte  yerhält. 

§  194.     Die   Lösung,   welche    wir   für   den    Fall   einer   einfach 
harmonischen  Quelle  e'^'  erhalten  haben,  kann 


27t(p  =  fe''^  («--^co.h«)  ^^  (13) 


geschrieben  werden. 


0 


i 
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Dies    führt   auf  eine  Verallgemeinerung  vermittels  des   Fourier- 
schen  Satzes;  es  sollte  nämlich  die  Formel 


00 


2 tjtq)  =  I  fit  —  —  cosh uj du  (14) 

0 

die  Störung  darsteUen,  welche  von  einer  Quelle  f(t)  im  Ursprungs- 
punkte herrührt.  Es  wird  natürlich  vorausgesetzt,  daß  f(t)  so  be- 
8cha£fen  ist,  daß  das  Integral  konvergiert;  diese  Bedingung  wird  selbst- 
verständlich erfüllt,  wenn  die  Quelle  nur  seit  einer  gewissen  Zeit  in 
Wirkung  ist.  Eine  vollständigere  Formel,  welche  sowohl  die  kon- 
vergierenden wie  die  divergierenden  Wellen  umfaßt,  ist^) 


OD  OD 


2^9  —  /  /*  U  —  -  cosh  ujdu  +  1  F  \t  +  -  cosh  u)  du,       (15) 

0  0 

Die  Lösung  (15)  kann  imter  gewissen  Beschränkungen  durch 
Einsetzen  in  die  Differentialgleichung  (7)  bestätigt  werden.  Nehmen 
wir  das  erste  Glied  allein,  so  finden  wir 

=  I   {sinh*M-/^'u coshwj  — -  coshM-/"u  — —  coshtijj  rfu 

0 

00 

0 

Dies  verschwindet  offenbar,  wenn  f{()  für  negative  Werte  von  ty  welche 
eine  gewisse  Grenze  übersteigen,  verschwindet.*) 
Femer  ist 


2;rr  ^  =  -  I  cosh  u  •  f  \t  —  -  cosh  u\  du 


OD 

=«  —  I  (sinh  u  +  e''^)f  {t—  —  coshtij  du 
0 

—  [/•(«- jco8h«)];:;+iJe-r(<-^co8h«)d« 


0 

.00 


=  f{t-  ~)  +  -,fe-  'r{t-^  cosh  «)  du 

U 


1)  Der  Inhalt  der  §§  194—196  stammt  aus  einer  Arbeit  des  Verf.  „On 
Wave-Propagation  in  Two  Dimensions",  Proc.  Lond.  Math.  Soc.,  85,  S.  141,  1902. 
Ein  Resultat,  das  den  Gleichungen  (14)  und  (15)  gleichkommt,  erhielten  auf  eine 
andere  Weise  Volterra,  Acta  Math.y  18,  1894,  sowie  Levi-Civita,  Nuoco  Cimento  (4), 
6,  1897. 

2)  Der  Beweis  ist  demjenigen  sehr  ähnlich,  den  Levi-Civita  gegeben  hat. 
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unter  der  gleichen  Bedingung..  Wenn  r  ==  0  ist,  so  ist  der  Grenz- 
wert hiervon  f{()\  und  die  obige  Angabe  über  die  Intensität  der 
Quelle  bei  der  Gleichung  (14)  ist  demgemäß  bewiesen. 

Ein  ähnliches  Verfahren  ist  auf  das  zweite  Glied  von  Gleichung  (15) 
anzuwenden,  vorausgesetzt,  daß  Fit)  für  positive  Werte  von  t  ver- 
schwindet, welche  eine  gewisse  Grenze  übersteigen. 

§  196.  Wir  können  Gleichung  (14)  verwenden,  um  die  Wirkung 
einer  vorübergehenden  Quelle  zu  verfolgen,  die  sich  nach  irgend  einer 
einfachen  Vorschrift  mit  der  Zeit  ändert. 

Wenn  wir  annehmen,  daß  bis  zu  dem  Zeitpunkte  ^  =  0  alles  in 
Ruhe  ist,  sodaß  f{t)  für  negative  Werte  von  t  verschwindet,  so  er- 
sehen wir  aus  (14)  oder  aus  der  gleichwertigen  Form 


r 
t 


2mp  =  / 


mdB  (jg^ 


daß  9  überall  null  bleibt,  solange  t  <,-  ist.  Wenn  die  Quelle  über- 
dies  nur  eine  endliche  Zeit  r  wirkt,  sodaß  fif)  =  0  für  ^  >  r,  so 
haben  wir  für  ^  >  r  H — 


'S 

2  «9  =  / 


f{9)de  ^j^^i^ 


»  l(*-'»)'-s) 


Dieser  Ausdruck  verschwindet  in  der  Regel  nicht;  die  Welle  ist  dem- 
gemäß auf  der  Rückseite  nicht  scharf  abgegrenzt,  wie  es  auf  der 
Vorderseite  ist,  sondern  sie  hat  vielmehr  eine  Art  ,yScWq9pe'^*),  deren 

Form,  wenn  t groß  gegen  r  ist,  durch  die  Gleichung 


1)  Vom  analytischen  Standpunkt  ist  zu  bemerken,  daß  fObr  jPo  =  0  die  Glei- 
chung (4)  in  der  Form 

geschrieben    werden    kann,    und    daß    Formel   (17)   aus   einem    Aggregat    von 
Lösungen  vom  bekannten  Typus 

{*'  +  y'  +  (^«)'l"* 

besteht. 

2)  Das  Vorhandensein  der  Schleppe  im  Falle  zylindrischer  elektrischer 
Wellen  ist  schon  von  Heaviside  festgestellt  worden,  Phü,  Mag.  (6),  26,  1886 
{ElectriccU  Papers,  Bd.  II). 
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2x<p — T  (f{6)de  (18) 

bestimmt  wird. 

Die  Erhebung  in  einem  beliebigen  Punkte  ist  durch  Gleichung  (3) 
gegeben,  nämlich 

Es  folgt,  daB 


ftdt-0, 


(20) 


Torausgesetzt,  daß  die  Anfangs-  und  Endwerte  Ton  9  yerschwinden. 
Es  kann  gezeigt  werden,  daß  dies  immer  der  Fall  sein  wird,  wenn 
f(t)  endlich  ist,  und  wenn  femer  das  Integral 


OD 


/ 


m  dt  (21) 


■OD 


konvergiert;  die  Bedeutung  dieser  Bedingungen  wird  aus  Gleichung  (6) 
ersichtlich.  Selbst  wenn  Pq  immer  positiv  ist  und  der  Fluß  in  der 
Nähe  des  Ursprunges  also  ^nzlich  nach  außen  gerichtet  ist,  wird 
folglich  die  WeUe,  welche  irgend  einen  Punkt  passiert,  nicht  ans 
einer  Erhebung  allein,  wie  es  bei  dem  entsprechenden  eindimensionalen 
Problem  sein  würde,  sondern  im  einfachsten  Falle  aus  einer  Erhebung 
und  einer  nachfolgenden  Senkung  bestehen. 

§  196.  1.  Die  einfachste  Annahme,  welche  wir  wohl  machen 
können,  ist  die,  daß  Pq  während  des  Intervalles  t  =*  —  t  bis  ^  »  -f-  t 
von  einem  konstanten  Werte  bis  zu  einem  anderen  wächst,  gemäß 
dem  parabolischen  Gesetze 


P,  =  Ä  +  B(t±Q, 


WO  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  i 
negativ  oder  positiv  ist.  Dies  gibt  /"  (0  ="  ±  1  >  f^Us  ein  konstanter 
Faktor  ausgelassen  wird.     Die  Reduktion  der  Formel 


r 
( 

00  c 


„gi  r.ff  (t  -  -^  cosh  m) du  =f f^^^^^  ^  (22) 

0  '  —  |(t_e)._^j 


ist  jetzt  sehr  einfach;  wir  finden 
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C 

r      '  c  e 

-  cosh-»  ^"tl^  -  2  cosh-»  "* ,  für  -  <  «  -  +  T 

- cosh-»  ^+— ^  -  2 cosh-i -'  +  cosh-i ?-^^m)    für  <> -  + 1 

r  r  r       '  c 


(23> 


Die  folgende  Figur,  mit  g  als  Ordinate  und  t  als  Abszisse  konstruiert, 
zeigt  den  Verlauf  der  Erhebung  g  in  einem  besonderen  Punkte 
(r  —  100 er),  während  die  Welle  über  ihn  geht.  Innerhalb  der  ge- 
zeichneten Strecke  zeigt  die  gleiche  Kurve  auch  ziemlich  genau  das 
Wellenprofil  nach  einer  Zeit  t,  welche  ungefähr  gleich  100  r  ist, 
wobei  natürlich  angenommen  wird,  daS  die  Fortpflanzung  Ton  recht» 

nach  links  geschieht.  Der 
y/^  Yorzeichenwechsel     und 

die     unbegrenzt     lange 
Schleppe    sind    zu    be- 
y  merken. 

\ 2.  Die  Figur   zeigt 

^  \       ;  ^ gewisse      Eigentümlich- 

\    Y  keiten,   welche  von  den 

^  Unstetigkeiten  der  Funk- 

tion  /"(/)  herrühren.  Eine 
Einzelwelle,  frei  von  jeder  Diskontinuität,  wird  erhalten,  wenn  wir 
annehmen,  daS 

was  bewirkt,  daß  P,  von  einem  konstanten  Wert  bis  zu  einem  anderen 
gemäß  dem  Gesetze 

P,~Ä  +  B tang-i  I  (25> 

wächst.  Der  störende  Druck  hat  jetzt  keinen  bestimmten  Anfang 
oder  Ende,  aber  der  Zeitraum,  innerhalb  dessen  er  merklich  ist,  kann 
beliebig  klein  gemHcht  werden,  indem  man  r  klein  werden  laßt.  Zum 
Zwecke  der  Ausrechnung  ist  es  passend, 

m  -  r:^  (26> 

anstatt  Gleichung  (24)  zu  nehmen  und  am  Schlüsse  nur  den  ima- 
ginären Teil  beizubehalten.    Wir  haben  dann 

OD  1 


„g,  =.  T— ^'^ 2  f—- ^— ^^ , 

Jr    * cosh  u  —  ir         ^  t it  —  lt-\ ix)  e* 

C  C  \  C  / 


(27) 
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wo 

Wir  schreiben  jetzt 


z  B-  tangh  ^  u. 


c 


(28) 


wobei  wir  annelimen    können,    daß  a,  1)  positiv   sind,   und    dafi    die 
Winkel  a,  ß  zwischen  0  und  \%  liegen.     Da 

er  er       \'  (^9) 

t««»g2«  =  ^-^^,       taug  2/J  =  ^^q^  ) 

80  folgt,  daß  a^hy  je  nachdem  ^  ^  0,  und  daß  immer  a  >  /3.     Mit 
dieser  Schreibweise  finden  wir 


h 


Um  den   Logarithmus   zu  deuten,   können  wir   in   der   Ebene    einer 
komplexen  Yariabeln  e  die  Punkte 

ins  Auge  fassen.    Da  das  Integral   in  dem  zweiten  Glied  der  Glei- 


chung (30)  längs  der  Linie  0/  zu  nehmen  ist,  so  lautet  der  passende 
Wert  des  dritten  Gliedes: 

^{(logJJ  +  iOP7)-(log^-i.O(27)), 

WO  reelle  Logarithmen  und  positive  Werte  der  Winkel  vorausgesetzt 
sind.  Wir  finden  daher,  wenn  wir  alles  außer  dem  imaginären  Teile 
weglassen, 

2«9  -  '^^^  log  i-S  +  "-^^®  («  -  m)  (31) 


ah 


IQ 


ah 
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als  die  Lösung,  welche  einer  Quelle  von  der  Form  (24)  entspricht. 
Hier  ist  ^  . 

^  U*  —  2  ah  cos  (a  —  ß  4-  &V 


IQ        \a*  —  2  a&  cos  (a  —  ft  +  &' 


(32) 


WO  die  Werte  Ton  a,  hy  a,  ß,   durch  r  und  ^  ausgedrückt,  aus  den 
Gleichungen  (29)  zu  nehmen  sind. 

Es  wird  genügen,  den  Verlauf  des  wichtigsten  Teiles  der  Welle 
zu  verfolgen,  während  sie  über  einen  Punkt  geht,  dessen  Abstand  r 
vom  Ursprungspunkt  groß  gegen  cz  ist.   Wenn  wir  uns  auf  die  Zeiten 

beschränken,   zu  welchen  t klein  gegen  —  ist,  so  wird  a  klein 

gegen  &,  PIQ  wird    ein   kleiner  Winkel,   und  IP :  IQ   wird   nahezu 
gleich  1  sein.    Wenn  wir 


^  =  — }-  r  tang  rj 


(33) 


setzen,  so  werden  wir  annähernd 


^V  \ 


a  =  ]/r  sec  rj 

haben;  die  Formel  (31)  reduziert  sich  auf 

2^9>  ^^^^^^^^^^  (t)*^^^  (^^  ""  ^^)  Vcos  ri. 
Die  Erhebung  g  ist  dann  näherungsweise  durch  die  Gleichung 

gegeben.  Die  nebenstehende  Figur 
stellt  die  Beziehung  zwischen  ^ 
und  t  dar,  wie  sie  durch  diese 
Formel  bestimmt  wird.^)  Der  Ver- 
gleich mit  derjenigen  auf  S.  351 
zeigt,  wie  die  Sonderheiten  infolge 
der  jetzt  gemachten  natürlicheren 
Annahmen  über  den  Verlauf  der 
Quelle  verschwunden  sind. 


(34) 


(35) 


(36) 


1)  Die  in  der  Figur  mit  —  1,  0,  -f- 1  bezeichneten  Punkte  entsprechen  den 


T  TT 

Zeiten  -  —  r,  bzw.    - ,  bzw. 1-  t. 

c  c  c 

Lamb,  Hydrodynamik. 
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§  197.  Wir  gehen  dazu  über,  den  Fall  einer  kugelförmigen 
Wasserschicht  oder  eines  Meeres  zu  betrachten,  welches  eine  feste 
Kugel  bedeckt.  Wir  wollen  zunächst  annehmen,  daß  die  Kugel  nicht 
rotiert,  und  wir  wollen  vorläufig  auch  die  gegenseitige  Anziehung  der 
Wasserteilchen  Temachlässigen.  Die  mathematischen  Bedingungen 
der  Aufgabe  sind  dann  genau  dieselben  wie  bei  dem  akustischen 
Problem  der  Schwingungen  einer  kugelförmigen  Luftschicht.^) 

Es  sei  a  der  Radius  der  Kugel,  h  die  Tiefe  der  Flüssigkeit;  wir 
nehmen  an,  daß  h  gegen  a  klein  ist,  aber  noch  nicht,  daß  es  gleich- 
formig  ist.  Die  Lage  eines  Punktes  auf  der  Fläche  sei  durch  die 
Winkel  0,  o  bestimmt,  und  es  sei  u  die  Geschwindigkeitskomponente 
der  Flüssigkeit  in  diesem  Punkt  längs  des  Meridians  in  Richtung  des 
wachsenden  d,  und  t;  die  Komponente  längs  des  Breitenkreises  in  der 
Richtung  des  wachsenden  o.  Femer  bezeichne  g  die  Erhebung  der 
freien  Oberfläche  über  das  ungestörte  Niveau.  Wir  nehmen  aus  den 
Gründen,  die  in  §  171  auseinandergesetzt  wurden,  an,  daß  die  hori- 
zontale  Bewegung  für  alle  Punkte  einer  Yertikallinie  dieselbe  ist;  dann 
lautet  die  Kontinuitätsgleichung: 

^  (uha  sin  ed(o)dd  +  ^^  {vhade)d(o  =  —  a  sin  Ö*w  •  adO  •  |^, 

wo  die  linke  Seite  den  Fluß  aus  dem  prismatischen  Raum  miBt^ 
welcher  auf  dem  Flächenelement  a  Binddco  -  add  steht,  während  das 
rechte  Glied  die  Volumenverminderung  der  eingeschlossenen  Flüssig- 
keit infolge  des  Sinkens  der  Oberfläche  darstellt.     Deshalb  ist 

a?  ^  _  _1_  f  a  (huBin 6)       d{hv)\  .   . 

dt  asinö  l         dB  "*"     da    1*  ^    * 

Wenn  wir  die  Glieder  zweiter  Ordnung  in  u  und  v  vernach- 
lässigen, so  lauten  die  Bewegungsgleichungen  nach  denselben  Prinzipien 
wie  in  den  §§  168  und  187: 

dt         ^  ade     ade 

cv_^_     _dj ^_r  ^^ 

dt  ^  a^mecoi       asin^aoo' 

wo  Sl  das  Potential  der  äußeren  Kräfte  bezeichnet. 
Wenn  wir  _       o 

S  =  f  (3> 

setzen,  kann  dies  folgendermaßen  geschrieben  werden: 

££ 9_.l.cf_W 

dt  asmedet^^       ^' 


1)  Dargestellt  in  Lord  Bayieighs  Theory  of  Sound,  Kap.  XVm. 
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Ans  den  Gleichungen  (1)  nnd  (4)  können  wir  u  und  v  eliminieren 
und  erbalten  so  eine  Gleichung  in  g  allein. 

Im  Falle  einer  einfachen  Schwingung  lautet  der  Zeitfaktor  ff^^*-^'\ 
und  die  Gleichungen  erhalten  die  Formen 

w i_  (dikuBinO)       dQiv)\  .X 

^"■«rasinöl        dB        "^    d(o    T  W 

§  198.  Wir  wollen  jetzt  insbesondere  den  Fall  gleichmäßiger 
Tiefe  betrachten.  Um  die  freien  Schwingungen  zu  finden,  setzen 
wir  £  =  0.  Die  Gleichungen  (5)  und  (6)  des  vorhergehenden  Para- 
graphen führen  dann  auf 

Dies  ist  der  Form  nach  mit  der  allgemeinen  Gleichung  der  Kugel- 
fiächenfunktionen  identisch  (siehe  Gleichung  (2)  des  §  83).  Wenn 
wir  also 

setzen,  so  wird 

6  -  Sn  (3) 

eine  Lösung  von  (1)  sein,  wobei  S^  die  allgemeine  Eugelflächen- 
funktion  von  der  Ordnung  n  ist. 

Es  war  in  §  86  auseinandergesetzt,  daß  S^  nur  dann  auf  der 
ganzen  Kugel  endlich  sein  kann,  wenn  n  eine  ganze  Zahl  ist.  Für 
einen  Ozean,  der  die  ganze  Kugel  bedeckt,  ist  also  die  Gestalt  der 
freien  Oberfläche  bei  einer  Normalschwingung  in  jedem  Augenblick 
die  eines  ,^rmonischen  SphäroidS^' 

r  =  a  +  h  +  S^co8{6t  +  s),  (4) 

und  die  Frequenz  ist  durch 

<}={nin  +  i))^y^  (5) 

gegeben,  wo  n  ganzzahlig  ist. 

Die  Beschaffenheit  der  verschiedenen  Normalschwingungen  wird  am 
besten  aus  der  Betrachtung  der  Knotenlinien  {S^  =  0)  der  freien  Ober- 
fläche erschlossen.  So  ist  in  den  Lehrbüchern  über  Kugelfunktionen  ^) 
gezeigt,    daß    die    einfache   Kugelfunktion   P„(ft)   für   n    reelle   und 


1)  LiteratumachweiBe  Biehe  auf  S.  126. 

28* 


356  Vin  Flutwellen. 

verschiedene  Werte  von  [i  zwischen  +  1  und  —  1  verschwindet,  sodaß 
wir  in  diesem  Falle  n  Breitenkreise  als  Enotenlinien  haben.  Wenn  n 
eine  ungerade  Zahl  ist^  so  fällt  eine  derselben  mit  dem  Äquator  zu- 
sammen.    Im  Falle  der  tesseralen  Funktion 


/1  jxi.  ^-P»COS\ 


SCJ 


verschwindet  der  zweite  Faktor  f&r  n  —  s  Werte  von  fi,  und  der  trigono- 
metrische Faktor  für  2  5  Werte  von  o,  welche  gleiche  Abstände  von- 
einander haben.  Die  Knotenlinien  bestehen  deshalb  aus  n  —  s  Breiten- 
kreisen und  2  s  Meridianen.  In  gleicher  Weise  hat  die  sektorielle 
harmonische  Funktion 

/i  aUn  cos  \ 

^  -^     sin  J 

2  n  Meridiane  als  Enotenlinien. 

Dies  sind  jedoch  ganz  spezielle  Fälle;  da  es  nämlich  2n+l 
unabhängige  Kugelflächenfunktionen  von  einer  ganzzahligen  Ordnung  n 
gibt,  und  da  die  Frequenz,  nach  Gleichung  (5)  bestimmt,  fiir  jede  von 
diesen  die  nämliche  ist,  so  herrscht  eine  entsprechende  Unbestimmt- 
heit betreffs  der  Beschaffenheit  der  Normalschwingungen  und  der  An- 
ordnung der  Knotenlinien  bei  denselben. 

Wir  können  femer  durch  Superposition  verschiedene  Arten  fort- 
schreitender Wellen  darstellen;  nehmen  wir  z.  B.  eine  sektorielle  har- 
monische Funktion,  so  erhalten  wir  eine  Lösung,  wo 

g  =  C(l  -  fi«)*"  cos  (wo  -  6t  +  f);  (6) 

dies  gibt  eine  Reihe  von  meridionalen  Kämmen  und  Furchen,  welche 
sich  um  die  Kugel  herum  bewegen,  wobei  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit, am  Äquator  gemessen, 

ist.  Es  läßt  sich  leicht  erkennen,  daß  die  Bahnen  der  Teilchen  jetzt 
Ellipsen  sind,  deren  Hauptachsen  mit  den  Richtungen  der  Meridiane 
bzw.  Breitenkreise  zusammenfallen.  Am  Äquator  reduzieren  sich  diese 
Ellipsen  auf  gerade  Linien. 

Im  Falle  w  =  1  ist  die  Kugelfunktion  stets  eine  einfache.  Das 
harmonische  Sphäroid  ist  dann  bis  auf  unseren  Grad  der  Annäherung 
eine  Kugel,  welche  zu  der  festen  Kugel  exzentrisch  ist.  Es  ist  jedoch 
wesentlich,  zu  bemerken,  daß  dieser  Fall,  streng  genommen,  in  unsere 
Untersuchung  nicht  eingeschlossen  ist,  außer  wenn  wir  uns  eine 
Zwangskraft  vorstellen,  welche  auf  die  feste  Kugel  wirkt  und  sie  in 
Ruhe  hält.  Denn  die  betreffende  Deformation  der  freien  Oberfläche 
würde   eine  Verschiebung    des   Mittelpunktes    der  Wassermasse   und 
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folglicli  eine  Rückwirkung  aaf  die  Kugel  bedingen.  Eine  genaue 
Theorie  für  den  Fall,  wo  die  Kugel  frei  ist,  wäre  leicht  aufzustellen; 
die  Sache  hat  aber  wenig  Bedeutung^  erstens,  weil  in  einem  solchen 
Falle,  wie  in  dem  der  Erde,  die  Trägheit  der  Kugel  ungeheuer  groß 
gegen  diejenige  des  Ozeanes  ist,  und  zweitens,  weil  in  der  Natur  in  der 
Regel  keine  Störungskräfte  auftreten,  welche  eine  Deformation  dieser 
Art  erzeugen  könnten.  Es  ergibt  sich  z.  B.,  daß  das  erste  Glied  in 
dem  Ausdruck  für  das  fluterzeugende  Potential  der  Sonne  oder  des 
Mondes  eine  Kugelfunktion  zweiter  Ordnung  ist  (siehe  den  Anhang 
zu  diesem  Kapitel). 

Wenn  n  =  2  ist,  so  ist  die  freie  Oberfläche  in  jedem  Augenblick 
nahezu  ein  Ellipsoid.  Die  entsprechende  Periode,  wie  sie  aus  Glei- 
chung (5)  gefunden  wird,  ist  dann  das  0,816-fache  derjenigen,  welche 
der  analogen  Schwingung  für  einen  Kanal  am  Äquator  zukommt 
(§  180). 

Für  große  Werte  von  n  ist  der  Abstand  von  einer  Knotenlinie 
zur  anderen  klein  gegen  den  Radius  der  Kugel,  und  die  Schwingungen 
geschehen  dann  ungefähr  so  wie  auf  einer  ebenen  Wasserfläche.  Z.  B. 
nähert  sich  die  Geschwindigkeit  der  sektoriellen  Wellen  am  Äquator, 
welche  durch  Gleichung  (6)  dargestellt  werden,  für  wachsendes  n  dem 
Werte  Ygh,  in  Übereinstimmung  mit  §  169. 

Durch  einen  Vergleich  der  vorangehenden  Untersuchung  mit  der 
allgemeinen  Theorie  des  §  167  werden  wir  aus  rein  physikalischen 
Gründen  zu  dem  Schlüsse  geführt,  daß  es  möglich  sein  muß,  einen 
beliebigen  Wert  von  g  durch  eine  Reihe  einfacher  Kugelfunktionen,  etwa 


OD 


0 

auszudrücken,  wobei  die  Koeffizienten  der  verschiedenen  unabhängigen 
harmonischen  Funktionen  die  Normalkoordiuaten  des  Sjstemes  sind. 
Da  ferner  die  Produkte  dieser  Koeffizienten  aus  den  Ausdrücken  für 
die  kinetische  imd  potentielle  Energie  verschwinden  müssen,  werden 
wir  zu  den  orthogonalen  Eigenschaften  der  Kugelfunktionen  geführt, 
welche  in  §  87  er»vähnt  sind.  Die  wirkliche  Berechnung  der  Energie 
wird  im  nächsten  Kapitel  gelegentlich  einer  unabhängigen  Behand- 
lung des  Problems  gegeben  werden. 

Die  Wirkung  einer  einfach  harmonischen  Störungskraft  kann 
sogleich  aus  der  Formel  (13)  des  §  167  hingeschrieben  werden.  Wenn 
der  Wert  von  ß  auf  der  Oberfläche  in  die  Form 

£1  =  2:£l„  (8) 

entwickelt  wird,  wo  Sl„  eine  Kugelflächenfunktion  von  der  ganz- 
zahligen Ordnung  n  ist,  so  sind  die  verschiedenen  Glieder  Normal- 
komponenten der  Kraft  in  dem  allgemeinen  Sinne  des  §  135.  Der  Wert 
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Ton  g  nach  der  Gleichgewichtstheorie;  welcher  irgend  einem  Gliede  Si^ 
entspricht^  ist 

&.  =  -7ß.-  (9) 

Für  die  erzwungene  Schwingung,  welche  von  diesem  Gliede  herrührt, 
haben  wir  folglich 

&.  =  -^_'^^,  (10) 

WO  6  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Störungskrafb  und  6^  diejenige  der 
entsprechenden  freien  Schwingung  mißt,  wie  sie  durch  Gleichung  (5) 
gegeben  ist.  Es  besteht  natürlich  keine  Schwierigkeit,  Gleichuug  (10) 
unmittelbar  aus  den  Gleichungen  des  vorigen  Paragraphen  abzuleiten. 

§  199.  Wir  haben  bisher  die  gegenseitige  Anziehung  der  Teil- 
chen der  Flüssigkeit  vernachlässigt.  In  dem  Falle  eines  Meeres,  das  die 
ganze  Kugel  bedeckt,  und  unter  den  Verhältnissen  der  Dichte,  wie  wir 
sie  bei  der  wirklichen  Erde  und  dem  Ozean  antreffen,  ist  diese  nicht 
unbedeutend.  Um  ihre  Wirkung  im  Falle  der  freien  Schwingungen 
zu  untersuchen,  brauchen  wir  nur  statt  Sl^  in  der  letzten  Formel  das 
Potential  für  die  Gravitation  des  gestörten  Wassers  zu  setzen.  Wenn 
die  Dichte  desselben  mit  q  bezeichnet  wird,  während  Qq  die  mittlere 
Dichte  von  Erde  und  Wasser  zusammen  bezeichnet,  haben  wir^) 

"  2n+l*'«  ^^^'^ 

und 

(/  =  iy^a9oy  •       (12) 

wo  y  die  Gravitationskonstante  ist,  also 

Än  =  -  ,    V-1  •  ^    K-  (13) 

Durch  Einsetzen  in  (10)  finden  wir 

WO  6^  jetzt  gebraucht  ist,  um  die  tatsächliche  Winkelgeschwindigkeit 
der  Schwingung,  und  6^',  um  die  Winkelgeschwindigkeit  zu  bezeichnen, 
welche  auf  Grund  der  früheren  Voraussetzung,  nämlich  ohne  Berück- 
sichtigung der  gegenseitigen  Anziehung,  berechnet  wurde.  Folglich  ist 
die  korrigierte  Winkelgeschwindigkeit  durch  die  Formel 


1)  Siehe    z.  B.  Routh,    Analytical  Statics,   2.  Aufl.,   Bd.  II,   S.  146  —  147, 
Cambridge  1902. 
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gegeben.»)  ^    ^^    ^\        ^n  +  i  ,J  a»  ^     ^ 

Für  eine  elliptisclie  Schwingung  (n  =  2)  und  fftr  —  —  0,18  (wie 

im  Fall  der  Erde),  finden  wir  aus  Gleichung  (14),  daß  infolge  der 
gegenseitigen  Anziehung  die  Frequenz  im  Verhältnis  0,94  zu  1  ver- 
ringert wird. 

Die  langsamste  Schwingung  würde  dem  Werte  n  ==  1  entsprechen, 
aber  wie  eben  angedeutet  wurde,  würde  es  in  diesem  Falle  nötig  sein, 
sich  eine  Kraft  zu  denken,  welche  auf  die  Erde  wirkt  und  sie  in  der 
Ruhelage  erhält.  Wenn  dies  vorausgesetzt  wird,  so  ergibt  sich  aus 
Gleichung  (15),  daß  für  Q>  Qq  der  Wert  von  6^^  negativ  ist.  Die 
Ereisfunktion  von  t  wird  dann  durch  reelle  Exponentialfunktionen 
ersetzt;  dies  zeigt,  daß  die  Konfiguration,  bei  welcher  die  Oberfläche 
des  Meeres  eine  zur  Erde  konzentrische  Kugel  bildet,  labil  ist.  Da 
die  Einführung  eines  Zwanges  auf  Stabilität  hinwirkt,  so  schließen 
wir,  daß  für  Q^  Qq  das  Gleichgewicht  um  so  mehr  labil  ist,  wenn  die 
Erdkugel  frei  ist.  In  dem  äußersten  Fall,  wo  angenommen  würde, 
daß  die  Kugel  selbst  keine  Anziehungskrafb  ausübt,  ist  klar,  daß  das 
WsMser  nach  gestörtem  Gleichgewicht  unter  dem  Einfluß  dissipativer 
Kräfte  darnach  streben  würde,  sich  zu  einer  Kugelmasse  zusammen- 
zuziehen, wobei  der  Kern  ausgestoßen  würde. 

Es  ergibt  sich  aus  §  167  imd  wäre  sonst  leicht  zu  bestätigen, 
daß  die  erzwungenen  Schwingungen  infolge  einer  gegebenen  perio- 
dischen Störungskraft,  wenn  die  Gravitation  des  Wassers  in  Rechnung 
gezogen  wird,  immer  durch  die  Formel  (10)  gegeben  sind,  voraus- 
gesetzt, daß  £1^  jetzt  das  Potential  der  äußeren  Kräfte  allein  bezeichnet 
und  6^  den  durch  Formel  (15)  gegebenen  Wert  besitzt. 

§  200.  Die  Schwingungen  eines  Meeres,  das  von  Meridianen  oder 
von  Breitenkreisen  oder  von  beiden  begrenzt  ist,  können  auch  durch 
das  gleiche  Verfahren  behandelt  werden.^)  Die  Kugelfunktionen,  die 
dann  auftreten,  sind  jedoch  in  der  Regel  nicht  mehr  von  ganzzahliger 
Ordnung,  und  es  ist  demgemäß  schwierig,  numerische  Resultate  ab- 
zuleiten. 

Im  Falle  eines  Meeres,  welches  von  zwei  Breitenkreisen  begrenzt 
wird,  setzen  wir 

t^{Äp{(i)  +  Bqii.)}^^]8ay,  (1) 

1)  Dieses  Resultat  gab  Laplace,  M^canique  Celeste,  1.  Buch,  §  1,  1799.  Die 
freien  und  erzwungenen  Schwingungen  von  dem  Typus  n  »*  2  wurden  schon  vorher 
untersucht,  nämlich  in  seinen  ,,Recherches  sur  quelques  points  du  sjstäme  du 
monde**,  MSm.  de  VAcad.  roy.  des  Sciences,  1775  (1778);  {CEuvres  CompUtes,  Bd.  IX, 
8.  109  ff.). 

2)  Yergl.  Lord  Rayleigh,  {.  c,  S.  864. 
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wo  |x  =-  cos  0  ist,  und  p  (ft),  q  (ft)  die  beiden  Funktionen  von  ft  sind, 

welche  (1  —  [i^y  als  Faktor  enthalten  und  durch  die  Formel  (2)  des 
§  86  gegeben  sind.  Es  ist  zu  bemerken,  daß  i>(fi)  eine  gerade  und 
q(ji)  eine  ungerade  Funktion  von  (i  ist. 

Wenn  wir  die  Grenzkreise  durch  Indizes  unterscheiden,  so  lauten 
die  Grenzbedingungen  so,  daß  m  »  0  für  fi  ^  fii  und  (i  ^  (i^  ist.  Für 
die  freien  Schwingungen  gibt  dies  nach  Gleichung  (6)  des  §  197 

Äp'{!i,)  +  Bq'ift,)  =  0,  (2) 

Ap'{!i,)  +  Bq'((i,)  =  0,  (a) 

folglich 


welches  die  zulässigen  Werte  von  n  bestimmt.  Die  Werte  von  ts^ 
welche  den  verschiedenen  Wurzeln  entsprechen,  sind  wie  vorher  durch 
Gleichung  (5)  des  §  198  gegeben. 

Wenn  die  beiden  Grenzlinien  gleiche  Entfernung  vom  Äquator 
haben,  so  ist  ^  »  —  /i^.  Die  obigen  Lösungen  zerfallen  dann  in  zwei 
Gruppen;  für  eine  derselben  haben  wir  nämlich 


und  für  die  andere 


(5) 


(6) 


In  dem  ersteren  Falle  hat  g  den  gleichen  Wert  filr  zwei  Punkte^ 
welche  zueinander  symmetrisch  in  Bezug  auf  den  Äquator  liegen;  im 
letzteren  Falle  sind  die  Werte  in  diesen  Punkten  numerisch  gleich^ 
aber  von  entgegengesetztem  Vorzeichen. 

Wenn  wir  uns  denken,  daß  eine  der  Grenzlinien  zu  einem  Punkt 
(etwa  jiij  =  1)  zusammengezogen  wird,  so  gelangen  wir  zu  dem  Falle 
eines  kreisförmigen  Beckens.  Die  Werte  von  pil)  und  q'(l)  sind 
unendlich,  aber  ihr  Verhältnis  kann  mit  Hilfe  der  Formeln  des  §  84 
berechnet  werden.  Dies  ergibt  nach  Gleichung  (3)  das  Verhältnis  Ä :  -ß, 
und  durch  Einsetzen  in  Gleichung  (2)  erhalten  wir  die  Gleichung  zur 
Bestimmung  von  n.  Eine  einfachere  Methode  zur  Behandlung  dieses 
Falles  besteht  jedoch  darin,  von  einer  bekannten  Lösung  auszugehen, 
die  in  dem  Pol  ^  =  1  endlich  ist,  was  auch  immer  der  Wert  von  n 
sein  mag.  Dies  erfordert  einen  Wechsel  der  Veränderlichen,  betreflFs 
deren  Wahl  einige  Willkür  besteht. 

Wir  könnten  z.  B.  den  Ausdruck  für  P/  (cos  d)  aus  Gleichung  (6) 
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des    §   86    nehmen    und    n    durch    die    Bedingung    zu    bestimmen 
suchen,  daß 

Ap^.(cose)  =  0  (7) 

für  e^e^}) 

Macht  man  den  Radius  der  Kugel  unendlich  groß,  so  gelangt  man 
wieder  zu  dem  Problem  der  ebenen  Wasserschicht  (§  189).*)  Der 
Verlauf  des  Überganges  wird  aus  §  100  verständlich  sein. 

Wenn  die  betrachtete  Wasserschicht  Ton  zwei  Meridianen  (mit 
oder  ohne  Breitenkreisen),  z.  B.  0  =  0  imd  ©  =  a  begrenzt  wird,  so 
beschränkt  uns  die  Bediugung,  daß  für  diese  i;  =»  0  ist,  auf  den 
Faktor  cos  S(o  und  gibt  überdies  sa  =^  rmi,  wo  m  eine  ganze  Zahl 
ist.  Dies  bestimmt  die  zulässigen  Werte  von  Sj  welche  im  allgemeinen 
keine  ganzen  Zahlen  sind.') 

G^eseiten  auf  einer  rotierenden  Wasserfläohe. 

§  201.  Die  Theorie  der  Gezeiten  einer  ausgedehnten  Wasser- 
schicht wird  bei  Berücksichtigung  der  Erdrotation  bedeutend  er- 
schwert. Wenn  wir  annehmen  könnten,  daß  die  Perioden  der  freien 
Schwingungen  imd  der  Störungskräfte  im  Vergleich  zu  einem  Tag 
klein  wären,  so  könnten  zwar  die  Torangehenden  Untersuchimgen  als 
eine  erste  Annäherung  gelten,  aber  diese  Bedingungen  sind  unter  den 
wirklichen  Verhältnissen  der  Erde  bei  weitem  nicht  erfüllt. 

Die  Schwierigkeiten,  welche  sich  aufdrängen,  wenn  wir  die 
Rotation  in  Rechnung  ziehen  wollen,  haben  ihren  Ursprung  darin, 
daß  ein  bewegtes  Teilchen,  welches  seine  geographische  Breite  wech- 
selt, bestrebt  ist,  sein  Drehungsmoment  um  die  Erdachse  unverletzt 
zu  behalten,  und  somit  seine  Geschwindigkeit  senkrecht  zum  Meridian 
zu  ändern.  Dieser  Umstand  macht  sich  übrigens  der  Hadleyschen 
Theorie^)  gemäß  bei  den  Passatwinden  geltend.  Dessen  Bedeutung 
für  die  Theorie  der  Gezeiten  scheint  zuerst  Maclaurin  erkannt  zu 
haben.  ^) 

Infolge  der  imgeheuren  Trägheit  des  festen  Erdkörpers  gegen 
diejenige  des  Ozeanes  ist  die  Rückwirkung  der  Gezeiten  auf  periodische 
Veiunderungen   der  Rotationsgeschwindigkeit   hin  völlig   unmerklich. 


1)  Diese  Frage  ist  von  Macdonald  erörtert  worden,  JFVoc.  Lond.  Math. 
Soc,  31,  8.  264,  1899. 

2)  Vergl.  Lord  Rayleigh,  Theory  of  Sound,  §§  336  und  338. 

3)  Der  Leser,  welcher  das  Studium  der  Aufgabe  nach  dieser  Richtung  hin 
weiter  treiben  will,  sei  auf  Thomson  und  Tait  verwiesen:  Natural  FhUosophy, 
2.  Aufl.,  Anhang  B,  „Spherical  Harmonie  Analysis^^ 

4)  „The  Cause  of  the  General  Trade  Windes*',  Phü.  Trans.,  1786. 

5)  De  Causa  Physich.  Fluxus  et  Refluzus  Maris,  Prop.  VII:  „Motus  aquae 
turbatur  ex  inaequali  velocitate  qua  corpora  circa  axem  Terrae  motu  diumo 
deferuntur**  (1740). 
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Diese  Rotationsgeschwindigkeit  soll  dämm  als  konstant  betrachtet 
werden.^) 

Die  Theorie  der  kleinen  Schwingungen  eines  Systemes  um  einen 
Zustand  des  relativen  Gleichgewichtes  in  Bezug  auf  einen  starren 
Körper,  welcher  mit  konstanter  Winkelgeschwindigkeit  um  eine  feste 
Achse  rotiert,  unterscheidet  sich  in  einigen  wichtigen  Einzelheiten 
Ton  der  Theorie  der  kleinen  Schwingungen  um  einen  absoluten 
Gleichgewichtszustand,  welche  in  §  167  besprochen  wurde.  Es  emp- 
fiehlt sich  also,  derselben  einige  Seiten  zu  widmen,  bevor  man  zur 
Behandlung  besonderer  Aufgaben  übergeht. 

§  202.  Wir  wollen  rechtwinklige  Achsen  (x,  y,  e)  zu  Grunde 
legen,  welche  in  Bezug  auf  den  rotierenden  Körper  fest  sind,  wobei 
die  jer-Achse  mit  der  Rotationsachse  zusammenfallen  soll,  und  es  sei  cd 
die  Winkelgeschwindigkeit  der  Rotation.  Die  Bewegungsgleichungen 
eines  Teilchens  m  in  Bezug  auf  die  bewegten  Achsen  sind  bekanntlich 

m(x  —  2  (Dy  —  cj^x)  =  X 

m(y  +  2a)i-(D«y)  =  r  },  (1) 

mz  =  Z 

wo  X,  T,  Z  die  Kraftkomponenten  sind.     Hieraus  leiten  wir 

Zm(jJcAx  +  yAy  +  zAz)  +  2(o2Jm(xAy  —  yAx) 

—  (o^Zm  (xAx  +  yAy)  =  i:{XAx  +  YAy  +  ZAz) 

ab,  wo  das  Symbol  A  die  gleiche  Bedeutung  wie  in  §  135  hat. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  daß  die  relativen  Koordinaten  (ic,  y,  a) 
jedes  Teilchens  durch  eine  gewisse  Anzahl  unabhängiger  Größen 
?i7  &7  ' '  '9  ^n  ausgedrückt  werden  können,  und  wir  wollen 

schreiben.  Hier  bedeutet  9C  die  Energie  der  Relativbewegung,  welche 
als  eine  homogene  Funktion  zweiten  Grades  der  generalisierten  Ge- 
schwindigkeiten q^  anzusehen  ist,  deren  Koeffizienten  Funktionen 
der  generalisierten  Koordinaten  q^  sind;  Tq  hingegen  bezeichnet  die 
Energie  des  Systemes,  wenn  es  ohne  relative  Bewegung  in  der  Lage 
(ji,  g„  •  •  •,  gj  mit  dem  Körper  rotiert.  Wie  bei  dem  Beweis  der 
Lagrangeschen  Gleichungen  (vergl.  §  135)  finden  wir 


(2) 


^  r-A    ,  "A    ,  "A  \    /<* 3»    a«\ .     ,  /da«    aa:\ .    \ 


;(4) 


1)  Die  säkulare  Wirkung  der  Flutreibung  in  dieser  Beziehung  wird  sp&ter 
besprochen  werden  (Kap.  XI). 
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hingegen 

o'Zm  izAx  +  y Ay)  -  ||  Aq,  +  ^^|  Ag,  +  •  •  •  +  |g  Ag..    (5) 
Femer  ist 


2ej2:w(iAy  -  yAx)  =  (/Juäi  +  /3„3j  +  •  •  •  +  ßi,q,)  A^i 

+  (Ai3i  +  ßtti»  +  ■■■  +  A.?,)  A3, 

+ 

+  ißnl9l  +  ß^Qi  +  •  ■  ■  +  ßn»9n)  Mn 


(6) 


wo 

und  es  ist  besonders  zu  beachten,  daß 

ßr.--ß 


ß„^2co2:m-^yl  (7) 


tr 


(8) 


Schließlich  setzen  wir 
UiXAx  +  YAy  +  ZAe) l^r+Q,Aq,+  Q,Ag,+  '+Q^Aq,,    (9) 

wo  V  die  potentielle  Energie  und  Qd  Q2,  -  -  *,  Qn   die  generalisierten 
Komponenten  der  Störungskräfbe  sind. 

Wenn  wir  aus  den  Gleichungen  (4),  (5),  (6)  und  (9)  in  Glei- 
chung (2)  einsetzen  und  die  Koeffizienten  von  Äq^y  ^q%f  -  -  -,  A^^ 
einzeln  gleich  setzen ,  so  erhalten  wir  n  Gleichungen  yon  der  Form^) 

-äm-^^+Prtqi+ß^q,  +  --+ßmq. —  ^-ir-T,)  +  Q^.  (lo) 

Es  mag  erwähnt  werden,  daß  diese  Gleichungen  als  ein  besonderer 
Fall  der  Gleichungen  (24)  des  §  141  mit  Hilfe  des  §  142  erhalten 
werden  können,  indem  man  sich  yorstellt,  daß  der  feste  Körper  frei 
sei,  aber  ein  unendlich  großes  Trägheitsmoment  besitze. 

Die  Bedingungen  des  relativen  Gleichgewichts  bei  Abwesenheit 
von  Störungskräften  werden  erhalten,  wenn  man  in  Gleichung  (10) 
3i,  ^2,  •  •  •,  ^«  =  0  setzt,  oder  einfacher  aus  Gleichung  (2).  Auf  jede 
Weise  ergibt  sich 

3|(F-ro)  =  o,  (11) 

was  zeigt,  daß  der  Wert  von   V—  Tq  „stationär''  ist. 

Wenn  T  die  gesamte  kinetische  Energie  des  Systems  bezeichnet, 
also 

T^^2:m[(x^(oyy  +  (y  +  (oxy  +  e')^^  +  T^  +  (o2]m{xif-yx)  (12) 


1)  YeigL  Thomson  und  Tait,  Natwai  Fhüosophy,  2.  Anfl.,  Bd.  I,  S.  819. 
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ist,  so  folgt  im  Hinblick  auf  Gleichung  (1) 

-ii^  +  y-W  +  a>2:(xY-yX).  (13) 

Dies  muß  der  Arbeit  gleichgesetzt  werden,  welche  die  Störungskräfte 
pro  Zeiteinheit  leisten^  d.  h.  der  Größe 

a,i:{xY-  yX)  +  Q,q^  +  ^,  j,  +  . . .  +  Q^q^. 
Folglich  ist 

/,(«  +  F-  T„)  =  Q,q,  +  <?,ft  +  . . .  +  Q^q^.  (14) 

Dies  hätte  auch  aus  den  Gleichungen  (10)  abgeleitet  werden  können. 
Wenn  keine  Störungskräfte  rorhanden  sind,  haben  wir 

^  +  7-1^=^  konst.  (15) 

§  203.  Wir  wollen  jetzt  annehmen,  daß  die  Koordinaten  q^ 
so  gewählt  seien,  daß  sie  im  ungestörten  Zustande  verschwinden.  Im 
Falle  einer  kleinen  Störung  können  wir  dann  schreiben: 

29;  «  aii^i«  +  a„gj»  +  •  •  •  +  ^CL^iQigii  H ,  (1) 

2(F-  To)  -  <hiix  +  ^22«2'  +  •  •  •  +  2c,,3,g,  +  . . .,  (2) 

wo  die  Eoefßzienten  als  konstant  angesehen  werden  können.  Die 
Glieder  von  der  ersten  Ordnung  in  V  —  T^  sind  weggelassen  worden, 
zufolge  der  stationären  Eigenschaft. 

Um  die  Gleichungen  möglichst  zu  vereinfachen,  wollen  wir  weiter- 
hin annehmen,  daß  durch  eine  lineare  Transformation  jeder  dieser 
Ausdrücke,  wie  in  §  167,  auf  eine  Summe  von  Quadraten  zurück- 
geführt sei,  nämlich 

2a  =  a,^,>  +  a,^,«  +  ...  +  a„g„^  (3) 

2(F-  To)  ==  c,q,^  +  c,^h'  +  '"  +  c^n'-  (4) 

Die  Größen  g^,  q^  ....  q^  dürfen  als  die  „HauptJcoordinaten'^  des 
Systemes  bezeichnet  werden,  aber  wir  müssen  uns  hüten,  anzunehmen, 
daß  sie  so  einfachen  Gesetzen  unterliegen,  als  wenn  keine  Rotation 
vorhanden  wäre.  Die  Koeffizienten  a^,  »g,  .  .  .,  a„  und  Cj,  Cg,  . . .,  c^ 
können  die  ^yHauptkoeffizienten'^  der  Trägheit  bzw.  Stabilität  genannt 
werden.  Die  letzteren  Koeffizienten  sind  dieselben,  als  wenn  wir  die 
Rotation  außer  acht  ließen  und  dafür  fingierte  „Zentrifugalkräfte^^ 
(niG}^Xy  mo^y,  0)  einführten,  welche  auf  jedes  Teilchen  in  der  Rich- 
tung von  der  Achse  hin  wirken. 

Die  Gleichungen  (10)  des  vorhergehenden  Paragraphen  lauten 
in  dem  Falle  unendlich  kleiner  Bewegungen: 
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KQ2  +  ^ft  +  ßn9i  +  ßn9i  + 


+  ßlnQn  -  Ql 
+  An?«  -  Q2 


(5) 


<Qn  +  (^n9n  +  ßnA  +  ßnA%  +  ßnzQz  +  '  '  '  ^  Qn 

Wenn  wir  diese  der  Reihe  nach  mit  g^,  Qi)  •  -  -fin  multiplizieren 
und  addieren^  sowie  die  Beziehung 

ßrs  =  —  Ar 
herücksichtigen,  so  finden  wir 

d 


wie  bereits  ohne  Annäherung  bewiesen  wurde. 


(6) 


§  204.      Um  die   freien   Bewegungen   des    Systems    zu    unter- 
suchen, setzen  wir  in  Gleichung  (5) 

Qi-0,    (^2  =  0,  . . .,  (2„  =  0 

und  nehmen  an,  daß 

g,  =  Aie^t,    g,  -  Aj^t,  ...  ?,  =  Ä^t,  (7) 

nach  dem  üblichen  Verfahren   zur  Behandlung  linearer  ßleichongen. 
Durch  Einsetzen  finden  wir 


+  ß,,XA^  =  0 


(8) 


ßnMt  +  ßn»^^»  +  •■■  +  («.-l*  +  O  A^  =  O) 

Eliminieren  wir  die  Verhältnisse  Ä^i  A^:  .  . .  :A^,  so  erhalten  wir  die 
Gleichung 

a^A^  +  Ci,  As'l?--  ßm^ 


r21^f      %^'    r  ^?  •  •  • 


ß2n^ 


0, 


(9) 


oder,  wie  wir  der  Kürze  halber  gelegentlich  schreiben  werden, 

A(A)  =  0.  (10) 

Die  Determinante  A  (A)  fällt  unter  die  IQasse,  welche  von  Cayley 
als  „schiefe  Determinanten^^  bezeichnet  sind,  vermöge  der  Beziehungen 
(8)  des  §  202.  Wenn  wir  das  Vorzeichen  von  k  umkehren,  so  werden 
nur  die  Reihen  und  Spalten  vertauscht,  und  der  Wert  der  Deter- 
minante ist  darum  ungeändert.     Wenn  wir  daher  die  Gleichung  (9) 
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entwickeln  y  wird  sie  nur  geradzahlige  Potenzen  von  l  enthalten^  und 
die  Wurzeln  werden  aus  Paaren  von  der  Form 

bestehen. 

Damit  das  relative  Gleichgewicht   stabil   sei^   ist   es  wesentlich, 
daß  die  Werte  von  q  alle  Null  seien^  denn  sonst  würden  Glieder  von 

der  Form  e-^'cos<y^  und  e-^  %m6t  in  dem  reell  gemachten  Aus- 
druck für  irgend  eine  Koordinate  q^  auftreten.  Dies  würde  anzeigen, 
daß  eine  Schwingung  mit  bestandig  wachsender  Amplitude  möglich 
wäre. 

In  der  Theorie  des  absoluten  Gleichgewichtes,  welche  in  §  167 
besprochen  wurde,  war  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung 
für  das  Gleichgewicht  (in  dem  obigen  Sinne)  einfach  diejenige,  daß 
die  potentielle  Energie  in  der  Gleichgewichtslage  ein  Minimum 
sein  muß.  Im  vorliegenden  Falle  werden  die  Bedingungen  verwickelter^), 
aber  es  wird  leicht  eingesehen,  daß  das  Gleichgewicht  stabil  sein  muß, 
wenn  der  Ausdruck  für  V  —  T^  wesentlich  positiv  ist,  oder  mit  an- 
deren Worten,  wenn  die  Koeffizienten  c^,  Cji,  . .  .,  c„  in  Gleichung  (4) 
alle  positiv  sind.     Dies  folgt  sofort  aus  der  Gleichung 

3i;  +  (F-To)  =  kon8t.,  (11) 

welche  in  §  202  bewiesen  wurde.  Es  erhellt  nämlich,  daß  infolge  der 
eben  gemachten  Annahme  weder  ST  noch  V  —  T^  über  eine  gewisse, 
von  den  Anfangsbedingungen  abhängige  Grenze  wachsen  kann.  Es 
ist  zu  bemerken,  daß  diese  Schluß  weise  keineswegs  auf  Annäherungen 
beruht «) 

Folglich  ist  die  Stabilität  gesichert,  wenn  V  —  Tq  in  der  Lage 
des  relativen  Gleichgewichtes  ein  Minimum  ist.  Diese  Bedingung  ist 
aber  nicht  unumgänglich,  und  es  kann  (von  dem  jetzigen  Standpunkt 
aus)  Stabilität  stattfinden,  selbst  wenn  V—Tq  ein  Maximum  ist,  wie 
sogleich  in  dem  besonderen  Falle  von  zwei  Freiheitsgraden  gezeigt 
werden  soll.  Wenn  jedoch  das  System  irgendwelchen  dissipatiyen 
Kräften,  wie  klein  sie  auch  sein  mögen,  unterworfen  ist,  welche  die 
relativen  Koordinaten  Qi^  Q^,  -  -  -y  Qn  beeinflussen,  so  läßt  sich  beweisen, 
daß  das  System  nur  dann  dauernd  oder  säkular  stabil  sein  wird, 
wenn  V  —  Tq  ein  Minimum  ist. 


1)  Sie  wurden  von  Routh  untersucht,  „On  the  Stability  of  a  Given  State 
of  Motion^';  siehe  auch  seine  Advanced  Rigid  Dynamics,  Kap.  VI. 

2)  Diese  Schluß  weise  wurde  ursprünglich  von  Dirichlet,  und  zwar  auf  die 
Theorie  von  Schwingungen  um  eine  absolute  Gleichgewichtsluge  (§  167),  ange- 
wendet, „Über  die  Stabilität  des  Gleichgewichts'',  CreUes  Juum.y  82,  1S46 
{WtrkCy  Berlin,  1889—97,  Bd.  ü,  S.  8). 
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Es  ist  das  Charakteristische  solcher  Kräfte,  daß  die  Arbeit,  die 
sie  an  dem  System  verrichten,  immer  negativ  ist.  Folglich  wird  nach 
Gleichung  (6)  der  Ausdruck  Ä  +  ( F  —  Tq)  in  algebraischem  Sinne 
beständig  abnehmen,  solange  eine  Relativbew^ung  des  Systemes 
vorhanden  ist.  Wenn  also  das  System  sich  anfänglich  in  relativer 
Ruhe  in  einer  Konfiguration  befand,  wo  V—  Tq  negativ  ist,  so 
würde  der  obige  Ausdruck,  und  um  so  mehr  der  Teil  F  —  Tq,  beständig 
wachsende  negative  Werte  annehmen,  was  nur  dadurch  geschehen 
kann,  daß  das  System  sich  immer  mehr  aus  seiner  Gleichgewichtslage 
entfernt.  ^  ^ 

Auf  diesen  wichtigen  Unterschied  zwischen  gewöhnlicher  oder 
kinetischer  und  säkularer  oder  praktischer  Stabilität  wurde  zuerst 
von  Thomson  und  Tait  aufmerksam  gemacht.^)  Es  ist  zu  beachten, 
daß  obiger  Beweis  eine  konstante  Rotationsgeschwindigkeit  o  voraus- 
setzt, welche  nötigenfalls  durch  einen  besonderen  Kraftaufwand  an 
dem  bewegten  Körper  aufrecht  erhalten  wird.  Wenn  der  Körper 
frei  ist,  so  nimmt  die  Bedingung  der  säkularen  Stabilität  eine 
etwas  andere  Form  an,  von  welcher  später  die  Rede  sein  wird 
(Kap.  Xn). 

Um  im  Falle  der  Stabilität  das  Verhalten  einer  freien  Schwin- 
gung zu  prüfen,  bemerken  wir,  daß  die  Gleichungen  (8),  wenn  k  eine 
Wurzel  von  (10)  ist, 


A 


A 


H 


A„(l)        A^.(X)        A„(l)  \a) 


=  C  (12) 


ergeben,  wo  A^^,  A^,,  A^,,  . . .,  A^^  die  Unterdeterminanten  irgend 
einer  Zeile  in  der  Determinante  A  sind,  und  C  willkürlich  ist. 
Es  ist  zu  beachten,  daß  diese  Unterdeterminanten  im  allgemeinen 
sowohl  ungerade  wie  gerade  Potenzen  von  A  enthalten,  imd  somit 
ungleiche  Werte  für  die  beiden  Wurzeln  (±  X)  irgend  eines  Paares 
annehmen  werden.  Wenn  wir  X  =^  -±{6  setzen,  so  kann  der  all- 
gemeine Wert  von  q^,  welcher  einem  solchen  Wurzelpaar  entspricht, 
in  der  Form 

g,  -  CA,,  (iö)  &-^  +  C'A„  (-  iö)  6-'-^ 

geschrieben  werden. 
Wenn  wir 

C  =  K^; 

C'^Ke-*' 


1)  Natural  Ihilosophy,  8.  Aufl.,  1.  Teil,  S.  891.  Siehe  auch  Poincar^, 
„Snr  r^uilibie  d'une  masse  fltiide  anim^  d'un  moarement  de  rotation".  Acta 
MathetnaticOy  7,  1886,  und  op.  dt.,  S.  178. 
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setzen^  so  erhalten  wir  eine  Lösung  der  Gleichungen  in  reeller  Form, 
welche  zwei  willkürliche  Eonstante  K  und  a  enthält,  nämlich^) 


?!  =  F^  {6^  .  K  cos  {6t  +  b)  —  6f^  {6^)  .  ÄTsin  {6t  +  f) 
g,  =  -Fj  {6^)  .  ÄTcos  {6t  +  e)  —  6f^  (<y*) .  K^m  {6t  +  i) 
«3  =  -P"»  (<^*) .  -STcos  {6t  +  £)  —  6f^  (<y«)  .  Ksin  {6t  +  i)  - 

q^=.F^{6^) .  ä:cos  {6t  +  £)-  (Sf^{(S^)  .  ÄTsin  {6t  +  f) 


(13) 


Die  Bewegung  des  Systems,  welche  durch  diese  Formeln  aus- 
gedrückt wird,  kann  als  eine  jy'natiirliclie  Schwingung*'  bezeichnet 
werden.  Die  Anzahl  solcher  möglichen  Schwingungsai-ten  ist  natürlich 
der  Anzahl  der  Wurzelpaare  von  (10)  gleich,  also  der  Anzahl  der 
Freiheitsgrade  des  Systemes. 

Wenn  |,  rj,  ^  die  Komponenten  der  Verschiebung  eines  Teilchens 
aus  seiner  Gleichgewichtslage  bezeichnen,  haben  wir 


V 


e  = 


dx        .    dx        , 

g'.+Ä"+- 

dz        .    dz 

,    3e 

(14) 


Setzen  wir  aus  den  Gleichungen  (13)  ein,  so  erhalten  wir  ein  Resultat 
von  der  Form 


I  c=  P  .  Kco8  {6t  +  s)  +  F.  Ksin  {6t  +  e) 
ri=  Q.  Kcos  {6t  +  e)  +  Q\  Ksm  {6t  +  a)  [, 
e  =  22 .  ä:cos  {6t  +  6)+K,  Ksm  {6t  +  s) 


(15) 


wo  P,  P',  Qy  Q[y  B,  Jf  bestimmte  Funktionen  der  mittleren  Lage 
des  Teilchens  sind,  welche  auch  den  Wert  von  6  enthalten  und  des- 
halb für  die  verschiedenen  natürlichen  Schwingungen  verschieden 
ausfallen,  aber  von  den  willkürlichen  Konstanten  K  und  s  unab- 
hängig sind.     Diese  Formeln  stellen  eine  elliptische  Schvnngung  yon 


25r 


der  Periode  —  dar,  wobei  die  Richtungen 


1)  Wir  hätten  dasselbe  Resultat  erhalten  können,  wenn  wir  in  Gleichung  (5) 

wo  A  reell   ist,   gesetzt  und   zum  Schlüsse   die   imaginären  Teile  weggelassen 
hätten. 
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und 


n 

£ 

r 

n 

(16) 


diejenigen  zweier  konjugierter  Durchmesser  sind,  deren  Längen 

(P»  +  ^  +  1?)* .  iT 
bzw. 

betragen.  Die  Lagen^  die  Formen  und  die  relativen  Dimensionen  der 
elliptischen  Bahnen/  sowie  die  relativen  Phasen  der  Teilchen  in  den- 
selben sind  demgemäß  bei  jeder  natürlichen  Schwingung  eindeutig 
bestimmt,  die  absoluten  Dimensionen  und  Epochen  dagegen  sind 
willkürlich.^) 

§  206.  Die  symbolischen  Ausdrücke  für  die  erzwungenen 
Schwingungen,  welche  infolge  einer  periodischen  Störungskraffc  ent- 
stehen, können  leicht  hingeschrieben  werden.  Wenn  wir  annehmen, 
daß  Qi)  Q%,  . .  •;  Qn  ^^^^  »Ue  wie  e*^'  verhalten,  wo  6  vorgeschrieben 
ist,  so  ergeben  die  Gleichungen  (5),  wenn  wir  die  Zeitfaktoren  weg- 
lassen, 


__   \l  (itf)  ß      ,     Ai,(t«T)   ^  A,„(f(T)  ^ 


(17) 


Der  wichtigste  Gegensatz  zu  der  Theorie  der  Normalschwingungen 
im  Falle  keiner  Rotation  ist  der,  daß  die  Verrückung  von  irgend 
einem  Typus  nicht  länger  von  der  Störungskraft  dieses  Typus  allein 
abhängt.  Infolgedessen  wird  die  Bewegung  eines  einzelnen  Teil- 
chens, wie  man  aus  Gleichungen  (14)  leicht  erkennt,  jetzt  im  all- 
gemeinen aus  einer  elliptischen  Schwingung  bestehen.  Ferner  werden 
im  allgemeinen  Phasendifferenzen  zwischen  der  Verrückung  und  der 
Kraft  vorkommen,  welche  von  der  Frequenz  abhängen. 

Wie  in  §  167  wird  die  Verrückung  sehr  groß,  wenn  A(i<y) 
sehr  klein  ist,  d.  h.  wenn  die  Periode  der  Störungskraft  nahezu 
gleich  derjenigen  einer  natürlichen  Schwingung  ist. 

1)  Die  Theorie  dei  freien  Schwingungen  hat  Lord  Rayleigh  weiter  ent- 
wickelt, „On  the  Free  Vibrations  of  Systems  affected  with  Small  Rotatory  Terms", 
Phü.  Mag.  (6),  6,  S.  298,  1908,  und  zwar  fOr  den  Fall,  wo  die  Rotations- 
koeffizienten  /?^^  verhältnismäßig  klein  sind. 
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Wenn  die  Periode  der  Stönmgskraft  unendlich  lang  ist^  streben 
die  Verrückungen  nach  den  Qleichgewichtswerten 

?.  =  !',    3,  =  f,   ••.,   «.=  ^,  (18) 

wie  man  findet,  wenn  man  in  Gleichungen  (17)  6  =^0  setzt,  oder  ein- 
facher aus  den  Grundgleichungen  (5).  Diese  Folgerung  muß  jedoch 
umgeändert  werden,  wenn  einer  oder  mehrere  der  Stabilitätskoefßzienten 
q,  c^y  .  . .,  c^  null  sind.  Wenn  z.  B.  q  =  0,  so  sind  die  erste  Zeile 
und  Spalte  der  Determinante  A(A)  beide  durch  X  teilbar,  und  die 
Gleichung  (10)  hat  also  ein  Paar  verschwindender  Wurzeln.  Mit 
anderen  Worten,  wir  haben  eine  natürliche  Schwingung  von  unend- 
lieh  langer  Periode.  Die  Koeffizienten  von  Q^,  Q^,  .  . .,  Q^  auf  der 
rechten  Seite  der  Gleichungen  (17)  werden  dann  im  allgemeinen  für 
(J  =  0  unbestimmt,  und  die  ausgerechneten  Werte  werden  in  der  Regel 
nicht  mit  (18)  zusammenfallen.  Dieser  Punkt  ist  von  Wichtigkeit, 
weil  bei  den  hydrodynamischen  Anwendungen,  wie  sich  zeigen  wird, 
stationäre  Zirkulationsbewegungen  der  Flüssigkeit  unter  konstanter 
Deformation  der  freien  Oberfläche  möglich  sind,  selbst  wenn  keine 
äußeren  Kräfte  wirken.  Demzufolge  werden  die  erzwungenen  Flut- 
wellen von  langer  Periode  sich  nicht  notwendig  den  Werten  nähern, 
welche  durch  die  Gleichgewichtstheorie  gegeben  würden.  Vgl.  die 
§§  213  und  216. 

Um  die  vorangehenden  Sätze  zu  erläutern,  wollen  wir  den  Fall 
zweier  Freiheitsgrade  etwas  ausführlicher  betrachten.  Die  Bewegungs- 
gleichungen  lauten  dann: 

«li/i  +<^i(li  +  ß(h-  Qi\  ,.Q. 

Die  Gleichung,  welche  die  Perioden  der  freien  Schwingungen 
bestimmt,  ist 

a^a^X*  +  {a,c,  +  a,c,  +  ß')  1}  +  c^c^  =  0.  (20) 

Für  „gewöhnliche"  Stabilität  genügt  es,  daß  die  Wurzeln  dieser 
quadratischen  Gleichung  in  }?  reell  und  negativ  seien.  Da  a^  und  o, 
wesentlich  positiv  sind,  so  ist  leicht  einzusehen,  daß  diese  Bedingung 
immer  erfüllt  ist,  wenn  c^  und  c,  beide  positiv  sind,  und  daß  sie 
auch  erfüllt  sein  wird,  selbst  wenn  Cj  und  Cg  beide  negativ  sind, 
vorausgesetzt  nur,  daß  j8^  genügend  groß  sei.  Es  wird  jedoch  später 
gezeigt  werden,  daß  im  letzteren  Falle  das  Gleichgewicht  durch  die 
Einführung  dissipativer  Kräfte  labil  wird. 

Um  die  erzwungenen  Schwingungen  zu  finden,  wenn  Q^  und  ^, 
sich  wie  e*"'  verhalten,  so  haben  wir,  wenn  wir  den  Zeitfaktor  aus- 
lassen. 
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folglich 


iaßqi  +  (Cj  —  <y*%)  q^  =  Q^ 


(21) 


^2       (q  —  ff*«»)  (c,  -  <y*a,)  —  <!*/?• 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  daß  c,  =  0,  oder  mit  anderen  Worten, 
daß  die  Verrücknng  q^  den  Wert  von  F  —  Tq  nicht  beeinänßt.  Wir 
woUen  auch  annehmen,  daß  Q^  =  0,  d.  h.  daß  die  äußeren  Kräfte 
bei  einer  Verrückung  von  dem  Typus  q^  keine  Arbeit  leisten.  Die 
obigen  Formeln  geben  dann 

Im  Falle  einer  Störung  mit  langer  Periode  haben  wir  näherungsweise 
<y  =  0  und  deshalb 


qi ^  -ßt  Qi 

^^^Vci  +  ft  ^' 


(24) 


Die  Verrückung  q^  ist  also  kleiner  als  ihr  Gleichgewichtswert,  und 

zwar  in  dem  Verhältnis  1  :  ( 1  H — —] ,  und  sie  wird  von  einer  Be- 

wegung  von  dem  Typus  q^  begleitet,  obwohl  keine  äußeren  Ki^te 
von  diesem  letzteren  Typus  vorhanden  sind  (vgl.  §  216).  Wir  ge- 
langen natürlich  wieder  zu  dem  in  §  167  betrachteten  Falle  des 
absoluten  Gleichgewichtes,  wenn  wir  /3  ==»  0  setzen. 

Es  muß  hinzugesetzt  werden,  daß  die  Bestimmung  der  Uaupt- 
koordinaten  des  §  203  von  den  ursprünglichen  Formen  von  S  und 
V  —  Tq  abhängt  und  deshalb  durch  den  Wert  von  o*  beeinflußt 
wird,  welcher  als  Faktor  in  Tq  eintritt.  Das  System  der  dort  ge- 
gebenen Gleichungen  ist  demgemäß  für  eine  Erörterung  der  Frage 
nicht  besonders  geeignet,  wie  der  Charakter  und  die  Frequenzen  der 
entsprechenden  Normalschwingungen  sich  mit  dem  Wert  von  o  ver- 
ändern. Ein  bemerkenswerter  Punkt,  welcher  dadurch  übergangen 
wird,  ist  der,  daß  gewisse  Zirkulationsbewegungen,  welche  bei  Ab- 
Avesenheit  der  Rotation  unendlich  lange  Periode  hätten,  auch  durch 
die  kleinste  Rotation  in  Schwingungsbewegungen  verwandelt  werden, 
deren  Perioden  mit  derjenigen  der  Rotation  vergleichbar  sind.  Siehe 
§§  211  und  221. 

24* 
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Um  diesen  Punkt  in  seiner  einfachsten  Form  zu  erörtern^ 
wollen  wir  wieder  den  Fall  zweier  Freiheitsgrade  betrachten.  Wenn 
c^  für  6)  ^0  verschwindet  und  somit  o*  als  einen  Faktor  im  all- 
gemeinen Falle  enthält^  so  sind  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  (20) 
näherungsweise 

wenn  co'  klein  ist.    Letztere  Formel  deutet  an^  daß  k  schließlich  mit 
d  proportional  ist. 

§  206.  Um  zu  den  hydrodynamischen  Beispielen  überzugehen, 
beginnen  wir  mit  dem  Falle  einer  ebenen  horizontalen  Wasserschich^ 
welche  um  eine  vertikale  Achse  rotiert.^)  Die  Ergebnisse  werden 
ohne  wesentliche  Beschränkung  auch  auf  den  Fall  eines  Beckens  von 
nicht  zu  großen  Dimensionen  passen ,  das  sich  auf  einer  rotierenden 
Kugel  am  Pol  oder  anderswo  befindet. 

Als  Rotationsachse  sei  die  ^er- Achse  genommen.  Wir  setzen  voraus, 
daß  die  x-  und  y- Achse  in  ihrer  eigenen  Ebene  mit  der  vorgeschrie- 
benen Winkelgeschwindigkeit  m  rotieren,  und  wir  wollen  mit  u,  v,  tr 
die  Geschwindigkeiten  des  Teilchens  in  Bezug  auf  diese  Achsen  zur 
Zeit  t  bezeichnen,  welches  dann  die  Lage  (x,  y,  e)  einnimmt.  Die 
wirklichen  Geschwindigkeiten  desselben  Teilchens  parallel  zu  den  je- 
weiligen Achsen  werden 

u  —  (oy,    V  +  (oXy     w 

sein,  und  die  Beschleunigungen  nach  denselben  Richtungen  sind 

Du      c%  ^        ^^  I   o  fi        ^^ 

j^^-2(ov^a>'x,     --  +  2(ou-<o'y,     ^. 

Bei  der  vorliegenden  Anwendung  wird  vorausgesetzt,  daß  die  Relativ- 

D  d 

bewegung  unendlich  klein  ist,  sodaß  wir  j^-  durch  ^  ersetzen  können. 

Nun  sei  z^  die  Ordinate  der  freien  Oberfläche,  wenn  unter  Ein- 
fluß der  Schwere  und  der  Zentrifugalkraft  allein  relatives  Gleich- 
gewicht stattfindet,  sodaß 

*o "  2  "J-  (**  +  y*)  +  '^°°«*-'  (1) 

wie  in  §  26.     Der  Einfachheit  halber  wollen  wir  annehmen,  daß  die 

Neigung  dieser  Fläche  überall  sanft  ist,  d.  h.,  daß      -  klein  ist,  wobei 

r  die  größte  Entfernung  eines  Punktes  der  Fläche  von  der  Rotations- 
achse ist. 


1)   Sir  W.  Thomson,  „On  Gravitational  Oscillations   of  Kotating  Water**, 
Proc.  R.  S.  Edin.,  10,  S.  92,  1879  {Phil  Mag.  (6),  10,  S.  109,  1880). 
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Wenn  0q  +  t  die  Ordinate  der  gestörten  Oberfläche  bezeichnet, 
dann  wird  gemäß  unserer  gebräuchlichen  Annahme,  daß  die  yertikale 
Beschleunigung  des  Wassers  gegen  g  ^u  vernachlässigen  ist,  der  Druck 
in  irgend  einem  Punkte  (x,  y,  e)  durch 

i>-i>o==^(>K  +  S-^)  (2) 

gegeben,  folglich 

^  dp  9  dt 

Q  dx  ^  dx^ 

1  dp  2  dt 

—  Q    —  ^  y  —  9  Q-' 

Q  dy  ^      ^  dy 

Die  Gleichungen  der  horizontalen  Bewegung  sind  deshalb 

du       ^  di       dSl 

dv    ,   ^  dt        da 

>.—  +  2  (Ott  =«  —  flr  ^  —  -5- 
dt    ^  ^  dy        dy 

wo  1^  das  Potential  der  Störungskräfte  bezeichnet. 
Wenn  wir 

i  —  f  (4) 


(8) 


schreiben,  so  lauten  diese 


(5) 


dt    '  "^^  "^  dy 

Die  Eontinuitätsgleichung  hat  dieselbe  Form  wie  in  §  191,  nämlich 

dt        __  djhu)  __  d{hv)  //»v 

dt  ^         dx         ~dy~'  ^^ 

wo  A  die  Tiefe  ron  der  freien  Oberfläche  bis  zum  Boden  im  un- 
gestörten Zustande  bezeichnet.  Diese  Tiefe  wird  natürlich  nicht 
gleichförmig  sein,  außer  wenn  der  Boden  der  Krümmung  der  freien 
Oberfläche  folgt,  wie  sie  nach  Gleichung  (1)  gegeben  ist. 

Wenn  wir  durch  kreuzweise  Differentiation  £  —  ^  a^s  den  Glei- 
chungen (5)  eliminieren,  finden  wir 

oder  wenn  wir 

di  dn 

""-Tt^    "^-Ji 

schreiben  imd  in  Bezug  auf  t  integrieren. 
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Um  diesen  Punkt  in  seiner  einfachsten  Form  zn  erörtern, 
wollen  wir  wieder  den  Fall  zweier  Freiheitsgrade  betrachten.  Wenn 
c^  für  CD  =  0  verschwindet  und  somit  qj*  als  einen  Faktor  im  all- 
gemeinen Falle  enthält,  so  sind  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  (20) 
näherungsweise 

wenn  d'  klein  ist.    Letztere  Formel  deutet  an,  daß  X  schließlich  mit 
CO  proportional  ist. 

§  206.  Um  zu  den  hydrodynamischen  Beispielen  überzugehen, 
beginnen  wir  mit  dem  Falle  einer  ebenen  horizontalen  Wasserschicht, 
welche  um  eine  rertikale  Achse  rotiert.^)  Die  Ergebnisse  werden 
ohne  wesentliche  Beschränkung  auch  auf  den  Fall  eines  Beckens  von 
nicht  zu  großen  Dimensionen  passen,  das  sich  auf  einer  rotierenden 
Kugel  am  Pol  oder  anderswo  befindet. 

Als  Rotationsachse  sei  die  ;?- Achse  genommen.  Wir  setzen  voraus, 
daß  die  x-  und  y-Achse  in  ihrer  eigenen  Ebene  mit  der  vorgeschrie- 
benen Winkelgeschwindigkeit  co  rotieren,  und  wir  wollen  mit  u,  ü,  w 
die  Geschwindigkeiten  des  Teilchens  in  Bezug  auf  diese  Achsen  zur 
Zeit  t  bezeichnen,  welches  dann  die  Lage  {x,  y,  e)  einnimmt.  Die 
wirklichen  Geschwindigkeiten  desselben  Teilchens  parallel  zu  den  je- 
weiligen Achsen  werden 

u  —  oy,     V  +  mXy     w 

sein,  und  die  Beschleunigungen  nach  denselben  Richtungen  sind 

Bei  der  vorliegenden  Anwendung  wird  vorausgesetzt,  daß  die  Relativ- 

bewegung  unendlich  klein  ist,  sodaß  wir  y. .-  durch  «^  ersetzen  können. 

Nun  sei  z^  die  Ordinate  der  freien  Oberfläche,  wenn  unter  Ein- 
fluß der  Schwere  und  der  Zentrifugalkraft  allein  relatives  Gleich- 
gewicht stattfindet,  sodaß 

"<•  -  Y  j  (^' + y*) + ^°°'*-'  (1) 

wie  in  §  26.     Der  Einfachheit  halber  wollen  wir  annehmen,  daß  die 

Neigung  dieser  Fläche  überall  sanft  ist,  d.  h.,  daß    —  klein  ist,  wobei 

r  die  größte  Entfernung  eines  Punktes  der  Fläche  von  der  Rotations- 
achse ist. 


1)    Sir  W.  Thomson,   „On  Gravitational  Oscillations   of  Kotating  Water", 
Proc.  B.  S.  Edin.,  10,  8.  92,  1879  {Phil  Mag,  (5),  10,  S.  109,  1880). 
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Wenn  jSq  +  ^  die  Ordinate  der  gestörten  Oberfläche  bezeichnet, 
dann  wird  gemäß  unserer  gebräuchlichen  Annahme^  daß  die  vertikale 
Beschleunigung  des  Wassers  gegen  y  zu  vernachlässigen  ist,  der  Druck 
in  irgend  einem  Punkte  (Xy  y,  e)  durch 

P-Po^S'C^C^o  +  S-^)  (2) 

gegeben,  folglich 

Q  dx  ^^  ^  dx'' 

^  dp  o  dt 

cj o  y  —  ff  -6-' 

Q  dy  ^      ^  dy 

Die  Gleichungen  der  horizontalen  Bewegung  sind  deshalb 

du       ^  di       dSl 

dv  .  ^  dt      dsi 

dt   '  ^  dy       dy 

wo  1^  das  Potential  der  Störungskräfte  bezeichnet. 
Wenn  wir 

j-f  (4) 


(8) 


schreiben,  so  lauten  diese 


(5) 


dt    '   -^^  ^  dy 

Die  Eontinuitätsgleichung  hat  dieselbe  Form  wie  in  §  191,  nämlich 

dl__djiv^_d(hv)  ,ßx 

dt  "         dx  dy~'  ^^ 

wo  A  die  Tiefe  von  der  freien  Oberfläche  bis  zum  Boden  im  un- 
gestörten Zustande  bezeichnet.  Diese  Tiefe  wird  natürlich  nicht 
gleichförmig  sein,  außer  wenn  der  Boden  der  Krümmung  der  freien 
Oberfläche  folgt,  wie  sie  nach  Gleichung  (1)  gegeben  ist. 

Wenn  wir  durch  kreuzweise  Differentiation  £  —  5  ^^^  den  Glei- 
chungen (5)  eliminieren,  finden  wir 

Ä  (Ii  - 1?)  +  ^  •>  (S + li)  - ».  m 

oder  wenn  wir 

di  dn 

""-Tt^    ""-Tt 

schreiben  und  in  Bezug  auf  t  integrieren, 
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Dies  ist  nur  der  Ausdruck  des  Helmholtzschen  Satzes,  daß  nämlich 
das  Produkt  der  Drehungsgeschwindigkeit 

,    1  (dv       du\ 
und  des  Querschnittes 


(i  +  ai  +  aj>-*y 


eines  Wirbelfadens  konstant  bleibt. 

In  dem  Falle  einer  periodischen  Störung,  wo  der  Zeitfaktor  ff^* 
ist,  lauten  die  Gleichungen  (5)  und  (6) 


i6u  —  2  (Dt;  =  —  ^  ^^  (g  —  g) 

o  _ 


(9) 


und 

dx  dy 


i<^t  =  -  ^  -  'r  •  (10) 


Aus  Gleichung  (9)  finden  wir 


(11) 


und  durch  Einsetzen  in  (10)  erhalten  wir  eine  Gleichung  für  g  allein. 
Im  Falle  gleichförmiger  Tiefe  nimmt  das  Resultat  die  Form 

^t + --ji~' i  -  ^ii  (12) 

an,  wo  wie  vorher 


dx*  •  dy* 

Wenn  5  =  0  ist,  so  können  die  Gleichungen  (5)  und  (6)  unter 
gewissen  Bedingungen  durch  konstante  Werte  von  w,  v,  g  erflUlt 
werden.     Wir  müssen  nämlich 


haben,  und  deshalb 


2(0  dy 

0   ^t 
2c9  dx> 


(13) 


fs^a=o.  (14) 


0  {x,  y) 


Letztere  Bedingung  zeigt,  daß  die  Höhenlinien  der  freien  Oberfläche 
überall  parallel  zu  den  Höhenlinien  des  Bodens  sein  müssen,  daß  aber 
der  Wert  von  J  sonst  willkürlich  ist.    Die  Strömung  der  Flüssigkeit 
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ist  überall  parallel  zu  den  Höhenlinien,  und  es  ist  deshalb  femer  ftir 
die  Möglichkeit  solcher  stationärer  Bewegungen  notwendig,  daß  die 
Tiefe  längs  der  Umgrenzung,  welche  als  vertikale  Wand  vorgestellt 
sein  soll,  gleichförmig  ist.  Wenn  die  Tiefe  überall  dieselbe  ist,  so 
wird  die  Gleichung  (14)  identisch  erfüllt,  und  die  einzige  Beschränkung 
betreffs  des  Wertes  von  g  ist  die,  daß  er  längs  der  Grenze  konstant 
sein  muß. 

§  207.  Eine  einfache  Anwendung  obiger  Gleichungen  geschieht 
auf  den  Fall  von  freien  Wellen  in  einem  unendlich  langen,  gleich- 
förmigen, geradlinigen  Kanal,  i) 

Wenn  wir  annehmen,  daß 


(1) 


wo  die  o;- Achse  der  Längsrichtung  des  Kanals  parallel  ist,  so  geben 
die  Gleichungen  (9)  des  vorhergehenden  Paragraphen,  wenn  die  Glieder 
mit  S  weggelassen  werden, 

2  (DU  =  —  gmi 
während  wir  aus  der  Kontinuitätsgleichung  (6)  des  §  206 

et  -  hu  (3) 


(2) 


erhalten. 

Hieraus  leiten  wir 


c^^gh 


m  =  -'-^\  (4) 


ab.  Ersteres  Resultat  zeigt,  daß  die  Wellengeschwindigkeit  durch 
die  Rotation  nicht  beeinflußt  wird. 

In  reeller  Form  ausgedrückt  lautet  der  Wert  von  5 

g=»ac     ^    (ios[Tc{ct  —  x)  +  b]'  ip) 

Der  Exponentialfaktor  zeigt  an,  daß  die  Wellen  höhe  zunimmt,  wenn 
wir  von  der  einen  Seite  des  Kanals  zur  anderen  übergehen,  wobei 
sie  auf  der  Seite  am  kleinsten  ist,  welche  in  Bezug  auf  die  Rotation 
vorausgeht.  Wenn  man  die  Bewegungsrichtungen  eines  Wasserteil- 
chens in  einem  Kamme  und  einem  Tale  in  Erwägung  zieht,  so  sieht 
man  leicht,  daß  dieses  Resultat  mit  der  Tendenz  im  Einklang  ist, 
welche  in  §  201  besprochen  wurde.*) 


1)  Sir  W.  Thomson,  /.  c,  S.  872. 

2)  Anwendungen  auf  die  Gezeiten  siehe  bei  Sir  W.  Thomson,  Nature,  19, 
S.  154  und  S.  671,  1879. 
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Die  Aufgabe^  die  freien  Schwingungen  in  einem  rotierenden  Kanal 
von  endlicher  Länge  bzw.  auf  einer  rotierenden  rechteckigen  Wasser- 
schicht zu  bestimmen,  ist  bisher  nicht  gelöst  worden.^) 

§  208.  Wir  nehmen  zunächst  den  Fall  einer  kreisförmigen 
Wasserschicht,  welche  um  ihren  Mittelpunkt  rotiert.*) 

Wenn  wir  Polarkoordinaten  r,  6  einführen  und  die  Symbole  B,  S 
gebrauchen,  um  die  Verschiebungen  längs  und  senkrecht  zum  Radius- 
vektor zu  bezeichnen,  so  sind  die  Gleichungen  (9)  des  §  206  mit 


gleichwertig,  während  die  Kontinuitätsgleichung  (10)  in 


(1) 


cihBr)       cihS)  .^. 


übergeht. 
FolgUch 

^  ^  S*'=Tci>«  W  "■  "tf"  rde)  (^  ""  ^^ 

=  a*~zr^»  ("7  a7  ""  *  rde)  (^ "~  ^^ 


(3) 


und  durch  Einsetzen  in  Gleichung  (2)   erhalten  wir  die  Differential- 
gleichung für  g. 

Im  Falle  gleichförmiger  Tiefe  finden  wir 

(A,  +  X»)  g  =  A,  t.  (4) 

WO 

A     —  1*     -L     ^    A  -L  i-  -^'  ^-x 

und 

X«  =  -  ^^      •  (6) 

Dies  hätte  sofort  aus  Gleichung  (12)  des  §  206  hingeschrieben  werden 
können. 

Die  Bedingung,   welche   an    der  Grenze  (etwa  r  =  a)  befriedigt 
werden  muß,  ist 

:ü  =  o 


1)  Mit  Ausnahme  des  Falles,  wo  die  Rotationsgeschwindigkeit  yerh&ltnis- 
mäßig  klein  ist.  Diesen  Fall  siehe  bei  Lord  RajL  igh,  ,,0n  the  Yibrations  of  a 
Rectangular  Sheet  of  Rotating  Liquid",  Phil.  Mag.  (6),  6,  S.  297,  1903. 

2)  Die  folgende  Untersuchung  ist  eine  Durchführung  einiger  Andeutungen, 
welche  von  Lord  Kelvin  in  der  genannten  Arbeit  gegeben  sind. 
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oder 

('^-'4"Ä)tt-ö-o-  m 

§  209.  In  dem  Falle  der  freien  Schwingungen  haben  wir  ^»O. 
Die  Art;  auf  welche  die  imaginäi*e  Einheit  i  in  den  obigen  Gleichungen 
auftritt;  zusammen  genommen  mit  dem  Fourierschen  Satze^  deutet 
darauf  hin^  daß  0  mittels  eines  Faktors  von  der  Form  e*'^  eintritt^ 
wo  s  ganzzahlig  ist.  Unter  dieser  Annahme  lautet  die  Differential- 
gleichung (4): 

und  die  Grenzbedingung  (7)  gibt 

4f+'-7"S  =  0  (9) 

für  r  =  a. 

Die  Gleichung  (8)  ist  von  der  bekannten  Besselschen  Form^  und 
die  Lösung;  welche  für  r  —  0  endlich  ist;  ist  deshalb 

g  =  ^J,(xr)C>'+*i»).  (10) 

Es  muß  aber  beachtet  werden,  daß  x'  in  der  vorliegenden  Aufgabe 
nicht  notwendig  positiv  ist.    Wenn  x*  negativ  ist,  können  wir  J,{7tr) 

durch  /,(xV)  ersetzen,  wo  x'  die  positive  Quadratwurzel  von  ^ — 

ist  und 

^'W'""2i7^l     "^2(2« +  2)  +  2.4(2*+ 2)  (2« +  4)"'  j  *  "^   ^   ^ 

Wenn  Symmetrie  um  die  Achse  (s  =  0)  herrscht,  haben  wir  in 
reeller  Form 

g  -  ÄJ^  (xr) .  cos  (6t  +  s),  (12) 

wo  X  durch  die  Gleichung 

Jo'(xa)  =  0  (13) 

bestimmt  wird.  Die  entsprechenden  Werte  von  ö  sind  dann  durch 
die  Gleichung  (6)  gegeben.  Die  freie  Oberfläche  hat  bei  den  ver- 
schiedenen natürlichen  Schwingungen  dieselbe  Gestalt  wie  in  §  189, 
aber  die  Frequenzen  sind  jetzt  größer;  wir  haben  nämlich 

ff»  =  V  +  4«»,  (14) 

WO  öq  der  entsprechende  Wert  von  6  ist,  wenn  keine  Rotation  statt- 
findet. Im  Hinblick  auf  (3)  sieht  man  überdies  leicht  ein,  daß  die 
Relativbewegungen    der   Flüssigkeitsteilchen   nicht   mehr   rein   radial 

1)  Die  Funktionen  Ig{z)  sind  von  Prof.  A.  Lodge,  Brit.  Ä88,  Rep.  1889, 
tabuliert  worden. 
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gerichtet  sind;  die  Teilchen  beschreiben  in  der  Tat  Ellipsen,  deren 
größere  Achsen  in  der  Richtung  des  Radiusvektor  liegen. 
Für  s  >  0  haben  wir 

t^AJ^(xr)cos(öt  +  sd  +  s),  (15) 

wo  die  zulässigen  Werte  von  x,  und  folglich  diejenigen  von  tf,  durch 
Gleichung  (9)  bestimmt  sind,  welche 

xa  j;  {xa)  +  ^  j;  (xa)  -  0  (16) 

ergibt. 

Die  Formel  (15)  stellt  eine  Welle  dar,  welche  in  Bezug  auf  das 

Wasser  mit  einer  Winkelgeschwindigkeit  —  rotiert,  wobei  die  Rota- 

tion  der  Welle  in  dem  gleichen  oder  entgegengesetzten  Sinn  zu  der 

des  Wassers  erfolgt,  je  nachdem  —  negativ  oder  positiv  ist. 

Einige   Angaben  betreffs   der  Werte   von   6    können   aus   einer 
graphischen  Konstruktion  erhalten  werden.     Wenn  wir 

x^a^  =  X 
setzen,  haben  wir  nach  Gleichung  (6) 

^  -  ±  (1 + ;)^  m 


wo 


Wenn  wir  femer 


—  1-'/ — N-  =•  w{?rors 


setzen,  so  kann  Gleichung  (16)  folgendermaßen  geschrieben  werden: 

«P(^)±(l+ J)*  =  0.  (19) 

Die  Kurve 

y  =  -9(^)  (20) 

kann  vermittels  der  Tafeln  der  Funktionen  J,{e)  und  /,(^)  leicht  ge- 
zeichnet werden;  und  ihre  Schnittpunkte  mit  der  Parabel 

y*  =  1  +  j  (21) 

geben  die  Werte  von  g—  als  Ordinaten.  Die  Konstante  ß,  von  welcher 
die  Lagen  der  Wurzeln  abhängen,  ist  gleich  dem  Quadrate  des  Ver- 
hältnisses     --,  in  dem  die  Periode  einer  Welle,  welche  sich  in  einem 
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{^-1} 


kreisförmigen  Kanal  von  der  Tiefe  A  und  dem  Umfang  2  na  herum 
bewegt,  zur  halben  Periode  —  der  Rotation  des  Wassers  steht. 

Die  beigefügten  Figuren  geben  die  Größen  der  kleineren  Wurzeln 
in  den  Fällen  s  «  1  und  s  =-  2 ,  wenn  /J  die  Werte  2,  6,  40  hat.  ^) 

Mit  Hilfe  dieser 
Figuren  können  wir  im 
allgemeinen  die  Verän- 
derungen in  dem  Ver- 
halten der  freien  Schwin- 
gungen verfolgen,  wenn 
/J  von  0  an  wächst.  Die 
Resultate  kann  man  so 
deuten,  als  wenn  sie  ent- 
weder durch  ein  bestän- 
diges Anwachsen  von  cd 
oder  durch  eine  bestän- 
dige Verminderung  von  % 
verursacht  seien.  Wir 
wollen  die  Bezeichnungen 
„positiv"  und  ,piegativ^* 
gebrauchen,  um  Wellen 
zu  unterscheiden,  welche 
sich  in  Bezug  auf  die  Rota- 
tion des  Wassers  in  dem 
gleichen  bzw.  entgegen- 
gesetzten Sinn  bewegen. 

Wenn  j8  unendlich 
klein  ist,  so  sind  die  Werte 
von  X  durch  «/"/  (V^)  =  0 
gegeben;  diese  entspre- 
chen den  vertikalen 
Asymptoten  der  Kurve 
(20).  Die  Werte  von  6 
treten  dann  in  Paaren  von 
entgegengesetzt  gleichen 
Größen  auf,  was  anzeigt, 

daß  keine  Differenz  zwischen  der  Geschwindigkeit  der  positiven  und 
negativen  Wellen  besteht.  Der  Fall  ist  natürlich  derjenige  von  Glei- 
chung (12)  in  §  189. 

Wenn  /3  wächst,  so  werden  die  Werte  von  (J,  welche  zu  einem 
Paar  gehören,  ungleich,  und  es  gehen  die  entsprechenden  Werte  von  x 

1)  Dei  Deutlichkeit  wegen  ist  der  Maßstab  von  y  zehnmal  so  groß  wie 
derjenige  von  x  genommen  worden. 
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gerichtet  sind;  die  Teilchen  beschreiben  in  der  Tat  Ellipsen,  deren 
größere  Achsen  in  der  Richtung  des  Radiusvektor  liegen. 
Für  s  >  0  haben  wir 

g  ^  AJ^  (xr)  cos  (6t  +  sd  +  s),  (15) 

wo  die  zulässigen  Werte  von  x,  und  folglich  diejenigen  von  tf,  durch 
Gleichung  (9)  bestimmt  sind,  welche 

xa  j;  {xa)+^  j;  {xa)  =  0  (16) 

ergibt. 

Die  Formel  (15)  stellt  eine  Welle  dar,  welche  in  Bezug  auf  das 

Wasser  mit  einer  Winkelgeschwindigkeit  —  rotiert,  wobei  die  Rota- 

tion  der  Welle  in  dem  gleichen  oder  entgegengesetzten  Sinn  zu  der 

des  Wassers  erfolgt,  je  nachdem  —  negativ  oder  positiv  ist. 

Einige   Angaben   betreffs   der  Werte   von   6    können   ans   einer 
graphischen  Konstruktion  erhalten  werden.     Wenn  wir 

x^a-  =  X 
setzen,  haben  wir  nach  Gleichung  (6) 

^  -  ±  (1+ ;)*,  (17) 


WO 


Wenn  wir  femer 


ß-'1f-  (18) 

%aJ^  (xa)        ^  ^         ^ 


setzen,  so  kann  Gleichung  (16)  folgendermaßen  geschrieben  werden: 

«P(^)±(l+P^  =  0.  (19) 

Die  Kurve 

j/  =  -<)p(x)  (20) 

kann  vermittels  der  Tafeln  der  Funktionen  J^  {z)  und  /,  (z)  leicht  ge- 
zeichnet werden;  und  ihre  Schnittpunkte  mit  der  Parabel 

y*  =  i  +  J  (21) 

geben  die  Werte  von  r—  als  Ordinaten.    Die  Konstante  /3,  von  welcher 
die  Lagen  der  Wurzeln  abhängen,  ist  gleich  dem  Quadrate  des  Ver- 
hältnisses     -:,  in  dem  die  Periode  einer  Welle,  welche  sich  in  einem 
^9^ 
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(M) 


kreisförmigen  Kanal  von  der  Tiefe  h  und  dem  Umfang  27ta  herum 
bewegt,  zur  halben  Periode  —  der  Rotation  des  Wassers  steht. 

Die  beigefügten  Figuren  geben  die  Größen  der  kleineren  Wurzeln 
in  den  Fällen  5=1  und  s  —  2 ,  wenn  ß  die  Werte  2,  6,  40  hat.  ^) 

Mit  Hilfe  dieser 
Figuren  können  wir  im 
allgemeinen  die  Verän- 
derungen in  dem  Ver- 
halten der  freien  Schwin- 
gungen verfolgen,  wenn 
ß  von  0  an  wächst.  Die 
Resultate  kann  man  so 
deuten,  als  wenn  sie  ent- 
weder durch  ein  bestän- 
diges Anwachsen  von  cd 
oder  durch  eine  bestän- 
dige Verminderung  von  h 
verursacht  seien.  Wir 
wollen  die  Bezeichnungen 
„positiv**  und  ,piegativ** 
gebrauchen,  um  Wellen 
zu  unterscheiden,  welche 
sich  in  Bezug  auf  die  Rota- 
tion des  Wassers  in  dem 
gleichen  bzw.  entgegen- 
gesetzten Sinn  bewegen. 

Wenn  ß  unendlich 
klein  ist,  so  sind  die  Werte 

von  X  durch  c7)'(yS)  =  0 
gegeben;  diese  entspre- 
chen den  vertikalen 
Asymptoten  der  Kurve 
(20).  Die  Werte  von  6 
treten  dann  in  Paaren  von 
entgegengesetzt  gleichen 
Größen  auf,  was  anzeigt, 

daß  keine  Differenz  zwischen  der  Geschwindigkeit  der  positiven  und 
negativen  Wellen  besteht.  Der  Fall  ist  natürlich  derjenige  von  Glei- 
chung (12)  in  §  189. 

Wenn  ß  wächst,  so  werden  die  Werte  von  tf,  welche  zu  einem 
Paar  gehören,  ungleich,  und  es  gehen  die  entsprechenden  Werte  von  x 

1)  Der  Deutlichkeit  wegen  ist  der  Maßstab  von  y  zehnmal  so  groß  wie 
derjenige  von  x  genommen  worden. 
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aaseinander,  wobei  der   größere  der  ist,  für  welchen  —  positiv  ist. 

Wenn  ß^  8(8+1),  so  berühren  sich  die  Kurve  (20)  und  die 
Parabel  (21)  in  dem  Punkte  (0,  —  1),  wobei  der  entsprechende  Wert 
von  6  gleich  —  2  cd  ist.  Wenn  ß  über  diesen  kritischen  Wert  hinaus 
wächst,  so  wird  ein  Wert  von  x  negativ,  und  der  entsprechende  negative 

Wert  von  zr-  wird  immer  kleiner. 

2a) 

Wenn  also  ß  von  0  an  wächst,  so  wird  die  relative  Winkel- 
geschwindigkeit für  eine  negative  Welle  größer  als  für  eine  positive 
von  angenähert  gleicher  Form;  überdies  ist  der  Wert  von  6  für  eine 
negative  Welle  immer  größer  als  2  cd.  Wenn  die  Rotation  wächst, 
so  werden  die  beiden  Arten  von  Wellen  sowohl  in  ihrer  Gestalt 
wie  betreffs  ihrer  Frequenz  mehr  und  mehr  verschieden.  Bei  einem 
genügend  großen  Wert  von  ß  haben  wir  eine,  aber  nur  eine  positive 
Welle,  für  welche  6  numerisch  kleiner  als  2  o  ist.  Wenn  schließ- 
lich ß  sehr  groß  ist,  so  wird  der  Wert  von  tf,  der  dieser  Welle  ent- 
spricht, im  Verhältnis  zu  o  sehr  klein,  während  die  übrigen  Werte 
sich  mehr  und  mehr  dem  Grenzwert  ±  2  cd  nähern. 

Wenn  wir  den  Index  0  gebrauchen,  um  den  Fall  cd  » 0  zu 
unterscheiden,  so  finden  wir 


^0  "^0  ^0 


(22) 


WO  Xq  sich  auf  die  zugehörige  Asymptote  der  Kurve  (20)  bezieht. 
Dies  gibt  die  Frequenz  einer  freien  Schwingung,  ausgedrückt  durch 
diejenige  vom  entsprechenden  Typus,  wenn  keine  Rotation  ist. 

§  210.    Als  ein  hinreichendes  Beispiel  erzwimgener  Schwingungen 
wollen  wir  annehmen,  daß 

g=Cg)V  ('''+'«+•>>,  (23) 

wo  der  Wert  von  6  jetzt  vorgeschrieben  ist. 
Dies  macht 

Ag  =  0, 

und  die  Gleichung  (4)  lautet  dann 

t  -  ÄJ,  (xr)  e'('"+'<'+'),  (24) 

wo  Ä  durch  die  Grenzbedingung  (7)  zu  bestimmen  ist,  nämlich : 

A=     -—^-^^y—    -C.  (25) 

xa//  (xa)  4-  Jg  (na) 
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Dies  wird  sehr  groß,  wenn  die  Frequenz  der  Störung  derjenigen  einer 
natürlichen  Schwingung  von  der  entsprechenden  Art  nahezu  gleich  ist. 

Vom  Standpunkt  der  Gezeitentheorie  aus  sind  die  interessan- 
testen Fälle  diejenigen,  wo  s  =  1  und  <y  =  cd,  bzw.  s  =  2  und  tf  =  2cö. 
Diese  würden  die  töglichen  und  halbtägigen  Gezeiten  darstellen,  welche 
von  einem  entfernten  Körper  erregt  würden,  dessen  Eigenbewegung 
im  Vergleich  zu  der  Rotation  cd  vernachlässigt  werden  kann. 

In  dem  Falle  $ »  1  haben  wir  eine  gleichförmige  horizontale 
Störungskraft.  Setzen  wir  außerdem  <T  =»  o,  so  finden  wir  ohne 
Schwierigkeit,  daß  die  Amplitude  der  Flut  am  Rand  (r  =>  a)  des 
Beckens  zu  ihrem  Gleichgewichtswert  in  dem  Verhältnis 

steht,  wo  e^^y^ß.  Mit  Hilfe  der  Lodgeschen  Tafeln  finden  wir, 
daß  dieses  Verhältnis  die  folgenden  Werte  hat: 

1,000         0,638         0,396 
für  /J  =  0  12  48. 

Wenn  <y « 2o,  so  haben  wir  x  =  0  und  folglich  nach  den 
Gleichungen  (23),  (24)  und  (25) 

e  =  l  (27) 

d.  h.  die  Flut  ist  genau  dieselbe,  die  durch  die  Gleichgewichtstheorie 
angegeben  würde. 

Dieses  bemerkenswerte  Resultat  kann  auf  eine  allgemeinere  Weise 
erhalten  werden;  es  gilt  nämlich  immer,  wenn  die  Störungskraft  von 
dem  Typus 

g"=;^(r)e'(*"'' +  •»  +  •)  (28) 

ist,  vorausgesetzt,  daß  die  Tiefe  h  eine  Funktion  von  r  allein  ist. 
Wenn  wir  zu  den  Gleichungen  (1)  zurückkehren,  so  sehen  wir,  daß 
sie  für  tf  =  2o  durch  g  =  g ,  0  =  iJB  erfüllt  sind.  Um  B  als  Funk- 
tion von  r  zu  bestimmen,  müssen  wir  in  die  Eontinuitätsgleichung  (2) 
einsetzen,  welche 

.^_|?^_lz:lÄE  =  -x(r)  (29) 

gibt.  Die  willkürliche  Konstante,  welche  bei  der  Integration  dieser 
Gleichung  auftritt,  ist  aus  der  Grenzbedingung  zu  bestimmen. 

Im  vorliegenden  Falle  haben  wir   xix)  "^^  —»  '     Integrieren  wir 

und  machen  wir  ü  =  0  für  r  =^  a,  so  finden  wir 

hE  =  -^^(a*  -  r^  6^(8-^ +  .«  +  .).  (30) 
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Die  Beziehung  ^ » ti2  zeigt,  daß  die  Amplitaden  von  R  und  S 
gleich  sind,  wahrend  ihre  Phasen  sich  um  90^  unterscheiden;  die 
relativen  Bahnen  der  Flüssigkeitsteilchen  sind  also  Kreise  mit  den 
Radien 

'^  =  W(«'-'")'  (31) 

deren  jeder  mit  der  Geschwindigkeit  2o  um  seinen  Mittelpunkt  in 
negativem  Sinn  durchlaufen  wird.  Es  wird  leicht  bewiesen,  daß  die 
Bahn  eines  Teilchens  im  Raum  eine  Ellipse  mit  den  Halbachsen  r  ±  r 
ist,  welche  um   den  ürsprungspunkt  in  positivem  Sinn   durchlaufen 

wird,  wobei  die  Periode  —  ist.     Dies  erklärt  die  Besonderheiten  des 

Falles.  Wenn  nämlich  ^  immer  den  Gleichgewichtswert  hat,  so 
werden  die  horizontalen  Kräfte,  welche  von  der  Erhebung  aUein  her- 
rühren, der  Störungskraft  genau  das  Gleichgewicht  halten,  und  es 
bleiben  nur  die  Kräfte,  welche  von  der  ungestörten  Form   der  freien 

Oberfläche  herrühren,  übrig  (siehe  Gleichung  (1)   des  §  206).     Diese 

dz 
ergeben  eine  Beschleunigung  g  ^®  oder  o^r  gegen  den  Mittelpunkt, 

wo  r  der  Radiusvektor  des  Teilchens  in  seiner  augenblicklichen  Lage 
ist.  Folglich  werden  alle  Bedingimgen  der  Aufgabe  durch  elliptische 
Schwingungen  der  einzelnen  Teilchen  erfüllt,  vorausgesetzt,  daß  die 
Lagen,  die  Dimensionen  und  die  Epochen  der  Bahnen  so  gewählt 
werden  können,  daß  sie  bei  dem  angenommenen  Wert  von  g  die  Kon- 
tinuitätsgleichung erfüllen.  Die  oben  durchgeführte  Untersuchung 
klärt  diesen  Punkt  auf. 


§  211.  Wir  wollen  auch  kurz  den  Fall  eines  kreisförmigen 
Beckens  von  veränderlicher  Tiefe  betrachten,  wobei  das  Gesetz  für 
die  Tiefe  das  gleiche  wie  in  §  191  sein  soll,  nämlich 

Nehmen  wir  an,  daß  E,  ö,  g  sich  alle  wie  e^'i^f  +  *^  +  ')  verhalten 
und  daß  h  eine  Funktion  von  r  allein  ist,  so  finden  wir  aus  den 
Gleichungen  (2)  und  (3)  des  §  208 

(,._4„.)f+,|,»(,^+';;)(s-ö+,„(^.+;|-i5«_5,-o.(2) 

Führen  wir  aus  Gleichung  (1)  den  Wert  von  h  ein,  so  haben 
wir  für  die  freien  Schwingungen 
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Dies  ist  mit  Gleichung  (6)   des  §  191  identisch^   mit  der  Ausnahme, 
daß  wir  jetzt  «      .    «       ^ 

^  ff*  —  4(0*        4co« 


ff» 


gK  ffa* 

an  Stelle  von  -,  haben.  Die  Lösung  kann  deshalb  aus  den  Ergeb- 
nissen jenes  Paragraphen  hingeschrieben  werden.    Wenn  wir  nämlich 

(ff*  — 4o)*)a»        4a)«  /  rt\        ^  /  a\ 

VK--  -   -  =  n(n  -  2)  -  s»  (4) 

setzen,  haben  wir 

g  =  ^.(3>(a,  ß,  y,  ^.') «■•(<" +  •<•  +  •),  (5) 

WO 

y=-s+  1; 

und  die  Bedingung,  daß  die  Reihe  an  der  Grenze  r  ^  a  konvergent 
sein  soll,  erfordert,  daß 

w  =  s  +  2i,  (6) 

wo  j  irgend  eine  positive  ganze  Zahl  ist.  Die  Werte  von  6  werden 
dann  durch  Gleichung  (4)  gegeben. 

Die  Gestalt  der  freien  Oberfläche  ist  deshalb  die  gleiche  wie  im 
Falle  keiner  Rotation;  die  Bewegung  der  Waseerteilchen  ist  aber  ver- 
schieden. Die  relativen  Bahnen  sind  jetzt  Ellipsen,  deren  Haupt- 
achsen parallel  und  senkrecht  zum  Radiusvektor  liegen,  wie  sich  leicht 
aus  der  Gleichung  (3)  des  §  208  ergibt. 

Für  die  symmetrischen  Schwingungen  (s  =  0)  gibt  Gleichung  (4) 

6'=^6,'  +  4<D^  (7) 

wo  6q  sich  auf  die  entsprechende  Schwingung  im  Falle  keiner  Rotation 
bezieht,  wie  sie  in  §  191  gefunden  wurde. 

Für  jeden  von  null  verschiedenen  Wert  von  s  sind  die  wichtig- 
sten Schwingungen  diejenigen,  für  welche  n  =  s  —  2.  Die  Gleichung  (4) 
hat  dann  den  Teiler  tf  -f  2  w,  welcher  jedoch  wegzulassen  ist.  Wir  er- 
halten so  die  quadratische  Gleichung 

(y2-2o<y  =  25^^,  (8) 

woraus 

tf  =  0,  ±  ((D«  +  2  5  ?^)^.  (9) 

Dies  gibt  zwei  Wellen,  welche  um  den  Ursprung  herumlaufen,  wobei 
die  relative  Wellengeschwindigkeit  für  die  negative  Welle  größer  als 
für  die  positive  ist,  genau  wie  im  Falle  gleichförmiger  Tiefe  (§  209). 
Mit  Hilfe  von  Gleichung  (8)  reduzieren  sich  die  Formeln  auf 
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(-M^' 


(10) 


a 
2cö 


wobei  natürlich   der  Faktor  c^ (<"  +  *«  +  •)   stillschweigend  vorausgesetzl 
ist.     Da  &  =^iR  ist,    so  sind  die  relativen  Bahnen  alle  Ejreise.     Der 
Fall  s  =^  1    ist   beachtenswert;   die   freie  Oberfläche  ist  dann   immer 
eben,  und  die  kreisförmigen  Bahnen  haben  alle  denselben  RAdius. 
Wenn  n>5  +  2,  so  haben  wir  kreisförmige  Enotenlinien.     Die 

Gleichung  (4)  ist  in  Bezug  auf         von  dem  dritten  Grade;    es  wird 

leicht  ersichtlich,  daß  ihre  Wurzeln  alle  reell  sind  und  zwischen 
—  oo  und  —  1,  bzw.  —  1  und  0,  bzw.  + 1  und  +  oo  liegen.  Als  ein 
Zahlenbeispiel  für  den  Fall  s  ^  ly  n  —  5  mit  den  angegebenen  Werten 

von       £ —  finden  wir 

für  2  6  40 

+  2,889  +  1,874  +  1,180, 

3     —0,126  —0,100  —0,037, 

—  2,764  —1,774  —1,148. 

Die  erste  und  letzte  jeder  drei  Wurzeln  geben  positive  und  negatiye 
Wellen  von  ähnlicher  Art  wie  die,  welche  wir  bereits  im  Falle  gleich- 
formiger  Tiefe  erhalten  hatten.  Die  kleinere  negative  Wurzel  gibt 
eine  verhältnismäßig  langsame  Schwingung,  welche  für  unendlich 
kleine  Rotationsgeschwindigkeit  zu  einer  stationären  Wirbelbewegung 
ohne  Erhebungen  oder  Senkungen  der  Oberfläche  wird.^) 

Die  wichtigste  Art  erzwungener  Schwingungen  ist  diejenige,  wo 

1=  c(^)V(^' +'«+•).  (11) 

Wir  können  durch  Einsetzen  in  Gleichung  (3)  leicht  zeigen,  daß 

^^  2sgh^  —  iG*-^2(oG)^^'  (^) 

Wir  bemerken,  daß  für  tf  =  2aj  die  Fluthöhe  genau  den  Gleich- 
gewichtswert hat,  was  mit  §  210  übereinstimmt. 

Wenn  6^  und  ö^  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  (8)  be- 
zeichnen, so  kann  die  letzte  Formel  folgendermaßen  geschrieben 
werden:  tt 

1)  Die  Möglichkeit  derartiger  SchwiDgungeii  wurde  schon  in  §  206  angedeutet. 
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G-eseiten  auf  einer  rotierenden  KugeL 

§  212.  Wir  gehen  dazu  über^  die  Laplacesche  Aufgabe  der 
Gezeiten-Schwingangeii  eines  Ozeanes  yon  yerhältnismäßig  kleiner 
Tiefe  zu  behandeln^  welcher  eine  rotierende  Kugel  bedeckt.^) 

Um  den  Sinn  der  Annäherungen  ^  welche  aus  yerschiedenen 
Grründen  gemacht  werden,  deutlicher  zum  Ausdruck  zu  bringen,  ver- 
folgen wir  eine  Methode  zur  Aufstellung  der  Grundgleichungen,  die 
von  der  gewöhnlichen  etwas  abweicht. 

Im  Falle  des  relativen  Gleichgewichtes  ist  die  freie  Oberfläche 
natürlich  eine  Niveaufläche  in  Bezug  auf  die  Schwere  und  die  Zentri- 
fugalkraft; wir  wollen  annehmen,  daß  sie  eine  ümdrehungsfläche  um 
die  Polarachse  ist,  aber  die  EUiptizität  soll  vorläufig  nicht  als  klein 
angesehen  werden. 

Wir  nehmen  diese  Gleichgewichtsform  der  freien  Oberfläche  als 
eine  Bezugsfläche  und  bezeichnen  mit  6  und  q>  die  Poldistanz  (d.  h. 
den  Winkel  der  Normalen  mit  der  Polarachse)  bzw.  die  geographische 
Länge  eines  Punktes  auf  ihr.  Wir  wollen  weiter  mit  z  die  Höhe  eines 
Punktes  über  dieser  Fläche  bezeichnen,  welche  längs  einer  Normalen 
nach  außen  hin  gemessen  wird. 

Da  die  relative  Lage  eines  Flüssigkeitsteilchens  durch  die  drei 
orthogonalen  Koordinaten  6,  q>,  z  bestimmt  ist,  so  wird  die  kinetische 
Energie  pro  Masseneinheit  durch  die  Gleichung 

2T  =  (jB  +  zye^  +  55«  (o  +  q>y  +  i?  (i) 

gegeben,  wo  B,  der  Krümmungsradius  des  Meridians  der  Bezugsfläche 
und  V5  der  Abstand  des  Teilchens  von  der  Polarachse  ist.  Es  ist  zu 
bemerken,  daß  i2  eine  Funktion  von  6  allein  ist,  während  tsr  eine 
Funktion  sowohl  von  B  wie  von  z  ist;  und  es  ergibt  sich  leicht  aus 
geometrischen  Betrachtungen,  daß 

v-^^  =  cos  B 


-«—  =  sm  ö 

oz 

Die  Komponenten  der  Beschleunigungen  werden  sogleich  aus  (1) 
durch  die  Lagrangesche  Formel  erhalten.  Da  wir  uns  auf  unend- 
lich kleine  Bewegungen  beschränken,  können  wir  die  Größen  zweiter 
Ordnung  weglassen  und  haben  deshalb 


1)  „Recherches  aar  quelques  pointa  du  Systeme  du  monde'^  Mem,  de 
VAcad,  roy.  des  Sciences,  1776  (1778)  und  1776  (1779);  GCuvres  CompUtes,  Bd.  IX, 
S.  88  und  187.  Die  Untersuchung  ist  mit  verschiedenen  Abänderungen  in  der 
Mccanigue  Celeste  (4.  Buch,  Kap.  I,  1799)  abgedruckt. 

L«mb,  Hjdrodjnuunik  25 


386  Vin.  Flutwellen. 


R  +  zXdtde      de)     ^        ^       n  +  e^  ^^    de 


d  dT        dT        ^       /    «  .    o       N-^  dm 


-  ^  =2-(o«+2o9)) 


Cü 


dtdh  dz  -        V-     T    --'f-y-    ^^ 


(3) 


Wenn  wir  also  u,  v^  w  fOr  die  relativen  Geschwindigkeitskomponenten 
eines  Teilchens  schreiben,  nämlich 

v^(Sq>  ,  (4) 

w  ^  k  ) 

und  die  Oleichungen  (2)  benutzen,  so  können  die  hydrodynamischen 
Gleichungen  auf  die  Form 

du 


|f-2«,«8mö  =  _^(J.+gr_.^e,.ro»  +  fl) 


(5) 


gebracht  werden,  wo  ^¥  das  Gravitationspotential  zufolge  der  An- 
ziehung der  Erde  ist,  während  Sl  das  Potential  der  Störungskrafte 
bezeichnet. 

Bisher  hat  die  einzige  Annäherung  in  der  Weglassung  der  Glieder 
von  der  zweiten  Ordnung  in  tf,  t?,  w  bestanden.  Da  bei  der  vor- 
liegenden Anwendung  die  Tiefe  des  Meeres  klein  gegen  die  Dimen- 
sionen der  Erdkugel  sein  soll,  dürfen  wir  R  -\-  z  durch  R  ersetzen. 
Wir  wollen  femer  annehmen,  daß  die  Wirkung  der  rdcUiven  verti- 
kalen Beschleunigung  auf  den  Druck  zu  vernachlässigen  ist,  und  daß 
die  vertikale  Geschwindigkeitskomponente  gegen  die  relative  horizontale 
verschwindet.    Die  letzte  der  Gleichungen  (5)  reduziert  sich  dann  auf 

Wir  wollen  diese  zwischen  den  Grenzen  z  und  f  integrieren,  wo- 
bei S  die  Erhebung  der  gestörten  Fläche  über  das  Niveau  der  Bezugs- 
fläche  bedeutet.     Auf  der  Bezugsfläche  (z  =  0)  haben  wir 

W  —  ^fo*ü7-  ^  konst., 

und  deshalb  auf  der  freien  Oberfläche  {z  =  J) 

^  --  ^cö^to-  -=  konst.  +  //t, 
vorausgesetzt,  daß 


Das  LaplacaBche  Problem.  887 

Hier  bedeutet  g  die  sdieirbare  Schwere  auf  der  Bezugsfläche,  welche 
natürlich  im  allgemeinen  eine  Funktion  von  6  ist.  Die  fragliche 
Integration  gibt  dann 

^+W-  i©»S>  +  Ä  =  konst.  +  g%  +  Sl,  C8) 

wobei  die  Variation  von  Sl  mit  z  TeinachlSssigt  ist.  Setzen  wir  auB 
Gleichung  (8)  in  die  ersten  beiden  der  Gleichungen  (5)  ein,  so  er- 
halten wir  unter  den  oben  festgestellten  Aniuhenmgen 


(9) 


WO 


l — ^-  (10) 

Diese  Gleiohungen  sind  von  z  unabhängige  sodaß  die  horizontale  Be- 
wegung für  alle  Teilchen  auf  einer  vertikalen  Linie  als  gleich  an- 
genommen werden  darf. 

Wie  in  §  197  wird  die  Kontinuitatsgleichung  durch  letzteren 
Umstand  wesentlich  vereinfacht.  Im  vorliegenden  Falle  finden  wir 
ohne  Schwierigkeit 

di^     Ol  Bde   "^  dfp  V  ^  ^ 

Es  ist  wichtig,  zu  bemerken,  daß  diese  Gleichungen  keine  An- 
nahmen, außer  den  ausdrücklich  zu  Grunde  gelegten,  enthalten;  ins- 
besondere besteht  keine  Beschrankung  betreffs  der  EUiptizitat  des 
Meridians,  dessen  Abplattung  von  beliebiger  Größe  sein  kann. 

§  213.  Um  jedoch  die  Frage  möglichst  zu  vereinfachen,  ohne 
irgend  einen  ihrer  wesentlichen  Züge  zu  verletzen,  bedienen  wir  uns 
jetzt  des  ümstands,  daß  bei  dem  wirklichen  Fall  der  Erde  die  EUip- 
tizitat  eine   kleine    Größe   ist,   da   sie   mit   dem  Verhältnis  der 

Zentrifugalkraft  am  Äquator  zu  der  Schwere  vergleichbar  ist,  ein 
Verhältnis,  welches  bekanntlich  ungefähr  söö  betragt.  Bis  auf  einen 
Fehler  von  dieser  Größenordnung  können  wir 

B  =^  a,     S»  =»  a  sin  ö,    g  -=  konst. 
setzen,  wo  a  der  mittlere  Radius  der  Erde  ist.    Wir  erhalten  somit  ^) 

1)  Laplace,  /.  c,  S.  386. 

26* 
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|^-2«,«coBÖ--|^(£-g) 

und 


€i ^i_ 

dt  a  sin  0 


i  d  (hu  sin  6)        cQ^X  ,o\ 


Letztere  Gleichung  ist  mit  Gleichung  (1)  des  §  197  identisch. 

Zwei  Schlußfolgerungen  y  welche  in  Bezug  auf  spätere  Unter- 
suchungen von  Interesse  sind;  ergeben  sich  sogleich  aus  der  UoBeD 
Form  der  Gleichungen  (1).  Wenn  u  und  v  die  Geschwindigkeiten 
parallel  und  senkrecht  zu  irgend  einer  horizontalen  Richtung  s  be- 
zeichnen, so  finden  wir  zunächst  durch  Eoordinatentransformation 

|!-2«,vco8Ö  =  -(,A(g_g).  (3) 

Im  Fall  eines  schmalen  Eanales  ist  die  transversale  Geschwindigkeit 
y  gleich  0,  und  die  Gleichung  (3)  nimmt  dieselbe  Form  an,  wie  bei  Ab- 
wesenheit der  Rotation;  dies  wurde  schon  im  voraus  in  §  182  an- 
genommen. Die  einzige  Wirkung  der  Rotation  in  solchen  Fallen  be- 
steht darin,  eine  kleine  Neigung  der  Wellenberge  und  Täler  in  der 
Richtung  quer  zum  Kanäle  zu  erzeugen,  wie  in  §  207  gefunden 
wurde. 

Vergleichen  wir  femer  (1)  mit  §  206  (5),  so  sehen  wir,  daß  die 
Schwingungen  einer  Wasserschicht  von  relativ  kleinen  Dimensionen 
in  der  Poldistanz  6  denselben  Gesetzen  unterworfen  sind,  wie  diejenigen 
einer  ebenen  Schicht,  welche  um  eine  zu  ihr  senkrechte  Achse  mit 
der  Winkelgeschwindigkeit  o  cos  0  rotiert. 

Wie  in  §  206  sind  unter  gewissen  Bedingungen  stationäre  Be- 
wegungen möglich.  Setzen  wir  ^=»0,  so  finden  wir,  daß  die  Glei- 
chungen (1)  und  (2)  durch  konstante  Werte  von  u,  r,  f  erfUlt 
werden,  vorausgesetzt,  daß 

9  dt 


w  «  — 


V  = 


2cDa8in6co80   d(p 
9         d^ 


2cDaco8d  dd 
und 


w 


-mv) — ^-  (*> 

Der  letzten  Bedingung  wird  durch  irgend  eine  Annahme  von  der  Form 

&  =  /'(Asecö)  (6) 

genügt,  und  die  Gleichungen  (4)  geben  dann  die  zugehörigen  Werte 
von  u  und  v.    Es  ergibt  sich  aus  Gleichungen  (4),  daß  die  Geschwin- 
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digkeit  bei  diesen   stationären  Bewegungen   überall   parallel   zu   den 
Höhenlinien  der  gestörten  Oberfläche  ist. 

Ist  h  konstant  oder  eine  Funktion  der  Breite  allein,  so  unter- 
liegt g  der  einzigen  Bedingung,  daß  es  unabhängig  von  q>  sein  muß; 
mit  anderen  Worten,  die  Erhebung  muß  symmetrisch  zur  Polar- 
achse sein. 

§  214.  Wir  werden  hinfort  Yoraussetzen,  daß  die  Tiefe  h  eine 
Funktion  von  0  allein  ist,  und  daß  etwaige  Grenzen  des  Meeres  mit 
Breitenkreisen  zusammenfallen. 

Wir  nehmen  zuerst  den  Fall,  wo  die  gestörte  Form  der  Wasser- 
fläche eine  ümdrehungsfläche  um  die  Polarachse  ist.  Wenn  die 
Glieder,  welche  (p  enthalten,  weggelassen  werden,  so  nehmen  die 
Gleichungen  (1)  und  (2)  des  Yorausgehenden  Paragraphen  die  Form 

|f-2a,.C08Ö=.— J^^a-ö 

x-/  +  2cjwcosö  =»  0 

ot 

an,  zugleich  mit 

dt       __  d  {hu  Bin  0)  ^^x 

Denken  wir  uns  den  Zeitfaktor  ef^^  und  lösen  fQr  u  und  v  auf, 
so  finden  wir 


(1) 


zugleich  mit 


2a>gcOBd  d    /&  __  pv 


(3) 


.    «,  d(huBm&)  /^N 


Die  Formeln   für  die  Yerschiebungskomponenten  (|,  rj)   können 
aus  den  Beziehungen 

oder 

hingeschrieben  werden.     Es  ergibt  sich,  daß  die  Flüssigkeitsteilchen 
Ellipsen   beschreiben,   deren  Hauptachsen   mit  den  Meridianen  bzw. 

Breitenkreisen  zusammenfallen,  wobei  das  AchsenYerhältnis  ,r-  •  sec  0 

2  CO 

ist.     Bei  den  erzwungenen  Schwingungen  des  Yorliegenden  Typus  ist 

das  Verhältnis  —  sehr  klein;  die  Ellipsen  sind  also  sehr  gestreckt, 

ausgenommen  in  der  Nahe  des  Äquators,  und  zwar  liegen  sie  mit  der 
größten  Achse  Yon  Osten  nach  Westen. 
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Eliminieren  wir  u  zwischen  den  Gleichungen  (3)  und  (4),   und 
schreiben  wir  der  Kürze  halber 


=  IM 
9 
8o  finden  wir 


(5) 


Im  Falle  gleichförmiger  Tiefe  lautet  dies 

wo 

ft  =  cos  ö^ 
und 

"  -  'r = "l"'  •  («) 

§  SIB.     Betrachten  wir  zunächst  die  freien  Schwingungen.     Da 
5  =  0,  haben  wir 

h  (t^  f )  +  «  -  »•  w 

und  wir  bemerken^   daß  dies  in  Gleichung  (1)  des  §  198  übergeht, 
wenn  keine  Rotation  vorhanden  ist,  wie  man  findet,  wenn  man 


<j«a» 


setzt. 

Die  allgemeine  Lösung  der  Gleichung  (9)  hat  notwendig  die  Fonn 

5  =  ^F(,t)  +  !?/•(,»),  (10) 

wo  i'^(ft)  eine  gerade  und  f{jx)  eine  ungerade  Funktion  von  fi  ist 
und  die  Eonstanten  A  und  B  willkürlich  sind.  Im  Falle  eines 
Meeres,   das  von   zwei  Breitenkreisen  begrenzt  ist,  werden  das  Yer- 

hältnis  ^-  und  die  zulassigen  Werte  von  f  (und  deshalb  der  Frequenz 

— j  durch  die  Bedingung  bestimmt,  daß  fdr  jeden  dieser  Breiten- 
kreise u  =>>  0  ist.  Wenn  die  Grenzlinien  symmetrisch  in  Bezug  auf 
den  Äquator  liegen,  zerfallen  die  Schwingungen  in  zwei  Klassen, 
nämlich  in  eine,  wo  5=0,  und  in  eine  andere,  wo  ^  =  0.  Wenn 
wir  uns  vorstellen,  daß  die  Grenzen  sich  zu  Punkten  an  den  Poleü 
zusammenziehen,  gelangen  wir  zu  dem  Falle  eines  unbegrenzten 
Meeres,  und  die  zulässigen  Werte  von  f  werden  jetzt  durch  die  Be- 
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dingung  bestimmt^  daß  u  für  ft  =^  ±  1  endlich  sein  muß.  Diese  Be- 
trachtungen sind  prinzipiell  dieselben  wie  in  §  200,  aber  die  An- 
wendung der  letztgenannten  Bedingung  ist  jetzt  schwieriger,  infolge 
der  weniger  vertrauten  Form,  in  welcher  die  Losung  der  Differential- 
gleichung erhalten  wird. 

Wenn  Symmetrie  in  Bezug  auf  den  Äquator  herrscht^  so  setzen 
wir,  nach  dem  Vorgang  von  Lord  Kelvin*)  und  G.  H.  Darwin*), 

^^--f*  If  =  ^1/»  +  -B«."'  +  •  •  •  +  i?,y+xft«^+*  +  •  •  •  •  (11) 

Dies  ergibt 

+  jV(E.,_,-r»j5,,_,v>+.-,        (12) 

wo  A  willkürlich  ist;  somit 

+  (2i  +  i)(B;,^,-B„_j^'>  +  .:.  (13) 

Durch  Einsetzen  in  Gleichung  (9)  findet  man,  wenn  man  die  KoefS- 
zienten  der  einzelnen  Potenzen  von  fi  gleichsetzt, 

B,-ßA  =  0,  (14) 


und  weiter 


Ä 


Diese  Gleichungen  bestimmen  der  Reihe  nach  JB|,  2^$;  '"7  ^s>+i9 '" 
durch  Aj  und  die  so  erhaltene  Lösung  würde,  wie  eben  auseinander- 
gesetzt, auf  den  Fall  eines  Meeres  passen,  das  von  zwei  Breitenkreisen  in 
gleicher  Entfernung  nördlich  und  südlich  vom  Äquator  begrenzt  wäre. 
Im  Falle  eines  Meeres,  welches  die  ganze  Erde  bedeckt,  würde  sie, 
wie  wir  beweisen  werden,  unendliche  Geschwindigkeiten  an  den  Polen 
ergeben,  ausgenommen  für  gewisse  bestimmte  Werte  von  f. 

Wir  schreiben: 


lUs^x  _ 


^tJ-i 


=  ^'j,.,  (17) 


und  wir  wollen  zunächst  zeigen,  daß  Nj  entweder  nach  der  Grenze  0 

1)  Sir  W.  Thomson,    ,,Note   on   the  OscillationB  of  the  Fiist   Species   in 
Laplace's  Theory  of  the  Tides",  Phü.  Mag.  (4),  60,  S.  279,  1876. 

2)  „On  the  Dynamical  Theory  of  the  Tidee  of  Long  Period",  Proc.  Ray, 
Soc.,  41,  S.  837,  1886;  Encyc,  Britann.,  Art.  „Tides". 
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oder  nach  der  Ghrenze  1  hinstrebt^  wenn  j  wächst.  Die  Gleichung  (16) 
kann  folgendermaßen  geschrieben  werden: 

Folglich  ist  ffir  großes  j  entweder  näherungsweise 

oder  -^y+i  ist  nicht  klein,  in  welchem  Falle  iV^+2  iiahezu  gleich  1 
sein  wird,  und  die  Werte  von  ^N'^+g,  ^i+4>  * '  *  ™6^  ^^d  mehr  nach 
der  Grenze  1  streben  werden,  wobei  die  angenäherte  Formel 

gilt.  Wenn  also  j  wächst,  so  strebt  Isj  nach  der  einen  oder  anderen 
der  Formen  (19)  und  (20). 

In  dem  ersteren  Falle  (19)  wird  die  Reihe  (11)  für  ft  =»  ±  1 
konvergent  sein,  und  die  Lösung  wird  auf  der  ganzen  Engel  gelten. 

In  dem  anderen  FaUe  (20)  nähert  sich  das  Produkt  N^N^^-N^^^^ 
und  deshalb  der  Koeffizient  B^^^^^  mit  wachsendem  j  einer  endlichen 
Grenze,  welche  von  0  verschieden  ist.  Die  Reihe  (11)  wird  dann 
nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Gliedern  mit 

1  -h  /x^  +  ^*  H oder     r-^— ^, 

vergleichbar  werden,  sodaß  wir 

1      ff       r    ,      Jtf 


**' 


-P  a:  =  ^  +  i^  (21) 


schreiben  können,  wo  L  und  M  Funktionen  von  ft  sind,  welche  f&r 
fi  =  ±  1  endlich  bleiben.  Daher  folgt  aus  der  ersten  der  Gleichungen  (3): 

woraus  sich  ergibt^  daß  u  an  den  Polen  unendlich  wird. 

Es  folgt,  daß  die  Bedingungen  unseres  Problems  nur  erfüllt 
werden  können,  wenn  N^  sich  der  Grenze  0  nähert,  und  diese  Er- 
wägung beschränkt  uns,  wie  wir  sehen  werden,  auf  eine  bestimmte 
Reihe  von  Werten  von  f. 

Die  Gleichung  (18)  kann  in  die  Form 
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gebracht  werden,  und  durch  wiederholte  Anwendahg  derselben  er- 
halten wir  Nj  in  der  Form  eines  konvergierenden  Eettenbraches 

_±_  _     J_ ß 

^  2i(2i  +  l)  (2i  +  2)(2i+8) (2i  +  4)(2i  +  5)  .^ .. 

^^1       P^'     T  1         (^r     ~  .         ßr     ~~  ^"^^^ 

2ji2j+l)'^  (2j+2){2j  +  S)^  {2j+A)(2j+b)-^'" 

unter  der  jetzigen  Annahme,  daß  Nj^^  mit  wachsendem  Je  sich  der 
Grenze  0  nähert,  in  der  Weise,  welche  durch  Gleichung  (19)  an- 
gegeben ist.  Insbesondere  bestimmt  diese  Gleichung  den  Wert  von  N^, 
Nach  Gleichung  (15)  müssen  wir  nun 

.V,  -  1  -  1^3  (25) 

haben,  folglich 

1         ßr    .  4-5  6"7 

^-4.6+  ^-6.^+"* 

was  mit  N^^  00  gleichbedeutend  ist.    Diese  Gleichung  bestimmt  die 

zulassigen  Werte  von  f  («  —  j  .    Die  Konstanten  der  Gleichung  (11) 

sind  dann  durch 

B,-ßÄ 

Bs  =  N,ßA 
B,  -  N,N,ßÄ 


(27) 


gegeben,  wo  Ä  willkürlich  ist. 

Wenn  ß  unendlich  klein  ist,  so  sieht  man  leicht,  daß  die  Wurzeln 
der  Gleichung  (11)  durch 


ö«a« 


gn  -ßf-  «  (^  +  1)  (28) 

gegeben  sind,  wo  n  eine  gerade  Zahl  ist;  vergleiche  §  198. 

Es  erübrigt  sich  noch,  auf  einen  arithmetisch  bemerkenswerten 
Punkt  hinzuweisen.  Es  möchte  auf  den  ersten  Anblick  aussehen,  ala 
wären  die  Koeffizienten  £,,  £5,  jB^,  •  •  •  der  Reihe  nach  aus  den  Glei- 
chungen (15)  und  (16)  oder  mit  Hilfe  der  äquivalenten  Formel  (18) 
zu  berechnen,  wenn  einmal  der  betreffende  Wert  von  f  aus  Glei- 
chung (26)  erhalten  worden  ist.  Aber  dies  würde  erfordern,  daß  wir 
mit  einem  genau  richtigen  Werte  von  f  beginnen  und  absolute  Ge- 
nauigkeit bei  allen  folgenden  Stufen  bewahren.  Wenn  ein  auch  nur 
ganz  wenig  verschiedener  Wert  von  f  als  Ausgangspunkt  der  Rechnung 
angenommen  wird,  so  zeigt  die  obige  Darlegung,  daß  dieser  zuletzt  un- 
vermeidlich zu  Werten  von  Nj  führen  muß,  welche  sich  der  Grenze  1 
nähern.^) 

1)  Sir  W.  Thomson,  l  c^  S.  891. 
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§  316.  Es  wird  in  dem  Anhang  zu  dieeem  Kapitel  gesejgi^ 
daß  das  Potential  der  fluterregenden  Kräfte  aus  Gliedern  von  drei 
verschiedenen  Typen  besteht,  wenn  es  in  einÜEu^h  harmonische  Funk- 
tionen der  Zeit  entwickelt  wird. 

Der  erste  Typus  ist  so  bescha£Fen;  daß  die  Erhebung  nach  der 
ßleichgewichtstheorie  durch 

l^H'  (i-  cos*  ö)  .  cos  (öt  +  e)  (29) 

gegeben  sein  würde.  ^)  Die  entsprechenden  erzwungenen  Wellen, 
heißen  nach  Laplace  die  y,Schwm(fungen  erster  GcUtung/^]  sie  enthalten 
die  Tierzehniägige  Mondflut  und  die  halbjährliche  Sonnenflut,  sowie 
überhaupt  alle  Gezeiten  von  langer  Periode.  Für  sie  ist  die  Sym- 
metrie um  die  Polarachse  charakteristisch,  und  sie  bilden  demgemäß 
das  wichtigste  Beispiel  erzwungener  Schwingungen  von  der  gegen- 
wärtigen Art. 

Wenn  wir  aus  Gleichung  (29)  in  (7)  einsetzen  und  für 

Ausdrücke  von  den  Formen  (11)  und  (12)  annehmen,  so  haben  wir  an 
Stelle  der  Gleichungen  (14)  und  (15): 

B,-ißH'^ßÄ^O,  (30) 

S,-(l-IQB,  +  ^ßH'^0,  (31) 

während  (16)  und  alle  deren  Konsequenzen  betreffs  der  höheren 
Koeffizienten  gelten.  Es  ist  zu  bemerken,  daß  Gleichung  (31)  unter 
die  allgemeine  Formel  (16)  gebracht  werden  kann,  indem  wir 

B_i 2i/' 

setzen.  Aus  der  gleichen  Überlegung  wie  vorher  ergibt  sich,  daß  die 
einzige  zulässige  Lösung  für  einen  Ozean,  welcher  die  ganze  Erde 
bedeckt,  die  ist,  welche  N^  ==^  0  macht,  sodaß  Nj  den  durch  den 
Kettenbruch  (24)  gegebenen  Wert  haben  muß,  wo  f  jetzt  durch  die 
Frequenz  der  Störungskraft  vorgescbrieben  ist. 

Insbesondere  bestimmt  diese  Formel  den  Wert  von  A\.    Nun  isk 

B^^N^B^,  =  -2N,H\ 

und  die  Gleichung  (30)  gibt  dann 

^  =  _^//'_2  A-,//';  (32) 

1)  StreDg  genommen  bezeichnet  0  hier  die  ßreite  in  Bezug  auf  den  Erd- 
mittelpunkt, aber  die  Differenz  zwischen  ihr  und  der  geographischen  Breite  kann 
vernachlässigt  werden,  den  Voraussetzungen  zufolgp,  die  in  §  213  eingef&brt  sind. 
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mit  anderen  Worten ,  dies  ist  der  einzige  Wert  von  Ä,  welcher  mit 
der  Ghrenze  0  f&r  Nj  and  deshalb  mit  einer  endlichen  (Jeschwindig- 
keit  an  den  Polen  vertraglich  ist  Jeder  andere  Wert  von  Ä,  welcher 
als  Ausgangspunkt  f&r  die  Berechnung  der  Werte  B^,  B^,  B^,  -  -  • 
yermittels  der  Gleichungen  (30)^  (31)  und  (16)  genommen  würde^ 
würde  schließlich  zu  Werten  von  Nj  f&hren^  welche  sich  der  Grenze  1 
nähern.  Da  absolute  Genauigkeit  bei  der  Wahl  des  Anfangswertes 
Yon  Ä  und  bei  den  folgenden  Berechnungen  nötig  sein  würde  ^  um 
dies  zu  vermeiden,  so  besteht  die  einzige  praktische  Methode  zur  Be- 
rechnung der  Koeffizienten  in  der  Anwendung  der  Formeln 

?\--2N„    B,^N,B,,    B,^N,B„   •  • -. 
oder 

^^-2N„    ^,~-2N,N,',    ^t  =  -^2N,N,N„...,    (33) 

WO  die  Werte  von  JVj,  J^T,,  ^j,  •  •  •  aus  dem  Kettenbruch  (24)  be- 
rechnet sein  sollen.  Es  ist  klar^  daß  die  so  erhaltene  Lösung  alle 
Bedingungen  der  Aufgabe  erfüllen  wird;  und  daß  die  Reihe  (12) 
sehr  rasch  konvergiert.  Der  passendste  Plan  zur  Ausführung  der 
Rechnung  ist  der,  einen  roh  angenäherten  Wert  mittels  Gleichung  (19) 
für  eines  der  Verhältnisse  Nj  von  genügend  großer  Ordnung  zu 
nehmen  und  dann  der  Reihe  nach 

mit  Hilfe  der  Formel  (23)  zu  berechnen.  Die  Werte  der  Konstanten 
A,  B^f  B^,  '  - '  in  Gleichung  (12)  sind  dann  durch  die  Gleichungen  (32) 
und  (33)  gegeben.     Für  die  Höhe  der  Flut  finden  wir 

Im  Falle  der  vierzehntägigen  Mondflut  ist  f  das  Verhältnis  eines 
ätemtages  zu  einem  Mondmonat  und  ist  deshalb  ungefähr  gleich  ^ 
oder  genauer  0,0365.  Dies  ergibt  f*  ^  0,00133.  Es  ist  klar,  daß 
eine  ziemlich  gute  Darstellung  dieser  Flut,  und  um  so  mehr  der 
halbjährlichen  Sonnenflut  und  der  übrigen  Fluten  von  langer  Periode, 
erhalten  wird,  wenn  man  /*=»0  setzt;  dies  macht  die  Rechnungen 
bedeutend  kürzer. 

Diese  Resultate  werden  von  dem  Wert  von 

ß-     gh 

abhängen.  Für  ß  =  40,  was  der  Tiefe  7260  Fuß  entspricht,  finden 
wir  auf  diese  Weise: 


(34) 
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§  316.  Es  wird  in  dem  Anhang  zu  dieeem  Kapitel  geseigt^ 
daß  das  Potential  der  fluterregenden  Kräfte  aus  Gliedern  von  drei 
yerschiedenen  Typen  besteht,  wenn  es  in  einfach  harmonische  Funk- 
tionen der  Zeit  entwickelt  wird. 

Der  erste  Typus  ist  so  bescha£Fen,  daß  die  Erhebung  nach  der 
Gleichgewichtstheorie  durch 

l^H'  (i-  cos«  e)  .  cos  (tf  ^  +  b)  (29) 

gegeben  sein  würde.  ^)  Die  entsprechenden  erzwungenen  Wellen 
heißen  nach  Laplace  die  ^^Schwingungen  erster  GaUuns^\  sie  enthalten 
die  Tierzehntagige  Mondflut  und  die  halbjährliche  Sonnenflut,  sowie 
überhaupt  alle  Gezeiten  von  langer  Periode.  Für  sie  ist  die  Sym- 
metrie um  die  Polarachse  charakteristisch ,  und  sie  bilden  demgemaS 
das  wichtigste  Beispiel  erzwungener  Schwingungen  von  der  gegen- 
wärtigen Art. 

Wenn  wir  aus  Gleichung  (29)  in  (7)  einsetzen  und  für 

,  -^,  ^  nnd  S 

Ausdrücke  von  den  Formen  (11)  und  (12)  annehmen,  so  haben  wir  an 
Stelle  der  Gleichungen  (14)  und  (15): 

B,^ißH'-ßÄ=^0,  (30) 

S,-(l--I^^B,  +  ^ßH'==^0,  (31) 

während  (16)  und  alle  deren  Konsequenzen  betreffs  der  höheren 
Koeffizienten  gelten.  Es  ist  zu  bemerken,  daß  Gleichung  (31)  unter 
die  allgemeine  Formel  (16)  gebracht  werden  kann^  indem  wir 

setzen.  Aus  der  gleichen  Überlegung  wie  vorher  ergibt  sich;  daß  die 
einzige  zulässige  Lösung  für  einen  Ozean ^  welcher  die  ganze  Erde 
bedeckt;  die  ist;  welche  N^  =  0  macht;  sodaß  Nj  den  durch  den 
Kettenbruch  (24)  gegebenen  Wert  haben  muß;  wo  f  jetzt  durch  die 
Frequenz  der  Störungskraft  vorgeschrieben  ist. 

Insbesondere  bestimmt  diese  Formel  den  Wert  von  N^,    Nun  isk 

B^^N^B__,  =  -2N,H\ 

und  die  Gleichung  (30)  gibt  dann 

A  =  -iH'-^^N,H';  (32) 

1)  StreDg  genommen  bezeichnet  0  hier  die  Breite  in  Bezug  auf  den  Erd- 
mittelpunkt, aber  die  Differenz  zwischen  ihr  und  der  geographischen  Breite  kann 
vernachlässigt  werden,  den  Yoraassetzangen  znfolgp,  die  in  §  213  eingeführt  sind. 
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mit  anderen  Worten,  dies  ist  der  einzige  Wert  von  Ä,  welcher  mit 
der  Ghrenze  0  für  Nj  and  deshalb  mit  einer  endlichen  Geschwindig- 
keit  an  den  Polen  vertraglich  isi  Jeder  andere  Wert  von  Ä,  welcher 
als  Ansgangsponkt  f&r  die  Berechnung  der  Werte  B^^  B^,  B^,  •  •  - 
vermittels  der  Gleichungen  (30),  (31)  und  (16)  genommen  würde, 
würde  schließlich  zu  Werten  von  Nj  führen,  welche  sich  der  Grenze  1 
nähern.  Da  absolute  Genauigkeit  bei  der  Wahl  des  Anfangswertes 
von  Ä  und  bei  den  folgenden  Berechnungen  nötig  sein  würde,  um 
dies  zu  vermeiden,  so  besteht  die  einzige  praktische  Methode  zur  Be- 
rechnung der  Koeffizienten  in  der  Anwendung  der  Formeln 

^\--2N„    B,^N,B„    B,^N,B„   •  • -, 
oder 

•  ■ 

J--2iV.,    ^,~-2N,N,',    |*  =  -^2iV;jvr,iV„...,    (33) 

WO  die  Werte  von  N^,  N^^  N^,  •  -  -  aus  dem  Eettenbruch  (24)  be- 
rechnet sein  sollen.  Es  ist  klar,  daB  die  so  erhaltene  Lösung  alle 
Bedingungen  der  Aufgabe  erfüllen  wird,  und  daß  die  Reihe  (12) 
sehr  rasch  konvergiert.  Der  passendste  Plan  zur  Ausführung  der 
Rechnung  ist  der,  einen  roh  angenäherten  Wert  mittels  Gleichung  (19) 
far  eines  der  Verhältnisse  Nj  von  genügend  großer  Ordnung  zu 
nehmen  und  dann  der  Reihe  nach 

mit  Hilfe  der  Formel  (23)  zu  berechnen.  Die  Werte  der  Eonstanten 
^,  J?i,  J?3,  •  •  •  in  Gleichung  (12)  sind  dann  durch  die  Gleichungen  (32) 
und  (33)  gegeben.     Für  die  Höhe  der  Flut  finden  wir 


i-'  =  -'?^^-a-/"'^i)^'-i^i(i-/^^»)f^' 


-4-i^,i\r,...jv,.,(i-/'2^,)^*>- 


(34) 


Im  Falle  der  vierzehntägigen  Mondflut  ist  f  das  Verhältnis  eines 
Stemtages  zu  einem  Mondmonat  und  ist  deshalb  ungeföhr  gleich  ^ 
oder  genauer  0,0365.  Dies  ergibt  f*  ^  0,00133.  Es  ist  klar,  daß 
eine  ziemlich  gute  Darstellung  dieser  Flut,  und  um  so  mehr  der 
halbjährlichen  Sonnenflut  und  der  übrigen  Fluten  von  langer  Periode, 
erhalten  wird,  wenn  man  f^O  setzt;  dies  macht  die  Rechnungen 
bedeutend  kürzer. 

Diese  Resultate  werden  von  dem  Wert  von 

^  =     gh- 

abhängen.     Für  ß  «  40,  was  der  Tiefe  7260  Fuß  entspricht,  finden 
wir  auf  diese  Weise: 


(36) 
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^  -  0,1515  -  1,0000,»»  +  1,5153  p*  -  1,2120  p« 

+  0,6063  p«  -0,2076/»»»+ 0,0516p"- 0,0097p'*  |-  (35)>) 

+  0,0018  p"  -  0,0002  p" 

Folglich  ist  an  den  Polen  (p  —  +  1) 

5 Iff'x  0,154 

und  am  Äquator  (fi  >=  0) 

Femer  erhalten  wir  für  /3  =  10  oder  eine  Tiefe  von  29040  Fuß: 

-^  -  0^359  -  1,0000  fi*  +  0,5898  /i*  -  0,1623  ^^ 

+  0,0258  ^«  -  0,0026  fi^^  +  0,0002  m"  i 

Dies  ergibt  an  den  Polen 

und  am  Äquator 

5  =.  i  fi'  X  0,708. 

Far  ß  =  b  oder  eine  Tiefe  von  58  080  Faß  finden  wir: 

^,  =  0,2723  -  1,0000  p»  +  0,3404  p* 

-  0,0509  p«  +  0,0043  p»  -  0,0004  p" 

Dies  gibt  an  den  Polen 

e  =  -ifl'x0,651, 
und  am  Äquator 

g  =  |fl'x  0,817. 

Da  die  Gleichgewichtswerte  der  Fluthöhen  am  Pol  und  Äquator 
—  ^H'  bezw.  i  H'  sind,  so  zeigen  diese  Resultate,  daß  bei  den  frag- 
lichen Tiefen  die  Gezeiten  von  langer  Periode  im  ganzen  genommen 
direkt  sind,  obwohl  die  Kreise,  welche  die  Enotenlinien  bilden,  mehr 
oder  weniger  von  den  Lagen  abweichen,  welche  ihnen  nach  der  Gleich* 
gewichtstheorie  zukommen.  Es  ergibt  sich  überdies,  daß  bei  Tiefen, 
welche  mit  den  wirklichen  Meeres  tiefen  vergleichbar  sind,  die  Flut 
weniger  als  die  Hälfte  ihres  Gleichgewichtswertes  erreicht  Aus  Glei- 
chung (5)  sieht  man  leicht,  daß  mit  wachsender  Tiefe  und  daraus 
folgender  Verminderung  von  ß  die  Fluthöhe  sich  mehr  und  mehr 
dem  Gleichgewichtswert  nähert.  Diese  Tendenz  wird  durch  die  obigen 
Zahlenangaben  veranschaulichi 

1)  Die  Koeffizienten  der  Gleichungen  (36)  und  (86)  unterBcheiden  sich  wenig 
Yon  den  numerischen  Werten,  welche  von  Darwin  für  den  Fall  /*»=  0,0366  eihaltea 
wurden. 


(37) 


Numerische  Lösung. 
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Es  ist  zu  bemerken,  daß  die  kinetische  Theorie  der  Gezeiten  mit 
langer  Periode  von  Laplace  selbst  übergangen  wurde  ^  unter  der 
Vermutung,  daß  sie  praktisch  wegen  der  Wirkung  dissipativer  Kräfte 
die  Werte  haben  müssen,  welche  durch  die  Gleichgewiditstheorie  an- 
gegeben sind.  Er  bewies  in  der  Tat,  daß  die  Reibungskräfte  eine 
derartige  Tendenz  haben  müssen,  aber  es  wurde  von  Darwin^)  aus- 
einandergesetzt, daß  wenigstens  im  Falle  der  yierzehntagigen  Ilut  es 
zweifelhaft  ist,  ob  die  Wirkung  überhaupt  so  groß  ist,  wie  Laplace 
angenommen  hatte.  Wir  werden  später  auf  diesen  Punkt  zurück- 
kommen. 

§  217.  Wenn  wir  die  Beschränkung  aufgeben,  daß  die  Störung 
um  die  Polarachse  symmetrisch  sein  soll,  so  müssen  wir  zu  den  all- 
gemeinen Gleichungen  (1)  und  (2)  des  §  213  zurückkehren.  Wir 
bleiben  jedoch  bei  den  Annahmen,  welche  über  das  Gesetz  der  Tiefe 
und  über  die  Natur  der  Grenzen  in  §  214  eingeführt  sind. 

Wenn  wir  annehmen,  daß  Ä,  u,  t?,  f  sich  wie  ef^^^-^'V-^*)  ver- 
halten, wo  5  eine  ganze  Zahl  ist,  so  geben  die  genannten  Gleichungen 


iöu  —  2  cDt;  cos  ö  «  —  I  ^  (J  —  J) 


%8g 


zugleich  mit 


'  aamdi       dB  J 

Lösen  wir  nach  u  und  i;  auf,  so  finden  wir 


(1) 


(2) 


4tn(f' 


c  /cos  6  ^f    ,      ^  /i\ 

^  "=  -~  1 — 77« «^(—7—  oz  +  ^b  cosec  0) 

4w(/^'--co8'd)\    f     dB         ^  Jf 


(3) 


wo  wir 


2<D 


=/• 


m 


(4) 


wie  vorher  geschrieben  haben. 

Es  ergibt  sich,  daß  bei  jeder  einfachen  Schwingung  die  Flüssig- 
keitsteilchen Ellipsen  beschreiben,  deren  Hauptachsen  längs  der  Meri- 
diane bzw.  Breitenkreise  liegen. 

Setzen  wir  aus  Gleichungen  (3)  in  (2)  ein,  so  erhalten  wir  die 
Differentialgleichung  ftlr  g': 


1)  {.  c,  S.  891. 
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§  218.  Der  Fall  s  »  1  schließt  als  erzwungene  Schwingungen 
die  Laplaceschen  jßchmngungen  ssweiter  CroUung/^  ein,  wo  das  Potential 
der  Stöningskrafte  eine  tesserale  Eugelflächenfunktion  zweiter  Ordnung 
ist^  nämlich 

S  =  H"  sin  0  cos  0  •  cos  (öt  +  9)  +  «),  (1) 

wobei  6  nicht  sehr  von  to  verschieden  ist.    Dies  enthält  die  taglichen 
Mond-  und  Sonnenfluten. 

Im  Falle  eines  störenden  Körpers,  dessen  Eigenbewegung  veiv 
nachlassigt  werden  kann,  würden  wir  gepau  (f  —  co  und  deshalb  f^^ 
haben.  Im  Falle  des  Mondes  ist  die  Eigenbewegung  so  rasch,  daß 
die  wahre  Periode  der  wichtigsten  laglichen  Mondflut  bedeutend 
länger  als  ein  Stemtag  ist.^)  Die  Voraussetzung  /*=|-  yer^nfocht 
jedoch  die  Formeln  so  wesentlich,  daß  wir  sie  bei  der  folgenden 
Untersuchung  beibehalten  wollen.*)  Wir  finden,  daß  sie  uns  gestattet, 
die  erzwungene  Schwingung  zu  berechnen,  falls  die  Tiefe  das  Geaets 

Ä  =  (l-gco8«e)Ao  (2) 

befolgt,  wo  q  irgend  eine  beliebige  Konstante  ist. 

Nehmen  wir  einen  Exponentialfaktor  6*^*"'+^+')  und  setzen  des- 
halb s=  1,  /*=1  iii  den  Gleichungen  (3)  des  §  217,  so  finden  wir 
unter  der  Annahme 

^  =  C  sin  e  cos  Ö,  (3) 

daß 

c  c 

u  r,^  —  ia  .         r  =  tf  --  •  cos  ß.  (4) 

VI  'in  ^   ^ 

Durch  Einsetzen  in  die  Kontinuitatsgleichung  (2)  des  §  217  erhalten  wir 

was   mit  dem  Gesetz  (2)  für  die  Tiefe  vereinbar  ist,   vorausgesetzt, 
daß 


1)  Es  ist  jedoch  zu  bemerken,  daß  ein  wichtiges  Glied  in  der  harmonischen 
Entwicklung  von  Sl  vorkommt,  für  welches  genau  0  »»  co  gilt,  voransgeselEt, 
daß  wir  die  Veränderungen  der  Bahnebene  des  störenden  Körpers  vernach- 
lässigen. Diese  Periode  ist  für  die  Sonne  wie  den  Mond  die  gleiche,  und  die 
zwei  partiellen  Fluten,  welche  dadurch  erzeugt  werden,  vereinigen  sich  in  eine 
tägliche  Flut,  welche  die  „Mondsonnenflut^^  heißt. 

2)  Vergl.  Airy  („Tides  and  Waves",  §§  96  ff.),  und  Darwin  {Encye,  Brü.y 
Bd.  23,  S.  369). 


Tägliche  Gezeiten.  399 

ma 
Dies  gibt 

ma 

Eine  bemerkenswerte  Folge  dieser  Formel  ist  die,  daß  im  Falle 
gleichförmiger  Tiefe  (q  —  0)  die  tägliche  Flut  verschwindet^  soweit 
das  Steigen  und  Fallen  der  Oberfläche  in  Betracht  kommt.  Dieses 
Ergebnis  wurde  zuerst  (auf  eine  andere  Weise)  von  Laplace  erhalten, 
welcher  ihm  große  Wichtigkeit  zuschrieb^  da  es  zeigte,  daß  die  kine- 
tische Theorie  fähig  war,  die  relativ  kleinen  Werte  der  täglichen 
Flut  zu  erklären,  welche  die  Beobachtung  ergibt,  in  auffallendem 
Gegensatz  zu  den  Forderungen  der  Gleichgewichtstheorie. 

Aber  wenn  auch  kein  Steigen  und  Fallen  bei  gleichförmiger 
Tiefe  stattfindet,  so  sind  doch  Gezeitenströmungen  Yorhanden.  Es 
erhellt  aus  Gleichung  (4),  daß  jedes  Teilchen  eine  Ellipse  beschreibt, 
deren  größere  Achse  in  der  Richtung  des  Meridians  liegt  und  die 
gleiche  Größe  in  allen  Breiten  besitzt.  Das  Verhältnis  der  kleineren 
zur  ^größeren  Achse  ist  cos  0  und  geht  von  1  an  den  Polen  bis  zu  0 
am  Äquator,  wo  die  Schwingung  völlig  von  Norden  nach  Süden  und 
umgekehrt  geschieht 

§  219.  Im  Falle  5=2  sind  diejenigen  erzwungenen  Schwingungen 
die  wichtigsten,  wo  das  Potential  der  Störungskraft  eine  sektorielle 
Kugelflächenfnnktion  zweiter  Ordnung  ist.  Diese  bilden  die  Laplace- 
sehen  ^^Schwingungen  dritter  Gattuncf^  fttr  welche 

S«  H"'  sin«  e  .  cos  {öt  +  2tp  +  s),  (1) 

wo  6  nahezu  gleich  2  m  ist.  Dies  umfaßt  die  wichtigsten  aller  Fluten, 
nämlich  die  halbtägigen  Mond-  und  Sonnenfluten. 

Wenn  die  Eigenbewegung  des  störenden  Körpers  unendlich  klein 
wäre,  würden  wir  tf  =  2©  und  deshalb  /*=  1  haben;  der  Einfachheit 
wegen  wollen  wir  Laplace  in  dieser  Annahme  folgen,  obwohl  sie  im 
Falle  der  wichtigsten  Mondflut  etwas  roh  ist.^) 

Eine  Lösung,  welche  derjenigen  des  vorhergehenden  Paragraphen 
ähnlich  ist,  kann  für  das  besondere  Gesetz 

h  «  \  sin^  e  (2) 


1)  Es  gibt  jedoch  eine  halbtägige  MondsoDnenflut,  für  welche  genau  a  =  2(o 
giltf  wenn  wir  die  Ändemngen  in  den  Bahnebenen  vernachlässigen.  Vergl.  die 
erste  Anmerkung  der  S.  398. 
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betreffs  der  Tiefe  erhalten  werden.^)  Nehmen  wir  einen  Exponential- 
faktor  ß»(>«'+29+«)  an  und  setzen  deshalb  /*—  1,  5  •=  2,  so  finden  wir 
unter  der  Annahme 

t'^Csm^e,  (3) 

dafi  die  Gleichungen  (3)  des  §  217 


u  =  -  C  cot  0 

m 
tr    ^      sind 


(4) 


2m       l-f-C08*6 
ergeben,  woraus  wir  durch  Einsetzen  in  Gleichung  (2)  des  §  217 

t^^^'-Csin^e  (5) 

erhalten.  Setzen  wir  £  »  ^  +  ^  und  substituieren  aus  den  Gleichungen 
(1)  und  (3),  so  finden  wir 

C  =  -  ^  -^  H'",  (6) 

ma 
mithin 

2Äo 

ma 

Für  solche  Tiefen,  wie  sie  wirklich  bei  dem  Meere  vorkommen, 
ist  2hQ<Cfna,  und  die  Flut  ist  deshalb  umgekehrt.  Es  mag  erwähnt 
werden,  daß  die  Formeln  (4)  eine  imendlich  große  Geschwindigkeit 
an  den  Polen  ergeben,  wie  zu  erwarten  war,  da  die  Tiefe  dort  0  ist. 

§  220.  Für  irgend  ein  anderes  Gesetz  der  Tiefe  kann  die  Lösung 
nur  in  der  Form  einer  unendlichen  Reihe  erhalten  werden.  Im  Falle 
gleichförmiger  Tiefe  setzen  wir  in  Gleichimg  (5)  des  §  217  5«=  2,  /*=■  1, 

—j—  =  ß  und  finden 

(1  - (l')* P^,  +  {ßii- ii'f - 2^» -  6} r  =  -  ^(1  -  m,  (8) 

wo  fi  für  cos  0  geschrieben  ist.  In  dieser  Form  wäre  die  Gleichung 
schwer  zu  handhaben,  da  sie  Glieder  von  vier  verschiedenen  Dimen- 
sionen in  fi  enthält.     Sie  wird  jedoch  etwas  einfacher,  wenn  wir 

1/  «  (1  -  5i*)i  =  sin  e 

als  unabhängige  Variable  einführen;  wir  finden  dann  nämüch 


1)  Vergl.  Airy  und  Darwin,  /.  c. 
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v'(.l-v^^-v^^-iS-2v'-ßp^)^ ßv^t ^H"V,  (9) 

was  nur  von  drei  Yersciliedenen  Dimensionen  in  1/  ist. 

um  eine  Lösung  für  den  Fall  eines  Ozeans  zu  erhalten,  welcher 
die  Erdkugel  ganz  bedeckt,  machen  wir  die  Annahme 

^^B^  +  B,v*  +  By  +  "'  +  B,y^  +""  (10) 

Setzen  wir  in  Gleichung  (9)  ein,  so  jSnden  wir 

£0  =  0,    ^-0,    O.J5,  =  0,  (11) 

l6B^-10B^  +  ßW^0,  (12) 

und  weiter 

2Ji2j  +  6)  JS,,^,  -  2j(2j  +  3)  A,+,  +  ßB,j  =  0.         (13) 

Diese  Formeln  geben  der  Reihe  nach  BQ,B^,-'-,B^jy*''f  ausgedrückt 
durch  J?4;  welches  bisher  unbestimmt  bleibt.  Es  ist  jedoch  aus  der 
Natur  der  Aufgabe  klar,  daß  die  Lösung  eindeutig  sein  muß,  ab- 
gesehen von  besonderen  Werten  von  h  (und  folglich  von  /J),  welche 
so  beschaffen  sind,  daß  freie  Schwingungen  von  der  entsprechenden 

Gattung  (s  ==  2)  möglich  sind,  welche  die  Periode  —  besitzen.     Wir 

werden  in  der  Tat  sehen,  daß  bei  der  obigen  Lösung  die  Kom- 
ponente u  der  Geschwindigkeit  in  der  Richtung  des  Meridians  am 
Äquator  unstetig  werden  würde,  ausgenonmien  wenn  B^  einen  ge- 
wissen bestimmten  Wert  annimmt.^) 

Der  Gedankengang  ist  in  mancher  Hinsicht  demjenigen  des  §  216 
ähnlich.  Wenn  wir  durch  Nj  das  Verhältnis  J^jy+s  •  ^iy  zweier  auf- 
einanderfolgender Koeffizienten  bezeichnen,  so  haben  wir  nach  Glei- 
chung (13) 

N      ==2i  +  a_      J 2.  (14) 

woraus  sich  ergibt,  daß  Nj  mit  wachsendem  j  sich  der  Grenze  0  oder  1 
nähern  muß.  Oder  genauer,  außer  wenn  Nj  die  Grenze  0  hat,  wird 
Nj^^  nach  dem  Grenzwert 

J|-(±4;     oder     1--^. 

(2;  -f-  6)  2j 

streben.  Letzteres  ist  mit  dem  Grenzwert  des  Verhältnisses  der  Koeffi- 
zienten von  v^^  und  v^^"^  in  der  Entwicklung  von  yi  — v*  identisch. 
Wir  schließen,  daß  die  aufeinanderfolgenden  Glieder  der  Reihe  (10), 

1)  Im  Falle  eineB  Meeres  am  Pole,  welches  von  einem  Breitenkreis  be- 
grenzt wird,  dessen  Radios  <a^  ist,  wäre  der  Wert  von  B^  durch  die  Be- 

dingxmg  bestimmt,  daß  an  der  Grenze  ti  =  0  und  folglich  ^  -■  0  sein  muß. 

L»inb,  S^drodTBMiiik.  26 
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außer  wenn  B^  den  Wert  besitzt,  der  N^  »  0  macht,  mit  denjenigen 
von  yi  —  1^  vergleichbar  werden,  sodaß  wir 

t:-L  +  {l-v')^M  (15) 

schreiben  können,  wo  L  und  M  Funktionen  von  v  sind,  welche  fBr 
V  ^1  nicht  verschwinden.  Für  Punkte  in  der  Nähe  des  Äqoators 
(y  —  1)  ergibt  dies 

^^  =  T  (1  -  O*  f^  =  ±M.  (16) 

Nach  Gleichung  (3)  des  §  217  würde  also  u  von  einem  bestimmten 
endlichen  Werte  zu  dem  entgegengesetzt  gleichen  übergehen,  indem 
wir  den  Äquator  kreuzen. 

Es  ist  deshalb  für  unseren  Zweck  wesentlich,  den  Wert  von  JB^ 
so  zu  wählen,  daß  N^  »  0  wird.  Dies  wird  durch  dasselbe  YerfiGihren 
wie  in  §  216  bewirkt.     Schreiben  wir  Gleichung  (13)  in   der  Form 

^    «i  +  8    ^    >  ^^^> 

so  sehen  wir,  daß  iV^  durch  den  konvergierenden  Kettenbruch 

^         2 J  (2i  +  6)  (2  j  +  2)  (2j  +  8)  (2i  +  4)  {2j  +  10)  ,      . 

>"*   2i  +  8_  2i  +  6_  2iJ-7__  ^^^) 

2i+'6  2i-f8  2; +  10 

gegeben  sein  muß.  Dies  gilt  von  j  =  2  an  aufwärts,  aber  es  wird 
aus  Gleichung  (12)  ersichtlich,  daß  es  auch  den  Wert  von  N^  ergibt, 
der  bisher  nicht  definiert  war,  vorausgesetzt,  daß   wir  dieses  Zeichen 

für  -jJ„  gebrauchen.    Wir  haben  dann 

B,  =  N^B„ 
B,  =  N,B„ 


Schreiben  wir  S  =  5  +  S',  so  erhalten  wir  schließlich 


H 


^    =  „«  +  Ny  +  N,N,v^  +  N.X.Ny  +  .  . .  (19) 


Wie  in  §  216  besteht  das  praktische  Verfahren  zur  Ausrechnmig 
darin,  einen  angenäherten  Wert  für  ^j^i  anzunehmen,  wo  j  eine 
mäßig  große  Zahl  ist,  und  dann  der  Reihe  nach  Nj^  -^j-i,  *  *  *,  -^i  ^i 
vermittels  der  Formel  (17)  abzAileiten. 


Die  Lösung  von  Laplace.  408 

Die  obige  Untersuchung  ist  im  wesentlichen  der  bemerkenswerten 
Abhandlimg  entnommen  worden,  welche  Lord  Kelvin  ^)  zur  Verteidigung 
der  Laplaceschen  Behandlungsweise  der  Aufgabe  geschrieben  hat.  An 
der  betreffenden  Stelle  der  M^canique  Celeste  bestimmt  Laplace  die 
Eonstante  B^  vermittels  des  Eettenbruches  fCLr  N^,  ohne,  wie  zugegeben 
werden  muß,  eine  befriedigende  Rechtfertigung  dieses  Schrittes  zu 
geben.  Die  Gründlichkeit  dieses  Verfahrens  war  von  Airy ')  und 
später  von  Ferrel')  bezweifelt  worden. 

Laplace  war  unglücklicherweise  nicht  gewöhnt,  besondere  Literatur- 
nachweise zu  geben,  sodaß  wenigen  seiner  Leser  die  ursprüngliche 
Darstellung  der  kinetischen  Theorie  zur  Kenntnis  gekommen  ist,  wo 
die  Lösung  für  den  jetzigen  Fall  in  eine  sehr  beweiskraftige,  wenn 
auch  etwas  abweichende  Form  gebracht  ist.^)  Gehen  wir  nämlich 
darauf  aus,  eine  angenäherte  Lösimg  vermittels  einer  endlichen  Reihe 

^^By  +  B,v'  +  ^^^  +  B,,^,  i;"+«  (20) 

zu  bilden,  so  bemerken  wir  mit  Laplace''),  dafi  die  Koeffizienten  den 
folgenden  Bedingungen  unterworfen  sein  müßten,  um  die  Differential- 
gleichungen zu  erfüllen: 

^Bs-28Bt  +  ßB^  =0 


,      (21) 


(2k-2)(2k  +  4)B,^^,-{2k-2)(2k+l)B,,  +  ßB,,_,'~0 

-2ki2k  +  S)B„^,  +  ßB„     -0 

wie  sogleich  gesehen  wird,  wenn  man  in  der  allgemeinen  Gleichung  (13) 

setzt. 

Wir  haben  hier  A;  + 1  Gleichungen  zwischen  k  Konstanten.  Das 
eingeschlagene  Verfahren  besteht  dann,  die  Konstanten  den  ersten 
k  Beziehungen  gemäß  zu  bestimmen;  wir  erhalten  so  eine  genaue 
Lösung,  zwar  nicht  der  aufgestellten  Differentialgleichung  (9),  sondern 
der  Gleichung,  wie  sie  durch  Hinzufügung  eines  Gliedes /SBj^^ ,•!/**+• 
zur  rechten  Seite  verändert  wird.  Dies  kommt  einer  Veränderung 
der   Störungskraft   gleich,   und   wenn   wir   so    eine   Lösung   erhalten 

1)  Sir  W.  Thomson,  „ün  an  Alleged  Error  in  Laplace's  Theory  of  the  Tides*^ 
Phil.  Mag.  (4),  60,  S.  227,  1876. 

2)  „Tides  and  Wavea",  §  111. 

3)  „Tidal  Researchea",  ü.  8.  Coast  Survey  Rep.,  1874,  S.  164. 

4)  „Recherches  but  quelques  points  du  syst^e  da  monde",  Mem.  de 
VÄcad.  roy.  des  Sciences,  1776  (1779)  ((Euvres  CompUtes,  Bd.  IX,  S.  187  ff.). 

5)  (Euvres,  Bd.  IX,  S.  218.    Die  Schreibweise  ist  verändert  worden. 

26* 


404 


Vm.  Flutwellen. 


können^  wo  der  Zusatz  sehr  klein  ist,  so  können  wir  diese  als  eine 
angenäherte  Lösnng  der  ursprünglichen  Aufgabe  ansehen.^) 

Nehmen  wir  nun  die  ersten  h  Relationen  des  Sjstemes  (21)  in 
umgekehrter  Reihenfolge;  so  erhalten  wir  B^j^^^  durch  B^^  ausgedröcki^ 
daraus  B^^  durch  B^^^u  usw.,  bis  schließlich  B^  durch  H'"  ausgedrückt 
ist;  und  wenn  h  groß  genug  ist;  so  ist  einleuchtend^  daß  der  Wert  Yon 
B^j^j^^  und  folglich  der  Zusatz  zur  Storungskraft;  welche  erforderlich  ist^ 
um  die  Lösung  exakt  zu  machen  ^  sehr  klein  sein  werden.  Dies  soll 
sogleich  nach  Laplace  durch  ein  Zahlenbeispiel  erläutert  werden. 

Das  eben  angegebene  Verfahren  ist  dem  Gebrauche  des  Ketten- 
braches  (17)  in  der  bereits  auseinandergesetzten  Weise  offenbar  gleich- 
wertig, wobei  wir  von  j  +  1  =  i  und  JT^  =^  ^kT(ih'j^'i\  ausgehen.    Der 

Kettenbruch  als  solcher  kommt  jedoch  in  der  genannten  Arbeit  nicht 
Tor,  aber  er  wurde  in  die  Mecanique  Celeste  eingeführt,  wahrschein- 
lich als  ein  nachtraglicher  Oedanke,  als  kurzgefaßter  Ausdruck  des 
ursprünglich  gebrauchten  Rechnungsverfahrens. 

Folgende  Tabelle  gibt  die  Zahlenwerte  der  Koeffizienten  für  die  ein- 

zelnen  Potenzen  von  v  in  der  Formel  (19)  für  ^,,,,  und  zwar  in  den  Fallen 


welche  Tiefen  von 


/S  =  40,         20,         10, 


5, 


1, 


7260,  14620,  29040,  58080,  290400  Fuß 


entsprechen.*)     Die   letzte  Zeile   gibt  den  Wert  von  ^,  für  v  —  1, 

d.  h.  das  Verhältnis  der  Amplitude  am  Äquator  zu  ihrem  Wert  nach 
der  Gleichgewichtstheorie.  An  den  Polen  {y  =  0)  hat  die  Flut  in 
allen  Fällen  den  Gleichgewichtswert,  nämlich  0. 


(3  —  40 

/J— 20 

(3—10 

jj— 6    1    (3—1 

^*  i  H 

f-  1,0000 

+  1,0000 

+  1,0000 

+ 1,0000    H 

1-1,0000 

V*  I  - 

-  20,1862 

—  0,2491 

+  6,1916 

+  0,7604 

-  0,1062 

V*  1  - 

-  10,1164 

— 1,4066 

4-  3,2447 

+  0,1666 

-  0,0039 

V»    — 18,1047 

0,8694 

4-  0,7284 

+  0,0167 

-0,0001 

v"   — 16,4488 

—  0,2641 

+  0,0919 

4-  0,0009 

v"   —  7,4681 

—  0,0462 

+  0,0076 

v"   —  2,1976 

—  0,0068 

+  0,0004 

V** 

—  0,4601 

—  0,0006 

yl8 

—  0,0687 

y«0 

—  0,0082 

v'* 

—  0,0008 

1 

v"   —  0,0001 

+  1,924 

__ 

-  7,434 

1,821 

+  11,259 

H 

h  1,110 

1)  Es  ist  bemeikenBwert ,  daß  die  BeweiBführang  von  der  Art  ist,  welche 
Aixy  selbst  bei  seinen  üntersuchnngen  über  Wellen  fortwährend  braucht. 

2)  Die  ersten  drei  Fälle  wurden  von  Laplace,  h  c,  S.  886  berechnet»  der  leMe 
von  Lord  Kelvin.  Die  Zahlen,  welche  sich  auf  den  dritten  Fall  beziehen,  siiid 
gemäß  den  Rechnungen  von  Hough  verbessert  worden;  siehe  §  221. 
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Wir  können  diese  Resultate  benutzen,  um  abzuschätzen,  wie 
weit  die  Annäherung  in  jedem  Falle  geht.  Für  ß  =  40  z.  B.  findet 
Laplace  B,«  =  -  0,000004  •  Ä'";  der  Zusatz  zur  Störungskraft,  welcher 
nötig  wäre,  um  die  Lösung  exakt  zu  machen,  würde  dann  —  0,00  002  H"'v^ 
betragen  und  würde  deshalb  zur  Ejraft  selbst  in  dem  Verhältnis 
-  0,00002  v^  stehen. 

Es  folgt  aus  Gleichimg  (19),  daß  nahe  bei  den  Polen,  wo  v  sehr 
klein  ist,  die  Gezeiten  in  allen  Fällen  direkt  sind.  Für  genügend  große 
Tiefen  wird  ß  sehr  klein,  und  die  Formeln  (17)  und  (19)  zeigen  dann, 
daß  die  Flut  überall  dem  Gleichgewichtswert  nahe  ist,  da  die  Koeffi- 
zienten alle  klein  sind,  mit  Ausnahme  des  ersten,  welcher  gleich  1  ist 
Mit  abnehmendem  h  wächst  /3,  und  die  Formel  (17)  zeigt,  daß  jedes 
der  Verhältnisse  N^  beständig  wächst,  ausgenommen,  wenn  es  bei  dem 
Durchgange  durch  den  Wert  oo  sein  Vorzeichen  von  +  zu  —  ändert. 
Keine  Singularität  in  der  Lösung  begleitet  diesen  Durchgang  von  N^ 
durch  <x),  ausgenommen  in  dem  Falle  von  iV^,  da,  wie  man  leicht 
sieht,  das  Produkt  Nj^^Nj  endlich  bleibt,  und  die  Koeffizienten  in  (19) 
sind  deshalb  alle  endlich.  Aber  wenn  ^^  =  oo,  wird  der  Ausdruck 
f^  g  imendlich,  was  andeutet,  daß  die  Tiefe  dann  einen  der  kritischen 
Werte  hat,  auf  die  bereits  hingewiesen  wurde. 

Die  Tabelle  zeigt,  daß  fQr  Tiefen  von  29040  Fuß  und  darüber 
die  Gezeiten  überall  direkt  sind,  daß  es  aber  eine  kritische  Tiefe 
zwischen  29040  und  14520  Fuß  gibt,  für  welche  die  Flut  am 
Äquator  aufhört  direkt  zu  sein,  sondern  umgekehrt  wird.  Die  Ghröße 
des  zweiten  Koeffizienten  in  dem  FaUe  /3  =  40  deutet  an,  daß  die 
Tiefe  nicht  weit  unter  7260  Fuß  verkleinert  werden  kann,  bevor  ein 
zweiter  kritischer  Wert  erreicht  würde. 

Immer  wenn  die  Flut  am  Äquator  umgekehrt  ist,  müssen  ein 
oder  mehrere  Kreise  als  Knotenlinien  ^  =  0  vorhanden  sein,  welche 
in  Bezug  auf  den  Äquator  symmetrisch  liegen.  In  dem  Falle  /3  =  40 
ist  die  Lage  derselben  näherungsweise  durch  v  =  0,95  oder  0  =  90®  ±18® 
gegeben.^) 

§  221.  Die  dynamische  Theorie  der  Gezeiten  fQr  den  Fall  eines 
Meeres,  welches  die  Erde  mit  gleichförmiger  Tiefe  längs  jedes  Breiten- 
kreises bedeckt,  ist  in  neuerer  Zeit  von  Hough  bedeutend  verbessert 
und  ausgebildet  worden^),  welcher  einen  aufgegebenen  Versuch  von 
Laplace  wieder  aufiiahm,  indem  er  Entwickelungen  nach  KugeKunktionen 

statt  der  Potenzreihen  in  /t  (oder  v)  einführte.    Dies  hat  den  Vorteil 

__  _  • 

1)  Zwecks  einer  vollständigeren  Erörterung  dieser  Punkte  sei  auf  die  ur- 
sprüngliche Abhandlung  von  Laplace  und  auf  die  Arbeiten  von  Lord  Kelvin 
verwiesen. 

2)  „On  the  Application  of  Harmonie  Analysis  to  the  Dynamical  Theory  of 
the  Tides",  Phil  Trans.,  A,,  189,  S.  201,  und  191,  S.  189,  1897. 
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einer  rascheren  Konvergenz^  besonders,  wie  zu  erwarten  war,  in  den 
Fällen,  wo  der  Einfluß  der  Erdrotation  relativ  klein  ist;  und  es  ge- 
stattet auch,  die  gegenseitige  Anziehung  der  Wasserteilchen  in  Rech- 
nung zu  ziehen,  welche  keineswegs  unbedeutend  ist,  wie  wir  schon 
bei  der  ein&cheren  Aufgabe  des  §  199  gesehen  haben. 

Wenn  die  Oberflächenerhebung  ^  und  die  der  Gleichgewichts- 
theorie  entsprechende  Fluthöhe  ^  (wobei  die  Wirkung  der  gegen- 
seitigen Anziehung  nicht  eingerechnet  ist)  in  eine  Reihe  von  Kugel- 
flächenfimktionen  entwickelt  wird,  nämlich 

g»2;g.,     t-Uin^  (1) 

so  wird  der  vollständige  Ausdruck  f&r  das  Potential  der  Storungs- 

lauten;  vergl.  §  199.  Der  Faktor  von  —  g  ist  an  Stelle  von  ^  in  die 
Gleichungen  von  §§  213  ff.  einzusetzen.     Es  genügt  daher, 

,  .  r  =  -sK£.-ü  (2) 

zu  schreiben,  wo 

statt  der  Bezeichnung  in  den  Formeln  (5)  des  §  214  oder  in  den 
Gleichungen  (4)  des  §  217.  Die  übrigen  Gleichungen  behalten  somit 
ihre  ursprüngliche  Gestalt. 

Bei  den  yßciiwingiingen  erder  GcUtunst^  kann  die  Differential- 
gleichung folgendermaßen  geschrieben  werden: 


(6) 


Wenn  wir  annehmen,  daß 
ist,  so  haben  wir 

t:  =  :s:(a,c,-Y„)PM-  (6) 

Durch    Einsetzen    in    Gleichung  (4)   und    Integration    zwischen    den 
Frenzen  - 1  und  ^  finden  wir 


II 


^(«»<^-.-y.)(i-<^')-£"+-2:i3C,{(/^-i)  +  (i-,t*)}/p.rf/t-o.   (7) 

--1 


Nun  ist  nach  bekannten  Formeln^) 


—  1 


^-'^''  =  -,T(n-Vl-)^^-'*''1J"'  («> 


1)  Siehe  Todhunter,  Functions  of  Ijaplace  etc.,  Kap.V;  Whittaker.  Modem 
Anahfsis,  §  117. 
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und 


— 1 


_i_    /      1      /dPn^2      dP„\  1      fdF^      dF,A\ 

n  +  ll2n  +  8\    d\L  du)      2«  — iVci^  dfi    // 


(2n  +  l)(2n  +  8)     d^  (2n  — l)(2n  +  8)  d^ 

1  dP„_, 


+ 


(2n— l)(2n+l)     d^ 


(ö) 


Wenn  wir  in  Gleichung  (7)  einsetzen,  so  finden  wir,  da  der  gesamte 
Koemzient  von 

gleich  0  sein  muß, 


(2 
WO 


n  +  8)(2n+6)^*+«       '''«^«  +  (2n'— 8)(2n  — 1)  ^«-«  "~  (3*'       (^^^ 
r  /^'-l      . ? ?«.  (in 


*       n(n  +  l)    '    (2n  — l)(2n-f  8)        (3 


Die  Beziehung  (10)  wird  von  n  — » 1  aufwärts  gelten^  voraus- 
gesetzt^ daß  wir 

Co-0 
setzen. 

Die  weitere  Untersuchung  gründet  sich  im  wesenüichen  auf  das 
Verfahren  von  Laplace^  das  in  §  220  erläutert  worden  ist,  und  die 
Behandlung  folgt  im  allgemeinen  den  gleichen  Grundlinien  wie  in 
den  §§215,  216  und  220. 

Für  freie  Schwingungen  haben  wir  y^ »  0,  und  die  zulässigen 
Werte  von  f  werden  durch  die  transzendente  Gleichung 

6_7^9^UM13^0  (12) 

*         L^—     L^  —  etc.  ^     ^ 

oder 

1  1 

^i— Tr=^L,-etc.  ^^  (^^) 

bestimmt,  je  nachdem  die  Schwingungsform  symmetrisch  oder  un- 
symmetrisch in  Bezug  auf  den  Äquator  ist.  Andere  Formen  für  die 
Periodengleichungen  sind  von  Hough  aufgestellt,  welche  für  die  Be- 
rechnung der  höheren  Wurzeln  geeignet  sind,  und  es  wird  gezeigt^ 
daß  treffliche  Annäherungen  durch  die  Gleichungen 

oder 
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-"-',  =  1  +  n  («  +  1)|  (l  -  ^,/^^  ^)  J.^.  -  ^  __-^-j-^)  (14) 

gegeben  werden,  die  zwei  oder  drei  ersten  Werte  von  n  ausgenommen. 
Folgende  Tabelle  gibt  (in  Stemzeit)  für  verschiedene  Tiefen  die 
Perioden  der  langsamsten  symmetrischen  Schwingungen,  d.  h.  der- 
jenigen, bei  welchen  die  Erhebung  der  Oberfläche  sich  genau  wie 
P,  (fi)  verhalten  würde,  wenn  keine  Rotation  wäre.^) 


ß 


1       Tiefe 
:  (engl.  Fuß)  ; 


4ü)» 


Periode 
h.      m. 


Periode 
für  CO» 0 

h.    m. 


40 

20 

10 

6 


7260 
14620 
29040 
58080 


0,44165 
0,62473 
0,92506 
1,4785 


18  3,6 

15  11,0 

12  28,0 

9  52,1 


32  49 

23  12 

16  26 

11  35 


Die  Ergebnisse,  welche  für  die  erswutigeneti  Schwingungen  erster 
Gattung  erhalten  sind,  sind  denen  des  §  216  sehr  ähnlich.  Die  Orenz- 
form  (<r  »  0)  der  Gezeiten  von  langer  Periode  zeigt  folgende  Resultate: 


ß 

—  =  0.181 
Po 

9^ 

9o 

=  0 

Pol       !  Äquator 

i 

1         0,140         '         0,426 
0,266                 0,561 
0,443                 0,681 
0,628                 0,796 

Pol 

0,164 

0,470 
0,661 

J 

1 

Äquator 

40 

20 

10 

6 

0,466 

0,708 
0,817 

Die  zweite  und  dritte  Spalte  geben  das  Verhältnis  der  Flut  am 
Pol  bzw.  Äquator  zu  den  entsprechenden  Werten  nach  der  Gleich- 
gewichtstheorie.^  Die  Zahlen  der  vierten  und  fünften  Spalte  sind 
aus  §  216  wiederholt.  Der  Vergleich  zeigt  den  Einfluß  der  gegen- 
seitigen Gravitation  des  Wassers,  welche  eine  Verkleinerung  der 
Amplitude  bewirkt. 

§  222.  In  dem  allgemeineren  Falle,  wo  die  Bedingung  der 
Symmetrie  um  die  Achse  nicht  auferlegt  ist,  wird  die  Oberflächen- 
erhebung f  von  Hough  in  eine  Reihe  von  tesseralen  Kugelflächen- 
funktionen der  Form 

P/(i[i)e^^'^'  +  '<^  +  *)  (1) 

1)  Die  langsamste  unsymmetrische  Schwingungsform  hat  eine  viel  längere 
Periode.  Sie  bedingt  eine  Veirückung  des  Schwerpunktes  des  Wassers,  sodaft 
eine  Korrektion  nötig  sein  würde,  wenn  der  Kern  frei  wäre;  vergl.  §  198. 

2)  Die  Zahlen  sind  aus  den  Houghschen  Resultaten  hergeleitet.  Die  ge» 
nannte  Arbeit  enthält  eine  Erörterung  anderer  interessanter  Punkte,  wie  z.  B. 
eine  Untersuchung  einiger  Fälle  von  variabler  Tiefe,  durch  Zahlenbeispiele  er- 
läutert. 
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entwickelt.  In  Bezug  auf  die  Theorie  der  Gezeiten  smd  die  wichtig- 
sten Fälle  die,  wo  das  Potential  der  Störungskraft  die  Form  (1)  mit 
n  =  2  und  5  =  1  oder  s  =  2  besitzt. 

Die  Rechnungen  werden  notwendigerweise  ziemlich  verwickelt, 
und  es  muß  uns  genügen,  einige  der  interessanteren  Resultate  zu  er- 
wähnen, welche  andeuten  sollen,  wie  die  Lücken  in  den  vorangehen- 
den Untersuchungen  ausgefüllt  worden  sind. 

Um  die  Natur  der  freien  Schwingungen  zu  verstehen,  empfiehlt 
es  sich,  mit  dem  Falle  cd  =  0  zu  beginnen,  wo  keine  Rotation  statt- 
findet. Wenn  o  wächst,  so  beginnen  die  Paare  der  entgegengesetzt 
gleichen  Werte  von  6,  welche  wir  in  §  198  erhalten  haben,  sich  auch 
numerisch  zu  unterscheiden,  wobei  derjenige  der  größere  ist,  welcher  das- 
selbe Vorzeichen  wie  cd  hat.  Der  Charakter  der  natürlichen  Schwin- 
gungen wird  ebenfalls  allmählich  verändert.  Diese  Schwingungen 
werden  als  Schwingungen  ^ycrster  Klasse^'  unterschieden. 

Gleichzeitig  werden  gewisse  stationäre  Bewegungen,  welche  bei 
Abwesenheit  einer  Rotation  ohne  Niveauänderung  möglich  sind,  in 
Schwingungen  von  langer  Periode  bei  gleichzeitiger  Niveauänderung 
verwandelt,  wobei  die  Werte  von  ö  zuerst  mit  a  vergleichbar  sind. 
Die  entsprechenden  Schwingungsformen  werden  als  Schwingungen 
jjZ weiter  Klasse^'  bezeichnet^);  vgl.  §  205. 

Folgende  Tabelle  gibt  die  Werte  von  6  für  diejenigen  Schwin- 
gungen erster  Erlasse,  welche  in  Bezug  auf  die  täglichen  und  halb- 
tägigen Gezeiten  am  wichtigsten  sind,  sowie  die  entsprechenden  Perioden 
in  Stemzeit.  Die  letzte  Spalte  gibt  die  entsprechenden  Perioden  für  den 
Fall  wieder,  daß  keine  Rotation  stattfindet,  nach  der  Formel  (15)  de» 
§199  berechnet. 


2.  Art 

[ä=1] 

3.  Art 

[8  =  2] 

Tiefe 

(Fuß) 

1 
ö           \      Periode 

n.     m. 

1 
a                 Periode 

h.     m. 

Periode 
für  ö)  «(> 

h.     m. 

7260 
14520 
29040 
58080 

1,6887 
0,9834 

1,8677 

—  1,2450 

2,1641 

—  1,6170 

2,6288 

—  2,lCtl 

14     41 
24     24 

12     61 
19     16 

11       6 
14     50 

9       8 
11       6 

1,8347            17     69 

—  0,6221            38     84 

1,6133            14     62 

—  0,8922            26     54 

1,9968            12       1 

—  1,2865     !       18     40 

2,6635              9     24 

—  1,8675     j       12     56 

}     32     4'J 

1     28     lt> 

16     25 

}     11     35 

1)  Diese  beiden  Klassen  von  Schwingungen  sind  uns  bereits  bei  dem  ebenen 
Problem  des  §  211  begegnet. 
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Die  rascheste  Schwingung  zweiter  Klasse  hat  in  jedem  Falle  eine 
Periode  von  mehr  als  einem  Tag,  und  die  Perioden  der  übrigen  sind 
noch  viel  länger. 

Was  die  erssumngenen  Schwingungen  zweiter  Gattung  betrifft,  so 
gilt  immer  der  Laplacesche  Schluß,  daß  die  tägliche  Flut  im  Falle 
gleichförmiger  Tiefe  verschwindet,  wenn  genau  tf  *—  cd  ist.  Die  Rech- 
nung für  den  wichtigsten  Fall  der  taglichen  Mondflut,  wo  —  »  0,92700, 

zeigt,  daß  für  die  betrachteten  Tiefen  die  Erhebungen  klein  gegen 
diejenigen  der  Gleichgewichtstheorie  und  im  ganzen  umgekehrt  sind. 
Von  den  erzwungenen  Schwingungen  dritter  Gattung  ist  zuerst 
der  Fall  der  halbtögigen  Sonnenflut  zu  erwähnen,  für  welchen  mit 
genügender  Genauigkeit  <r  =  2o  ist.  Für  die  vier  Tiefen,  die  in 
unseren  Tabellen  gegeben  sind,  wird  am  Äquator  das  Verhältnis  der 
dynamischen  Fluthöhe  zu  der  konventionellen  Fluthöhe  nach  der 
Gleichgewichtstheorie  zu 

+  7,9548,    -  1,501G,    ~  234,87,     +  2,1389 
gefunden. 

hn  1 

„Die  sehr  großen  Koeffizienten,  welche  für  -    ,— ,  —  —  auftreten, 

deuten  darauf  hin,  daß  für  diese  Tiefe  eine  Periode  der  freien 
Schwingung  vom  halbtägigen  Typus  vorhanden  ist,  welche  von  dem 
halben  Tage  nur  wenig  verschieden  ist.  Ein  Blick  auf  die  Tabellen 
zeigt,   daß   wir   tatsächlich   diese  Periode   auf   12  Stunden  1  Minute 

berechnet  haben,  während  wir  für  den  Fall  ^^  «  »  =  ../.  «ine  Periode 

von  12  Stunden  5  Minuten  gefunden  haben.^)  Für  eine  Periode  der 
erzwungenen  Schwingung,  welche  sich  von  derjenigen  einer  freien 
Schwingung  um  nur  1  Minute  unterscheidet,  kann  also  die  erzwun- 
gene Flut  ungefähr  250  mal  so  groß  sein  als  die  entsprechende 
Gleichgewichtsflut,  während  eine  Differenz  von  5  Minuten  zwischen 
diesen  Perioden  ausreicht,  die  Flut  auf  weniger  als  den  zehnten  Teil 
der  entsprechenden  Gleichgewichtsflut  herabzusetzen.  Es  scheint  also, 
daß  die  Fluten  keine  Tendenz  haben,  übermäßig  hoch  zu  werden,  außer 
wenn  eine  ziemlich  genaue  Übereinstimmung  mit  der  Periode  einer 
freien  Schwingung  stattfindet. 

Die  kritischen  Tiefen,  für  welche  die  hier  behandelten  erzwun- 
genen Gezeiten  unendlich  werden,  sind  die,  für  welche  eine  Periode 
der  freien  Schwingung  genau  mit  12  Stunden  zusammenfallt.  Diese 
können  ermittelt  werden,  wenn  man  in  der  Gleichung  für  die  Perioden 
der  freien  Schwingungen  <y  =  2(ö  setzt  und  diese  Gleichung  als  eine 
Gleichung  zur  Bestimmung  von  h  behandelt.     Die   kritischen  Tiefen, 

1)  Diese  gehört  zu  einer  Schwingimg  mit  zwei  Breitenkreisen  als  Knoten- 
linien,  welche  in  nnserer  ahgekürzton  Tahelle  nicht  enthalten  ist*  Sie  kommt 
derjenigen  zunächst,  die  eine  Periode  von  17  Stunden  49  Minuten  hat. 
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welche    den    beiden    größten   Wurzeln    entsprechen^    sind    ungefähr 
29182  Fuß  und  7375  Fuß. 

Man  wird  sehen,  daß  in  drei  unter  den  yier  betrachteten  Fallen 
die  Wirkung  der  gegenseitigen  Gravitation  des  Wassers  darin  besteht, 
das  Verhältnis  der  Flut  zur  Gleichgewichtsflut  zu  vermehren  (vgL  §  220). 
In  zweien  der  Fälle  wird  auch  das  Vorzeichen  umgekehrt.     Dies  ist 

natürlich   eine  Folge   der  Tatsache,   daß   für   ^  =  0,18093   eine  der 

freien    Perioden    etwas    größer    als    12  Stunden    ist,    während    für 

—  =-  0  die  entsprechende  Periode  kleiner  als  12  Stimden  wird."^) 

Hough  hat  auch  die  halbtägigen  Mondfluten  berechnet,  für  welche 

^  =  0,96350 

ist.     Für  die  vier  genannten  Tiefen  sind  die  Verhältnisse  der  Flut- 
höhen am  Äquator  zu  ihren  Gleichgewichtswerten 

-2,4187,    -1,8000,     +11,0725,     +1,9225. 

„Durch  Vergleich  dieser  Zahlen  mit  denjenigen,  welche  für  die 
Sonnenfluten  erhalten  wurden,  sehen  wir,  daß  für  eine  Tiefe  von 
7260  Fuß  die  Sonnenfluten  direkt,  dagegen  die  Mondfluten  umgekehrt 
sind;  das  Entgegengesetzte  findet  statt,  wenn  die  Tiefe  29040  Fuß 
beträgt.  Dies  ist  natürlich  der  Tatsache  zuzuschreiben,  daß  in  beiden 
Fällen  eine  freie  Periode  vorkommt,  welche  zwischen  12  Sonnen- 
stunden (oder  genauer  Stemstunden)  und  12  Mondstunden  liegt.  Die 
kritischen  Tiefen,  für  welche  die  Mondfluten  unendlich  werden,  be- 
stimmen sich  zu  26040  Fuß  und  6448  Fuß. 

Folglich  wird  diese  Erscheinung  auftreten,  wenn  die  Tiefe  des 
Meeres  zwischen  29182  und  26044  Fuß  oder  zwischen  7375  und 
6448  Fuß  liegt.  Eine  wichtige  Folge  würde  die  sein,  daß  für  Tiefen 
zwischen  diesen  Grenzen  die  gewöhnlichen  Erscheinungen  der  Spring- 
Und  Nippfluten  sich  umgekehrt  ergeben  würden,  indem  die  höheren 
Fluten  eintreten  würden,  wenn  der  Mond  sich  in  Quadratur  befindet, 
und  die  niedrigeren  bei  Neu-  und  Vollmond.^'*) 

§  228.  Es  ist  nicht  leicht,  außer  auf  ganz  allgemeine  Weise, 
sich  vorzustellen,  was  fQr  Verbesserungen  an  den  vorangehenden 
Schlüssen  der  dynamischen  Theorie  anzubringen  seien,  wenn  auf  die 
wirkliche  Beschaffenheit  des  Ozeans  mit  seinen  unregelmäßigen  Grenzen 
und  unregelmäßigen  Tiefen  Rücksicht  genommen  werden  soU.')  Einige 
Punkte  mögen  jedoch  hervorgehoben  werden. 

1)  Hough,  Pliil.  Trans.,  A.,  191,  S.  178  und  179. 

2)  Hough,  /.  c.,'WO  auf  Lord  Kelvin  verwiesen  ist:  Populär  Lectures  and 
Addressea,  London  1894,  Bd.  n,  S.  22,  1868. 

8)  Betreffs  der  allgemeinen  mathematischen  Aufgabe  verweisen  wir  auf 
Poincarä,  „Sur  T^quilibre  et  les  mouvements  des  mer8*\  Joum»  de  math. 
tJAouviUe),  (6),  2,  8.  67  und  217,  1896. 
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Znnächst  würden  die  Formeln  (17)  des  §  205  uns  dazu  f&hreD^ 
für  eine  beliebige  Flut  eine  Phasendifferenz  zwischen  der  FLuihohe 
und  der  Stomngskraft  zu  yermuten,  welche  sich  von  Ort  zu  Ort  ändert 
In  dem  Falle  der  halbtägigen  Mondfiuten  z.  B.  brauchte  Hochwasser 
oder  Niedrigwasser  nicht  mit  dem  Vorübergehen  des  Mondes  oder 
des  „Cregenn^ondes^^^)  durch  den  Meridian  zusammenzufiEillen.  Etwas  ge- 
nauer^  in  dem  Falle  einer  gegebenen  Störungskraft,  für  welche  die 
Fluthöhe  nach  der  Gleichgewichtstheorie  an  einer  besonderen  Stelle 
durch 

g  =  a  cos  6t  (1) 

gegeben  ist,  würde  die  dynamische  Fluthöhe 

t  =  J.  cos  (öt  —  e)  (2) 

betragen;  wo  das  Verhältnis  —  und  die  Phasendifferenz  €  Funktionen 

von  6  sein  werden. 

Betrachten  wir  femer  die  Übereinanderlagerung  zweier  Schwin- 
gungen Yon  gleichem  Typus ,  aber  mit  etwas  verschiedenen  Werten 
von  6,  z.  B.  die  halbtägigen  Mond-  und  Sonnenfluten.  Wenn  der 
Anfangspunkt  der  Zeit  in  eine  Konjunktion  verlegt  wird,  haben  wir 

J  =  a  cos  öt  -f-  «'cos  ö't  (3) 

und 

f  =  J.  cos  {6t  -e)  +  A'cos  {&t  —  b')  .  (4) 

Dies  kann  folgendermaßen  geschrieben  werden: 

g  =»  ( J.  +  -J-'cos  (p)  cos  (6t  —  £)  +  -4' sin  9  sin  (6t  —  e),  (5) 

wo 

(p^(6'-6')t^e  +  a\  (6) 

Wenn  das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (4)  die 
Mondfiuten  und  das  zweite  diejenigen  der  Sonne  darstellt^  so  haben  wir 

<y  <  (j'    und    A  >  Ä\ 
Wenn  wir 

A  +  ^'cos  (p  =>  C  cos  u 

A'sinq)  ==  Csiaa 
schreiben,  erhalten  wir 

j  =  Ccos  (6t  —  e  —  a),  {8) 

wobei 

C  =  (A^  +  2AÄ  cos  9  +  Ä^)^ 


(7) 


,  1       ^  sin  cp 

a  =  tang"^  -.  ,    ..    — 
o       ^4  +  -4.  cos  qp 

1)  Dieser  Ausdruck  wird  im  Anhange  zu  diesem  Kapitel  erklärt. 


(9) 
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Dies  kann  als  eine  ein&che  Schwingung  mit  langsam  veränderlicher 
Amplitude  und  Phase  gelten.  Die  Amplitude  schwebt  zwischen  den 
Grenzen  Ä  +  A'  und  Ä  —  Ä\  Was  a  betrifft,  so  kann  immer  an- 
genommen werden,  daß  es  zwischen  -f  ^ä  und  —  ^n  liegt.  Die 
Periode  muß  auch  als  veränderlich  betrachtet  werden,  wir  finden 
nämlich 

Dies  schwebt  zwischen^) 


A  +  AT  ^^  A^A'    '  (^^) 

Das  obige  ist  die  bekannte  Auseinandersetzung  der  Erscheinungen 
der  Springfluten  und  Nippfluten*);  aber  wir  sind  jetzt  weiter  an  der 
Frage  nach  der  Phase  interessiert.  Nach  der  Gleichgewichtstheorie 
werden  die  Maxima  der  Amplitude  C  auftreten,  so  oft 

wo  n  eine  ganze  Zahl  ist.     Nach  der  dynamischen  Theorie  sind  die 
Epochen  der  entsprechenden  Maxima  durch 

{ö' -  ö)t  —  (b  -  s)  ^  2nx 

gegeben,   d.  h.   die   dynamischen  Maxima   folgen  den    statischen   um 
einen  Zeitraum»)  ^._^ 


a'—ü 


Wenn  der  Unterschied  zwischen  ö'  und  6  unendlich  klein  wäre,   so 
wäre  dies  gleich  ^• 

Die  Tatsache,  daß  der  Zeitpunkt  des  Hochwassers  selbst  bei 
Quadratur  dem  Yorübergang  des  Mondes  oder  Gegenmondes  um 
mehrere  Stunden  vorausgehen  oder  nachfolgen  kann,  ist  bekannt.^) 
Wenn  die  Zwischenzeit  als  eine  Verzögerung  gerechnet  wird,  ist  sie 
überdies  f&r  die  halbtägigen  Sonnenfluten  gewöhnlich  größer  als  fur 
diejenigen  des  Mondes,  was  zur  Folge  hat,  daß  die  Springfluten  an 
manchen  Orten  ein  oder  zwei  Tage  nach  der  entsprechenden  Kon- 
junktion am  höchsten  sind.     Letzterer  Umstand  wird  gewöhnlich  der 

1)  Helmholtz,  Lehre  von  den  Tonempfindungen,  2.  Aufl.,  BrannBchweijz^ 
1870,  S.  622. 

2)  Yergl  Thomson  and  Tait,  Natural,  PhiUmphy^  §  60. 

3)  Diese  Zwischenzeit  kann  natürlich  negativ  sein. 

4)  Die  Werte  der  Verzögerung,  die  wir  mit  e  bezeichnet  haben,  fOr  die 
verschiedenen  Komponenten  der  Fluten  sind  für  eine  Anzahl  Häfen  von  Baixd 
nnd  Darwin  angegeben,  „Results  of  the  Harmonie  Analjsis  of  Tidal  Observations^^ 
Proc.  B.  S,y  89,  S.  186, 18S6;  und  Darwin,  „Second  series  of  Results  . . .",  Proc.  R.  S.. 
46,  S.  666,  1889. 
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Flutreibung  (siehe  Kap.  XI)  zugeschrieben,  aber  es  ist  kl^,  daß 
die  Phasendifferenzen,  welche  zu  einer  vollständigen  dynamischen 
Theorie  selbst  bei  Abwesenheit  von  Reibung  gehören,  in  diesem  Zn- 
sammenhange  nicht  übergangen  werden  dürfen.  Man  hat  Gründe  für 
die  Vermutung,  daß  sie  tatsachlich  weit  wichtiger  als  diejenigen  sind, 
welche  von  der  Reibung  herrühren. 

Schließlich  war  in  den  §§  205  und  216  gezeigt^  daß  die  Gezeiten 
mit  langer  Periode  betrachtlich  von  den  Werten,  die  von  der  Oleich- 
gewichtstheorie  gegeben  werden,  abweichen  können,  zufolge  der  Mög- 
lichkeit gewisser  stationärer  Bewegungen  bei  Abwesenheit  der  Störung. 
Es  ist  von  Lord  Rayleigh^)  auseinandergesetzt,  daß  diese  stationären 
Bewegungen  in  gewissen  Fällen  unmöglich  sein  können,  wo  der  Ozean 
durch  senkrechte  Wände  begrenzt  ist.  Im  Hinblick  auf  Gleichung  (6) 
des  §  213  ergibt  sich,  daß  für  konstante  Tiefe  h  die  Erhebung  ^ 
bei  der  stationären  Bewegung  eine  Funktion  der  Poldistanz  6  allein 
sein  muß,  und  daß  deshalb  nach  Gleichimg  (4)  desselben  Paragraphen 
die  Geschwindigkeit  nach  Osten  zu  eine  Funktion  der  Breite  sein 
muß.  Dies  ist  mit  dem  Vorhandensein  einer  senkrechten  Grenzwand 
längs  eines  Meridians  nicht  vereinbar.  Dieser  Einwand  gilt  jedoch 
nicht  für  den  Fall  eines  Meeres,  dessen  Tiefe  von  den  mittleren 
TeUen  aus  nach  dem  Rand  zu  stetig  abnimmt. 

§  224.  Wir  wollen  die  Untersuchung  des  §  199  durch  einige 
Betrachtungen  über  die  Stabilität  des  Weltmeeres  bei  der  Rotation 
vervollständigen. 

Es  wurde  in  §  204  gezeigt,  daß  die  Bedingung  für  säkulare 
Stabilität  die  ist,  daß  V  —  Tq  im  Falle  des  Gleichgewichtes  ein 
Minimum  sein  müßte.  Wenn  wir  die  gegenseitige  Anziehung  des  ge- 
hobenen Wassers  vernachlässigen,  so  ist  die  Anwendung  auf  die  Yor- 
liegende  Aufgabe  sehr  einfach.  Der  Überschuß  der  Größe  V —  T^ 
über  ihren  Wert  im  ungestörten  Zustand  ist  offenbar 

0 

wo  ^F  das  Potential  der  Anziehung  der  Erde  bezeichnet,  dS  ein 
Element  der  Meeresoberfläche  ist  und  die  übrigen  Buchstaben  die 
gleiche  Bedeutung  wie  früher  haben.  Da  W  —  ^(o^U)^  auf  dem  un- 
gestörten Niveau  (js  =  0)  konstant  ist,  so  kann  angenommen  werden^ 
daß  sein  Wert  in  einer  kleinen  Höhe  z  gleich  gjs  +  konst.  ist,  wo, 
wie  in  §  212, 

1)  „Note  on  the  Theory  of  the  Fortnightly  Tide",  Phil  Mag.  (jd),  6,  S.  186, 1903. 
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Da  wegen  der  Konstanz  des  Volumens 

fßdS  =  0 
ist,  so  finden  wir  aus  Gleichung  (1),  daß  der  Zuwachs  von  V  —  T^ 

iffgt'dS  (3) 

betragt  Dies  ist  wesentlich  positiv,  und  das  Gleichgewicht  ist  dem- 
nach säkular  stabil^) 

Es  ist  zu  bemerken,  daß  diese  BeweisfQhrung  keiner  Einschrän- 
kung hinsichtlich  der  Tiefe  der  Flüssigkeit  oder  der  Kleinheit  der 
EUiptizität  oder  auch  hinsichtlich  der  Symmetrie  der  ungestörten 
Oberfläche  bezüglich  der  Rotationsachse  unterliegt. 

Wenn  wir  die  gegenseitige  Anziehung  des  Wassers  in  Rechnung 
ziehen  wollen,  so  ist  die  Aufgabe  nur  dann  ohne  Schwierigkeit  zu 
lösen,  wenn  die  ungestörte  Oberfläche  nahezu  kugelförmig  ist  und 
wir  die  Änderung  von  g  vernachlässigen.  Die  Frage  nach  der 
säkularen  Stabilität  ist  dann  genau  die  gleiche  wie  in  dem  Falle,  wo 
keine  Rotation  stattfindet.  Die  Rechnung  für  diesen  Fall  wird  passend 
im  nächsten  Kapitel  Platz  finden.  Das  Resultat,  wie  wir  es  nach 
§  199  vorausnehmen  könnten,  lautet  so,  daß  die  notwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  fOr  die  Stabilität  des  Meeres  darin  besteht^  daß 
seine  Dichte  kleiner  als  die  mittlere  Dichte  der  Erde  sein  muß.^) 

^  226.  Hier  bietet  sich  vielleicht  die  passendste  Gelegenheit, 
einige  Bemerkungen  allgemeiner  Art  über  die  Stabilität  dynamischer 
Systeme  anzuschließen.  Wir  haben  im  ganzen  den  gewöhnlichen  Ge- 
brauch befolgt,  welcher  behauptet,  daß  ein  Zustand  des  Gleichgewichts 
oder  der  stationären  Bewegung  stabil  oder  labil  sei,  je  nach  dem 
Charakter  der  Lösung  der  angenäherten  Gleichungen  für  die  gestörte 

Bewegung.  Wenn  die  Lösung  aus  Gliedern  von  der  Form  Ce- 
besteht,  wo  alle  Werte  von  A  rein  imaginär,  also  von  der  Form  iö 
sind,  so  wird  der  ungestörte  Zustand  gewöhnlich  als  stabil  gerechnet; 
wenn  hingegen  irgend  einer  der  Werte  X  reell  ist,  so  wird  der  Zu- 
stand als  labil  bezeichnet.  Im  Falle  des  gestörten  Gleichgewichtes 
führt  dies  mathematisch  zu  dem  gewöhnlichen  Kriterium,  daß  ein 
Minimum  des  Wertes  von  V  die  notwendige  und  hinreichende  Be- 
dingung für  die  Stabilität  ist. 

Es  ist  neuerdings  bezweifelt  worden,  ob  dieser  Schluß  in  prak- 
tischer Hinsicht  völlig  gerechtfertigt  sei.  Man  hat  aufmerksam  ge- 
macht, daß  unsere  linearen  Gleichungen  weniger  und  weniger  ge- 
nau sind,  je  mehr  die  Abweichung  aus  der  Gleichgewichtslage  zu- 
nimmt, und   daß    es  also    einer   Prüfung   bedarf,   inwieweit   strenge 

1)  Vergl.  Laplace,  Micanique  Celeste,  4.  Buch,  §§  18  und  14. 
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ScUußfolgenmgen  betreffs  der  extremen  Abweichung  hieraus  gezogen 
werden  können.^) 

Die  Beweisführung  von  Dirichlet,  welcher  feststellt^  daß  das  Aof- 
treten  eines  Minimums  eine  genügende  Bedingung  für  die  Stabilität  in 
jedem  praktischen  Sinne  bildet,  ist  bereits  erwähnt  worden.  Aber 
kein  so  einfacher  Beweis  steht  zur  Yerfagung,  um  ohne  Beschrankung 
zu  zeigen,  daß  diese  Bedingung  notwendig  ist.  Wenn  wir  jedoch  das 
Vorhandensein  dissipativer  Emfte  annehmen,  welche  bei  jeder  be- 
liebigen Bewegung  des  Systemes  aufbreten  sollen,  so  kann  der  Schluß 
wie  in  §  204  gezogen  werden. 

Die  geringste  Überlegimg  wird  zeigen,  daß  die  ünkkrheit,  welche 
hierin  herrscht,  hauptsächlich  von  dem  Mangel  einer  genügend  strengen 
mathematischen  Definition  dessen,  was  man  unter  Stabilität  verstehen 
soll,  herrührt.  Die  Schwierigkeit  wird  erhöht,  wenn  man  zu  der 
Frage  nach  der  Stabilität  der  Bewegung  übergeht  Die  Definitionen, 
welche  von  verschiedenen  Autoren  vorgeschlagen  worden  sind,  sind 
von  Klein  und  Sommerfeld  in  ihrem  Buche  über  die  Theorie  des 
Kreisels  kritisch  geprüft  worden.')  Indem  sie  die  früheren  Definitionen 
verwerfen,  gründen  sie  ihr  Kriterium  auf  die  Art  der  Yeranderongen, 
welche  in  der  Bahn  des  Systemes  durch  kleine  willkürliche  störende 
Impulse  hervorgebracht  werden.  Wenn  die  ungestörte  Bahn  die 
Grenzform  der  gestörten  Bahn  für  unendUch  kleine  Impulse  ist,  so 
soll  sie  stabil  heißen,  sonst  aber  nicht.  Es  wird  z.  B.  der  vertikalei 
Fall  eines  Teilchens  unter  Wirkimg  der  Schwere  als  stabil  ange- 
sehen, obwohl  für  eine  gegebene,  wenn  auch  beliebig  kleine  impulsive 
Störung  die  Abweichung  des  Teilchens  zu  einer  Zeit  t  von  der  Lage, 
welche  es  bei  der  ursprüi^lichen  Bewegung  einnahm,  mit  t  unbegrenzt 
wächst.  Selbst  dieses  Kriterium  ist  nur  eindeutig,  wie  die  genannten 
Autoren  selbst  erkennen,  wenn  der  Ausdruck  yjGrenzform^^y  wie  er 
auf  die  Bahn  angewendet  wird,  streng  definiert  ist.  Es  ei^bt  sich 
überdies,  daß  eine  mathematisch  strenge  Definition  nicht  in  allen 
Fällen  von  geometrischem  Gesichtspunkt  aus  naturgemäß  erscheint.') 

1)  Siehe  die  Arbeiteu  von  LiapounofP  und  Hadamard,  Jaurn.  de  nusth. 
{LiouviUe),  (6),  8,  1897. 

2)  Über  die  Theone  des  Kreisels,  Leipzig  1897,  S.  342. 

3)  Einige  treffende  Beispiele  bietet  die  Dynamik  des  Massenpankte«.  So 
wird  ein  Teilchen,  welches  einen  Kreis  unter  Einfluß  einer  Zentralkraft  be- 
schreibt, die  dem  Kubas  der  Entfernung  umgekehrt  proportional  ist,  bei  einer 
kleinen  Störung  sich  entweder  nach  dem  Mittelpunkt  oder  nach  dem  unend- 
lichen zu  bewegen,  indem  es  in  jedem  Falle  eine  Spirale  mit  unendlich  vielea 
Windungen  beschreibt.  Jede  dieser  Spiralen  hat  mathematisch  den  Kreis  ala 
Grenzform,  obwohl  die  Bewegung  in  letzterem  naturgemäß  als  labil  zu  betrachten 
wäre.    Vergl.  Korteweg,  Wiener  Ber.,  20.  Mai  1886. 

Eine  engere  Definition  ist  von  Love  gegeben  und  von  Bromwich  anf  Ter- 
schiedene  dynamische  und  hydrodynamische  Aufgaben  angewendet  worden;  siehe 
Proc.  Land.  Math,  Soc.,  33,  S.  :;2ö,  1901. 
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Die  vorangehenden  Betrachtungen  beziehen  sich  natürlich  nur  auf 
die  „gewöhnliche"  Stabilität.  Die  wichtigere  Theorie  der  „säkularen*' 
Stabilität  (§  204)  wird  nicht  berührt  Wir  werden  dem  Kriterium 
hierfür  in  etwas  yeninderter  Form  in  einem  weiteren  Stadium  unseres 
Gegenstandes  begegnen.^) 


Anhang  zum  achten  Kapitel. 

Über  fluterzengende  Kräfte. 

a)  Wenn  0  und  C  in  der   beigefügten  Figur   die  Mittelpunkte 
der  Erde  und  des   störenden  Körpers,  etwa  des  Mondes,  bezeichnen, 


so  wird  das  Potential  der  Anziehung  des  Mondes  für  einen  Punkt  P 
nahe  der  Erdoberfläche  —  y,p  sein,  wo  M  die  Masse  des  Mondes  uud 
y  die  Gravitationskonstante  bezeichnet.     Wenn  wir 

OC^D,         OP^r 

setzen  und  die  Zenithdistanz  des  Mondes  im  Punkte  P,  nämlich  den* 
Winkel  POC  mit  -ö*  bezeichnen,  so  ist  dieses  Potential  gleich 

_  y3I 

Wir  suchen  jedoch  nicht  die  absolute  Beschleunigung  für  den  Punkt  P, 
sondern  die  Beschleunigung  in  Bezug  auf  die  Erde.    Nun  erzeugt  der 

Mond  für  die  ganze  Erdmasse  eine  Beschleunigung  ^^    parallel  zu 

OC^)y  imd  das  Potential  eines  gleichförmigen  Feldes  einer  Kraft  von 


1)  Diese  Znsammenfassung  stammt  im  wesentlichen  aus  dem  Artikel 
des  Verf.:  ^^Dynamics,  Analytical"  in  der  E^ncyc.  Brit,  Bd.  27,  1902. 

2)  Die  Wirkung  derselben  besteht  darin,  eine  monatliche  Schwankong  bei 
der  Bewegung  des  Erdmittelpunktes  um  die  Sonne  hervorzubringen.  Die  Am- 
plitude dieser  Schwankung  in  Bezug  auf  den  Radiusvektor  beträgt  .HOOO  Meilen; 
die  Schwankung  in  der  Länge  beträgt  ungefähr  7";  siehe  Laplace,  M^caniqve 
Celeste,  6.  Buch,  §  80,  und  1,S.  Buch,  §  10. 
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dieser  Stärke  ist  offenbar 

—  Y),  •  rcos^. 

Ziehen  wir  dies  yon  dem  früheren  Resultate  ab,  so  erhalten  wir  fOr 
das  Potential  der  relativen  Anziehung  in  P 

Ä. r^  i.r^-.rcos».  (1) 

Diese  Funktion  Sl  ist  identisch  mit  der  „Störungsfunktionf^  der  Planeien- 
theorie. 

Entwickeln  wir  nach  Potenzen   von   j^ ,  was  in  unserem  Falle 

eine  kleine  Große  ist,  und  behalten  wir  nur  das  wichtigste  Glied  bei^ 
so  finden  wir 

si-l'-^:-(i-^B*»).  (2) 

Als  Funktion  der  Lage  von  P  betrachtet  ist  dies  eine  einfache  Kugel- 
fonktion  zweiter  Ordnung  mit  0(7  als  Achse. 

Der  Leser  kann  leicht  beweisen,  daß  Sl  bis  zu  diesem  Grad  der 
Annäherung  dem  Potentiale  zweier  Massen  gleichkommt,  deren  jede 
gleich  ^M  ist,  und  von  denen  sich  die  eine  in  C  und  die  andere  in 
einem  Punkte  C  auf  der  Verlängerung  von  CO  befindet,  wobei 
OC'^  OC}) 

b)  In  der  Gleichgewichtstheorie  der  Gezeiten  wird  angenommen, 
daß  die  freie  Oberfläche  in  jedem  Augenblick  die  Gleichgewichtsform 
annimmt,  welche  erhalten  bliebe,  wenn  der  störende  Körper  ungeandert 
in  seiner  Lage  zur  rotierenden  Erde  verharrte.  Mit  anderen  Worten, 
es  wird  angenommen,  daß  die  freie  Oberfläche  eine  Niveaufläche  unter 
der  gemeinschaftlichen  Wirkimg  von  Schwere,  Zentrifugalkraft  und 
Störungskraft  ist.     Die  Gleichung  dieser  Niveaufläche  ist 

W  —  .i  o»(T. >  +  a  =  konst,  (3) 

wo  Q  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Rotation,  o7  der  Abstand  eines 
Punktes  von  der  Erdachse  ist,  und  W  das  Potential  der  Erdanziehung 
bedeutet.  Wenn  wir  eckige  Elammern  gebrauchen,  um  die  Werte 
der  eingeschlossenen  Größen  für  das  ungestörte  Niveau  zu  unter- 
scheiden, und  durch  g  die  Erhebung  des  Wassers  über  diese  Flache 
infolge  des  Störungspotentials  bezeichnen,  so  lautet  die  obige  Gleichung 
näherungsweise 

[W^  ico^cT/]  +  [^^.(«p--  -to^S^Je  +  Ä  -  konst.,  (4) 


1)  Thomson  und  Tait,  §  804.    Diese  beiden  gedachten  Körper  werden  als 
„Mond'*  und  „Gregemnond**  bezeichnet. 
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wo  ^  gebraucht  wird,  am  die  Differentiation  längs  der  nach  außen 

gerichteten  Normalen  zu  bezeichnen.  Das  erste  Glied  ist  natürlich 
konstant,  und  wir  haben  deshalb 

g  =  -|  +  C,  (5) 

WO,  wie  in  §  212, 

9-[iiiV-^'o'm')].  (6) 

Es  ist  klar,  daß  y  den  Wert  der  scheinbaren  Gravitation  bezeichnet; 
dieser  wird  sich  natürlich  mehr  oder  weniger  mit  der  Lage  von  P 
auf  der  Erdoberfläche  veiändern. 

Es  ist  jedoch  in  der  Theorie  der  Gezeiten  gebräuchlich,  die 
kleinen  Schwankungen  im  Werte  von  g  und  den  Einfluß  der  Ellip- 
tizität  der  ungestörten  Niveaufläche  auf  den  Wert  von  Sl  in  Punkten 
der  Oberfläche  außer  acht  zu  lassen.     Setzen  wir  demnach 

yE 

wo  J?  die  Erdmasse  und  a  den  mittleren  Radius  der  Oberfläche  be- 
zeichnet, so  haben  wir  nach  (2)  und  (5) 

S  =  ir(co8>*-i)  +  (7.  (7) 

wo 

wie  in  §  179.  Darum  ist  die  Gleichgewichtsfigur  der  freien  Ober- 
fläche ein  harmonisches  Sphäroid  der  zweiten  Ordnung  vom  zonalen 
Typus,  dessen  Achse  durch  den  störenden  Körper  geht. 

c)  Infolge  der  {glichen  Rotation  und  auch  der  Ejreisbewegung 
des  störenden  Körpers  ändert  sich  die  Lage  des  Gezeitensphäroides  in 
Bezug  auf  die  Erde  ständig,  sodaß  das  Niveau  des  Wassers  an  einer 
bestimmten  Stelle  immer  steigt  und  fällt.  Um  die  Art  dieser  Ver- 
änderungen zu  untersuchen,  nehmen  wir  an,  es  sei  0  das  Komple- 
ment der  Breite  und  9  die  Länge,  nach  Osten  zu  von  einem  festen 
Meridian  aus  gemessen,  an  einem  beliebigen  Orte  P;  es  sei  femer  A 
der  Abstand  vom  Nordpol  und  a  der  Stunden winkel,  nach  Westen 
zu  von  dem  gleichen  Meridian  aus  gemessen,  für  den  störenden  Körper. 
Wir  haben  dann 

cos  ^  =  cos  A  cos  Ö  +  sin  A  sin  Ö  cos  (a  +  9),  (9) 

und  folglich  nach  Gleichung  (7) 

\  -  |Ä(cos>  A  -  i)(cos»  e  -  i)  j 

+  iirsin2Asin2d  cos(a-h9)         [•  (10) 

-h  ^  JTsin«  A  sin»  B  cos  2  (a  +  9)  +  c) 

27* 
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dieser  Starke  ist  offenbar 

—  j.^  •  rcos^. 

Ziehen  wir  dies  yon  dem  früheren  Resultate  ab,  so  erhalten  wir  für 
das  Potential  der  relativen  Anziehung  in  P 

Ä 1¥         -  ,   +  ?^^  .  r  cos  ^.  (1) 

Diese  Funktion  Sl  ist  identisch  mit  der  „Störungsfunktionf^  der  Planeien- 
theorie. 

Entwickeln  wir  nach  Potenzen   von   ^^  was   in  unserem  Falle 

eine  kleine  Größe  ist,  und  behalten  wir  nur  das  wichtigste  Glied  bei, 
so  finden  wir 

Ä  =  l  ^  J.-  (i  -  cos»»).  (2) 

Als  Funktion  der  Lage  von  P  betrachtet  ist  dies  eine  einfache  Kugel- 
fonktion  zweiter  Ordnung  mit  0(7  als  Achse. 

Der  Leser  kann  leicht  beweisen,  daß  i2  bis  zu  diesem  Grad  der 
Annäherung  dem  Potentiale  zweier  Massen  gleichkommt,  deren  jede 
gleich  ^M  ist,  und  von  denen  sich  die  eine  in  C  und  die  andere  in 
einem  Punkte  C  auf  der  Verlängerung  von  CO  befindet,  wobei 
OC'^  OC}) 

b)  In  der  Gleichgewichtstheorie  der  Gezeiten  wird  angenommen, 
daß  die  freie  Oberfläche  in  jedem  Augenblick  die  Gleichgewichtsform 
annimmt,  welche  erhalten  bliebe,  wenn  der  störende  Körper  ungeandert 
in  seiner  Lage  zur  rotierenden  Erde  verharrte.  Mit  anderen  Worten, 
es  wird  angenommen,  daß  die  freie  Oberfläche  eine  Niveaufläche  unter 
der  gemeinschaftlichen  Wirkimg  von  Schwere,  Zentrifugalkraft  und 
Störungskraft  ist.     Die  Gleichung  dieser  Niveaufläche  ist 

W  —  l  o^T. »  +  a  =  konst,  (3) 

wo  Q  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Rotation,  oi  der  Abstand  eines 
Punktes  von  der  Erdachse  ist,  und  W  das  Potential  der  Erdanziehung 
bedeutet.  Wenn  wir  eckige  Elammern  gebrauchen,  um  die  Werte 
der  eingeschlossenen  Größen  für  das  ungestörte  Niveau  zu  unter- 
scheiden, und  durch  J  die  Erhebung  des  Wassers  über  diese  Flaclie 
infolge  des  Störungspotentials  bezeichnen,  so  lautet  die  obige  Gleichung 
näherungsweise 

[W-  lü^cos]  +  [^-(^-  -^o>65»)]s  +  Ä  -  konst.,  (4) 


1)  Thomson  und  Tait,  §  804.    Diese  beiden  gedachten  Körper  werden  als 
Mond'*  und  „Gegemnond"  bezeichnet. 
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wo  ^  gebraucht  wird,  um  die  Differentiation  längs  der  nach  außen 

gerichteten  Normalen  zu  bezeichnen.  Das  erste  Glied  ist  natürlich 
konstant^  und  wir  haben  deshalb 

t l  +  C,  (5) 

wo,  wie  in  §  212, 

g-liiiV-^'o'm')}  (6) 

Es  ist  klar,  daß  y  den  Wert  der  scheinbaren  Ghravitation  bezeichnet; 
dieser  wird  sich  natürlich  mehr  oder  weniger  mit  der  Lage  von  P 
auf  der  Erdoberfläche  veiundem. 

Es  ist  jedoch  in  der  Theorie  der  Gezeiten  gebräuchlich,  die 
kleinen  Schwankungen  im  Werte  von  g  und  den  Einfluß  der  Ellip- 
tizität  der  ungestörten  Niveaufläche  auf  den  Wert  von  Sl  in  Punkten 
der  Oberfläche  außer  acht  zu  lassen.     Setzen  wir  demnach 

wo  E  die  Erdmasse  und  a  den  mittleren  Radius  der  Oberfläche  be- 
zeichnet, so  haben  wir  nach  (2)  und  (5) 

S  =  ^(cos»^-i)  +  C,  (7) 

wo 

wie  in  §  179.  Darum  ist  die  Gleichgewichtsfigur  der  freien  Ober- 
fläche ein  harmonisches  Sphäroid  der  zweiten  Ordnung  Yom  zonalen 
Typus,  dessen  Achse  durch  den  störenden  Körper  geht. 

c)  Infolge  der  {glichen  Rotation  und  auch  der  Ejreisbewegung 
des  störenden  Körpers  ändert  sich  die  Lage  des  Gezeitensphäroides  in 
Bezug  auf  die  Erde  ständig,  sodaß  das  Niveau  des  Wassers  an  einer 
bestimmten  Stelle  immer  steigt  und  fällt.  Um  die  Art  dieser  Ver- 
änderungen zu  untersuchen,  nehmen  wir  an,  es  sei  0  das  Komple- 
ment der  Breite  und  (p  die  Länge,  nach  Osten  zu  von  einem  festen 
Meridian  aus  gemessen,  an  einem  beliebigen  Orte  P;  es  sei  ferner  A 
der  Abstand  vom  Nordpol  und  a  der  Stundenwinkel,  nach  Westen 
zu  von  dem  gleichen  Meridian  aus  gemessen,  für  den  störenden  Körper. 
Wir  haben  dann 

cos  ^  =  cos  A  cos  ö  +  sin  A  sin  6  cos  (a  +  9),  (9) 

und  folglich  nach  Gleichung  (7) 

l  -  Ifi-Ccos»  A  -  i)  (cos«  e  ~  i)  j 

+  iirsin2Asin2d  cos(a-h9)         l-  (10) 

+  ^  JTsin«  A  sin«  0  cos  2  («  +  9)  +  c) 

27* 


420  Vm.  (Anhang)  Über  fiaterzeugende  Kräfte. 

Jedes  Glied  kann  als  eine  partielle  Flut  angesehen  werden,  wobei  die 
Resultate  superponiert  werden. 

'  Das  erste  Glied  ist  nämlich  eine  einfache  Eugelfonktion  zweiter 
Ordnung  und  gibt  ein  Gezeitensphäroid,  welches  zur  Erdachse  sym- 
metrisch ist  und  als  Knotenlinien  die  Breitenkreise  hat,  f&r  welche 

cos*  Ö  =  1 ,     oder     0  ^90^±  35^  16'. 

Die  Fluthöhe  in  jeder  besonderen  Breite  verhält  sich  wie  cos'A  —  -J^. 
Im  Falle  des  Mondes  besitzt  die  hauptsächlichste  Schwankung  in 
dieser  Größe  eine  Periode  von  ungefähr  vierzehn  Tagen;  wir  haben 
hier  den  Ursprung  der  vierzehntägigen  Mondflut.  Wenn  die  Sonne 
der  störende  Körper  ist^  so  haben  wir  eine  halbjährliche  Sonnenflat. 
Es  ist  zu  bemerken,  daß  der  Mittelwert  von  cos'  A  —  ^^  bezüglich 
der  Zeit  nicht  verschwindet,  sodaß  die  Neigung  der  Bahn  des  stören- 
den Körpers  gegen  den  Äquator  eine  ständige  Veränderung  des  mitt- 
leren Niveaus  als  Folge  hat.     Vergleiche  §  182. 

Das  zweite  Glied  in  Gleichung  (10)  ist  eine  Kugelfunktion  der 
Ali,  wie  wir  sie  aus  Gleichung  (7)  des  §  86  erhalten,  indem  wir 
n  =*  2,  s  =  1  setzen.  Das  entsprechende  Gezeitensphäroid  hat  als 
Knotenlinien  den  Äquator  und  den  Meridian,  welcher  von  dem  des 
störenden  Körpers  um  90®  entfernt  ist.  Die  Störung  des  Niveaus  ist 
am  größten  für  den  Meridian  des  störenden  Körpers,  und  zwar  bei 
45®  nördlich  und  südlich  von  dem  Äquator.  Die  Schwingung  an 
irgend  einer  Stelle  geht  gleichzeitig  mit  dem  Stundenwinkel  a  durch 
ihre  Periode,  d.  h.  sie  wird  in  einem  Mond-  oder  Sonnentage  vollendet. 
Die  Amplitude  ist  jedoch  nicht  konstant,  sondern  sie  ändert  sich  lang- 
sam mit  A  und  wechselt  überdies  ihr  Vorzeichen,  wenn  der  störende 
Körper  durch  den  Äquator  geht.  Dieses  Glied  stellt  die  täglichen 
Mond-  und  Sonnenfluten  dar. 

Das  dritte  Glied  ist  eine  sektorielle  Kugelfunktion  (n  =^  2^  s  ^=^  2) 
und  gibt  ein  Gezeitensphäroid,  welches  die  Meridiane  als  Knotenlinien 
hat,  die  45®  östlich  und  westlich  von  demjenigen  des  störenden 
Körpers  liegen.  Die  Schwingung  durchläuft  ihre  Periode  mit  2a, 
d.  h.  in  einem  halben  Mond-  oder  Sonnentage,  und  die  Amplitude 
verhält  sich  wie  sin*  A,  wonach  sie  am  größten  ist,  wenn  der  störende 
Körper  über  dem  Äquator  steht.  Wir  haben  hier  den  Ursprung  der 
halbtägigen  Mond-  und  Sonnenfluten. 

Die  „Konstante^'  C  ist  aus  der  Erwägung  zu  bestimmen,  daß 
wegen  der  Unveränderlichkeit  des  Volumens 

ffldS  =  0  (11) 

sein  muß,  wo  die  Integration  über  die  Oberfläche  des  Meeres  zu  er- 
strecken  ist.     Wenn   das  Meer   die   ganze  Erde   bedeckt,   haben   wir 
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C=^0,  gemäß  der  allgemeinen  Eigenschaft  der  Eugelfiächenfunktionen, 
von  welcher  in  §  87  die  Rede  war.  Es  folgt  aus  Gleichung  (7), 
daß  die  größte  Erhebung  über  das  ungestörte  Niveau  dann  an  den 
Punkten  0"  =  0,  0" «  180®  stattfindet,  d.  h.  an  den  Punkten,  wo  der 
störende  Körper  sich  im  Zenith  und  Nadir  befindet,  und  die  Größe 
dieser  Erhebung  ist  ^H.  Die  größte  Senkung  findet  dort  statt,  wo 
-9-  =  90®  ist,  d.  h.  wo  der  störende  Körper  sich  im  Horizont  befindet, 
und  sie  ist  ^H,    Die  größtmögliche  Schwankung  beträgt  deshalb  H. 

Im  Falle  eines  begrenzten  Meeres  verschwindet  C  nicht,  sondern 
hat  in  jedem  Augenblick  einen  bestimmten  Wert,  der  von  der  Lage 
des  störenden  Körpers  in  Bezug  auf  die  Erde  abhängt.  Dieser  Wert 
kann  aus  den  Gleichungen  (10)  imd  (11)  leicht  hingeschrieben  werden; 
er  ist  eine  Summe  von  Kugelfunktionen  zweiter  Ordnung  in  Bezug 
auf  A  und  a  mit  konstanten  Koeffizienten,  welche  aus  Oberflächen- 
integralen bestehen,  deren  Werte  von  der  Verteilung  von  Land  und 
Wasser  auf  der  Erdkugel  abhängen.  Die  Schwankungen  im  Werte 
von  C  infolge  der  Relativbewegung  des  störenden  Körpers  geben  ein 
allgemeines  Steigen  und  Fallen  der  freien  Oberfläche  mit  (für  den 
Fall  des  Mondes)  vierzehntägigen,  täglichen  und  halbtägigen  Perioden. 
Diese  Verbesserung  der  Gleichgewichtstheorie,  wie  sie  gewöhnlich 
dargestellt  wird,  ist  zuerst  von  Thomson  und  Tait  vollständig  unter- 
sucht worden.*)  Die  Notwendigkeit  einer  derartigen  Verbesserung 
fiir  den  Fall  eines  begrenzten  Meeres  ist  jedoch  schon  von  D.  Ber- 
noulli  erkannt  worden.*) 

d)  Wir  haben  bis  hierher  die  gegenseitige  Anziehung  der  Wasser- 
teilchen vernachlässigt.  Um  dieselbe  in  Rechnung  zu  ziehen,  müssen 
wir  zu  dem  Störungspotential  Sl  das  Gravitationspotential  des  ge- 
hobenen Wassers  hinzufügen.  Im  Falle  eines  Meeres,  das  die  Erde 
bedeckt,  kann  die  Verbesserung  wie  in  §  199  leicht  ausgeführt  werden. 
Wenn  wir  in  den  Formeln   dieses  Paragraphen  n  =  2  setzen,  so  ist 

der  Wert  von  Ä  um  —  -  •  ö£  zu  vermehren,  und  wir  finden  daraus 
ohne  Schwierigkeit 

e  =  — ^(cos^^--0.  (12) 

1)  Natural  Philosaphy,  §  808;  siehe  auch  Prof.  G.  H.  Darwin,  „On  the 
(■orrection  to  the  Equilibrium  Theory  of  the  Tides  for  the  Continents",  Proc. 
Roy.  Soc,  40,  S.  308,  1886.  Es  ergibt  sich  aus  der  numerischen  Rechnung  von 
H.  H.  Turner,  die  dieser  Arbeit  angefügt  ist,  daß  bei  der  wirklichen  Verteilung 
von  Land  und  Wasser  die  Korrektion  ganz  unbedeutend  ist. 

2)  Tratte  8ur  le  Flux  et  Reflux  de  la  Mer,  Kapitel  XI,  1740.  Diese  Ab- 
handlung^ wie  eine  von  Maclaurin,  die  auf  S.  861  genannt  ist,  und  noch  eine 
über  denselben  Gegenstand  von  Euler  sind  in  der  Ansgabe  der  Newtonschen 
Principia  von  Le  Seur  und  Jacquier  abgedruckt. 
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Es  ergibt  sich,  daß  alle  Fluten  im  VerhäIfcniB  (1  —       — j      vergrößert 

sind.     Wenn  wir   -  «  0,18  nehmen,  ist  dieses  Verhältnis  1,12. 

e)  Soviel  von  der  Gleichgewichtstheorie.  Für  die  Zwecke  der 
kinetischen  Theorie  der  §§  212 — 223  ist  es  nötig,  anzunehmen,  daB 
der  Wert  (10)  von  t  ui  eine  Reihe  von  einfach  harmonischen  Funk- 
tionen der  Zeit  entwickelt  sei.  Die  wirkliche  Entwickelung,  wobei 
die  Änderungen  von  A  und  a,  sowie  des  Abstandes  D  des  störenden 
Körpers,  welcher  im  Werte  von  H  vorkommt,  zu  berücksichtigen 
sind,  bildet  ein  ziemlich  verwickeltes  Problem  der  physikalischen 
Astronomie,  auf  welches  wir  nicht  eingehen  wollen.^) 

Lassen  wir  die  Konstante  C  außer  acht,  welche  aus  den  dyna- 
mischen Gleichungen  (1)  des  §  214  verschwindet,  da  die  Konstanz 
des  Volumens  jetzt  durch  die  Kontinuitätsgleichung  (2)  gesichert  ist^ 
so  sieht  man  leicht,  daß  die  fraglichen  Glieder  in  drei  verschiedene 
Gattungen  zerfallen. 

Wir  haben  erstens  die  Gezeiten  mit  langer  Periode,  für  welche 

g  -  J3"  (cos«  ö  -  i)  •  cos  (öt  +  €).  (13) 

Die   wichtigsten  Gezeiten  dieser  Art  sind  die  vierzehntagigen  Mond- 
fluten,   für    welche    in    Winkelgraden    pro    mittlere    Sonnenstande 
6  -  1,098  ^  und  die  halbjährlichen  Sonnenfluten,  für  welche  6  =  0,082*. 
Zweitens  haben  wir  die  täglichen  Gezeiten,  für  welche 

£  =  -ff"  sin  Ö  cos  0  •  cos  (öt  +  (p  +  «),  (14) 

wo  6  sich  wenig  von  der  Winkelgeschwindigkeit  o  der  Erdrotation 
unterscheidet.  Diese  umfassen  die  täglichen  Mondfluten  (p  =  13,943^, 
die  täglichen  Sonnenfluten  ((7=14,959®),  sowie  die  tägliche  Mond- 
sonnenflut ((T  =  CD  =  15,041®). 

Schließlich  haben  wir  die  halbtägigen  Gezeiten,  für  welche 

l  =  fi'"  sin»  d'C0s(öt  +  2(p  +  £),  (15) 

wo  ö  sich  wenig  von  2(o  unterscheidet.*)     Diese  umfassen  die  halb- 

1)  Es  mag  auf  Laplace,  Mecanique  Celeste,  18.  Bach,  §  2,  verwiesen  werden; 
femer  anf  die  Untersachungen  von  Lord  Kelvin  und  Prof.  G.  H.  Darwin  in 
den  Brit,  Asa,  Reports  von  1868,  1872,  1876,  1883  und  1885;  schließlich  auf  die 
Artikel  des  letzteren  Autors  über  ,,Gezeiten'*  in  der  Encyc.  Brit,  9.  Aufl., 
Bd.  28  und  88. 

2)  Es  ist  klar,  daß  auf  einer  kleinen  Fläche  nahe  bei  den  Polen,  welche 
fast  als  eben  angesehen  werden  kann,  die  Formeln  (14)  und  (15) 

t  =  H"  *"  cos  (6t  4-  q>  4-  b)     und    g^=  IT''  %  cos  (et  +  2q>  +  s) 
a  a 

ergeben,  wo  r  und  to  Polar koordinaten  der  Ebene  sind.  Ausdrücke  dieser  Forot 
sind  bereits  in  den  §§  190  und  210  gebraucht  worden. 
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tagigen  Fluten,  die  vom  Mond  (tf  -  28,984  <>),  der  Sonne  ((y-30<>), 
sowie  von  Mond  und  Sonne  gleichzeitig  ((y  =  2  0  =  30,082®)  herrühren. 

Betreffs  einer  vollständigen  Aufzählung  der  wichtigeren  partiellen 
Fluten  und  betreffs  der  Werte  der  Koeffizienten  H\  H\  H*"  in  den 
verschiedenen  Fallen  müssen  wir  auf  die  bereits  zitierten  Arbeiten 
von  Lord  Kelvin  und  Prof.  G.  H.  Darwin  verweisen.  Bei  der  har- 
monischen Analyse  der  Flutbeobachtungen ,  welche  den  besonderen 
Zweck  dieser  Untersuchungen  bildet,  besteht  das  einzige  Ergebnis  der 
dynamischen  Theorie,  welches  Anwendung  findet,  in  dem  allgemeinen 
Satz,  daß  die  Fluthöhe  an  einem  Orte  gleich  der  Summe  einer  Reihe 
von  einfach  harmonischen  Funktionen  der  Zeit  sein  muß,  deren 
Perioden  dieselben  sind,  wie  die  der  verschiedenen  Glieder  in  der 
Entwicklung  des  Störungspotentials,  und  die  deshalb  im  voraus  bekannt 
sind.  Die  Amplituden  und  Phasen  der  verschiedenen  partiellen  Fluten 
für  einen  besonderen  Hafen  sind  dann  durch  Vergleich  mit  Beobach- 
tungen zu  bestimmen,  welche  sich  über  einen  hinreichend  langen 
Zeitraum  erstrecken.^)  Wir  erhalten  so  einen  praktisch  vollständigen 
Ausdruck,  welcher  für  die  systematische  Voraussage  der  Gezeiten  in 
dem  fragUchen  Hafen  benutzt  werden  kann. 

f)  Ein  besonders  interessanter  Punkt  bei  der  harmonischen  Ana- 
lyse ist  die  Bestimmung  der  Gezeiten  von  langer  Periode.  Es  ist 
bereits  erwähnt  worden,  daß  diese  infolge  des  Einflusses  dissipativer 
Kräfte  mehr  oder  weniger  den  Gleichgewichtswerten  nahe  kommen 
müssen,  üngünstigerweise  ist  die  einzige  Flut  von  langer  Periode, 
deren  Koeffizient  aus  den  Beobachtungen  mit  einiger  Sicherheit  er- 
mittelt werden  kann,  die  vierzehntägige  Mondflut,  und  es  ist  zum 
mindesten  zweifelhaft,  ob  die  dissipativen  Kräfte  hinreichend  sind, 
um  in  diesem  FaU  einen  merkbaren  Einfluß  in  der  genannten  Rich- 
tung auszuüben.  Die  Beobachtungstatsache,  daß  die  vierzehntägige 
Flut  kleiner  als  ihr  Gleichgewichtswert  ausfällt,  berechtigt  uns  daher 
nicht,  Schlüsse  über  etwaige  elastische  Nachgiebigkeit  des  festen 
Erdkörpers  infolge  der  fluterregenden  Kräfte  zu  ziehen,  welche  vom 
Monde  ausgeübt  werden.*) 


1)  Es  ist  im  Zosammenhange  mit  §  185  inteiessant,  daß  die  Flatmesser, 
welche  sich  in  ziemlich  seichtem  Wasser  befinden,  durch  gewisse  Finten  von  der 
zweiten  Größenordnung  merklich  beeinflußt  werden,  welche  darum  in  dem  all- 
gemeinen Schema  der  harmonischen  Analyse  in  Rechnung  zu  ziehen  sind. 

2)  Prof.  G.  H.  Darwin,  l.  c,  S.  391;  siehe  jedoch  die  auf  S.  414  genannte 
Arbeit  von  Lord  Bajleigh. 


Neuntes   Kapitel. 

Oberflächenwellen. 

§  226.  Wir  haben  jetzt  nach  Möglichkeit  die  Gesetze  der  Wellen- 
bewegung in  Flüssigkeiten  zu  untersuchen^  wenn  die  vertikale  Be- 
schleunigung nicht  länger  vernachlässigt  werden  kann.  Der  wichtigste 
Fall,  welcher  in  der  vorhergehenden  Theorie  nicht  enthalten  ist,  ist 
der  von  Wellen  auf  verhältnismäßig  tiefem  Wasser,  wo,  wie  wir 
sehen  werden,  die  Amplitude  von  der  Oberfläche  nach  unten  hin 
rasch  abnimmt;  aber  selbstverständlich  gibt  es  einen  stetigen  Über- 
gang zu  den  Verhältnissen,  die  im  vorangehenden  Kapitel  untersucht 
wurden,  wo  die  horizontale  Bewegung  von  der  Oberfläche  bis  auf  den 
Grund  merklich  die  gleiche  war. 

Wir  beginnen  mit  den  Schwingungen  einer  horizontalen  Wasser- 
schicht, und  wir  wollen  uns  zunächst  auf  Fälle  beschränken,  wo  die 
Bewegung  in  den  zwei  Dimensionen  x  und  y  vor  sich  geht,  wobei 
die  o;- Richtung  horizontal  und  die  y- Richtung  vertikal  angenommen 
werden  soll.  Die  Erhebungen  und  Senkungen  der  freien  Oberfläche 
werden  dann  das  Aussehen  einer  Reihe  von  parallelen,  geradlinigen 
Kämmen  und  Furchen  darbieten,  welche  senkrecht  zur  xy-^hen^ 
verlaufen. 

Es  wird  vorausgesetzt,  daß  die  Bewegung  ursprünglich  aus  der 
Ruhe  durch  die  Wirkung  gewöhnlicher  Kräfte  erzeugt  sei;  sie  wird 
dann  notwendig  wiibelfrei  sein,  und  das  Geschwindigkeitspotential  tp 
wird  der  Gleichuug 

i>  +  ^:i  =  0  (1) 

genügen,  zusammen  mit  der  Bedingung 

L-  =  '>  (2) 

an  einer  festen  Grenze. 

Um  die  Bedingung  zu  finden,  welche  an  der  freien  Oberfläche 
('2)  =  konst.)  erfüllt  werden  muß,  verlegen  wir  den  Koordinatenanfangs- 
punkt 0  in  das  ungestörte  Niveau  und  ziehen  Oy  vertikal  nach 
oben.  Wenn  wir  annehmen,  daß  die  Bewegung  unendlich  klein  ist, 
so  können  wir  in  der  Formel  (4)  des  §  20 
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setzen  and  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  q  vernachlässigen;  dann 
finden  wir 

^^^'^-9y  +  F(t).  (3) 

Wenn  also  ri  die  Erhebung  der  Oberfläche  über  den  Punkt  (x,  0) 
zur  Zeit  t  bezeichnet,  so  haben  wir,  da  der  Oberflächendruck  gleich- 
förmig ist, 

vorausgesetzt,  daß  die  willkürliche  Funktion  F(t)  und  die  additive 
Konstante  in  den  Wert  von  ^  eingeschlossen  sind.     Bis  auf  einen 

Fehler  von  der  eben  vernachlässigten  Größenordnung  kann  dies  fol- 
gendermaßen geschrieben  werden: 

Da   die  Normale   zur  freien  Oberfläche   einen  unendlich  kleinen 

Winkel  J^  mit  der  Vertikalen   macht,  so  wird  die  Bedingung,   daß 

die  Normalkomponente  der  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeitsteilchen 
der  Normalkomponente  der  Geschwindigkeit  der  Oberfläche  selbst 
gleich  sein  muß,  mit  genügender  Annäherung  durch 

»''  =  _ref]  (6) 

dt  Lcyjy^o  ^  ' 

ausgedrückt.  Dies  ist  tatsächlich  die  Gestalt,  welche  die  allgemeine 
Oberflächenbedingung  (3)  des  §  10  annimmt,  wenn  wir 

setzen  und  kleine  Größen  zweiter  Ordnung  vernachlässigen. 

Eliminieren  wir  r^  aus  (5)  und  (6),  so  erhalten  wir  die  Bedingung 

welche  für  y  =  0  zu  befriedigen  ist. 

Im  Falle  einer  einfachen  Schwingung,  wo  der  Zeitfaktor  g' ('"  +  '> 
ist;  lautet  diese  Bedingung: 

§  227.  Wir  wollen  dies  auf  die  freieu  Schwingungen  einer 
Wasserschicht  oder  eines  geradlinigen  Kanales  von  der  gleichförmigen 
Tiefe  h  anwenden,  und  wir  wollen  vorläufig  annehmen,  daß  die  Flüssig- 
keit in  der  x-Richtung  unbegrenzt  ist,  indem  etwaige  Grenzen  Vertikal- 
ebenen  sein  sollen,  welche  parallel  zur  :ry- Ebene  laufen. 


Ne untes   Kapitel. 

Oberflächenwellen. 

§  226.  Wir  haben  jetzt  nach  Möglichkeit  die  Gesetze  der  Wellen- 
bewegung in  Flüssigkeiten  zu  untersuchen^  wenn  die  vertikale  Be- 
schleunigung nicht  länger  yemachlässigt  werden  kann.  Der  wichtigste 
Fall,  welcher  in  der  vorhergehenden  Theorie  nicht  enthalten  ist,  ist 
der  von  Wellen  auf  verhältnismäßig  tiefem  Wasser,  wo,  wie  wir 
sehen  werden,  die  Amplitude  von  der  Oberfläche  nach  unten  hin 
rasch  abnimmt;  aber  selbstverständlich  gibt  es  einen  stetigen  Über- 
gang zu  den  Verhältnissen,  die  im  vorangehenden  Kapitel  untersucht 
wurden,  wo  die  horizontale  Bewegung  von  der  Oberfläche  bis  auf  den 
Grund  merklich  die  gleiche  war. 

Wir  beginnen  mit  den  Schwingungen  einer  horizontalen  Wasser- 
schicht, und  wir  wollen  uns  zunächst  auf  Fälle  beschränken ,  wo  die 
Bewegung  in  den  zwei  Dimensionen  x  und  y  vor  sich  geht,  wobei 
die  o;- Richtung  horizontal  und  die  y- Richtung  vertikal  angenommen 
werden  soll.  Die  Erhebungen  und  Senkungen  der  freien  Oberfläche 
werden  dann  das  Aussehen  einer  Reihe  von  parallelen,  geradlinigen 
Kämmen  und  Furchen  darbieten,  welche  senkrecht  zur  xy -Ebene 
verlaufen. 

Es  wird  vorausgesetzt,  daß  die  Bewegung  ursprünglich  aus  der 
Ruhe  durch  die  Wirkung  gewöhnlicher  Kräfte  erzeugt  sei;  sie  wird 
dann  notwendig  wirbelfrei  sein,  und  das  Geschwindigkeitspotential  fp 
wird  der  Gleichung 

^y^  +  y  =  0  (1) 

genügen,  zusammen  mit  der  Bedingung 

^-  =  0  (2) 

an  einer  festen  Grenze. 

Um  die  Bedingung  zu  finden,  welche  an  der  freien  Oberfläche 
(p  =  konst.)  erfüllt  werden  muß,  verlegen  wir  den  Koordinatenanfangs- 
punkt 0  in  das  ungestörte  Niveau  und  ziehen  Oy  vertikal  nach 
oben.  Wenn  wir  annehmen,  daß  die  Bewegung  unendlich  klein  ist, 
so  können  wir  in  der  Formel  (4)  des  §  20 

il  =-  (jy 
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setzen  und  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  q  yemachlässigen;  dann 
finden  wir 

P^'^^-gy  +  F(t).  (3) 

Wenn  also  ri  die  Erhebung  der  Oberfläche  über  den  Punkt  (x,  0) 
zur  Zeit  t  bezeichnet^  so  haben  wir^  da  der  Oberflächendruck  gleich- 
förmig ist, 

'-Ha...  w 

vorausgesetzt,  daß  die  willkürliche  Funktion  F(t)  und  die  additive 
Konstante  in  den  Wert  von  -^  eingeschlossen  sind.     Bis  auf  einen 

Fehler  von  der  eben  vernachlässigten  Größenordnung  kann  dies  fol- 
gendermaßen geschrieben  werden: 

'-KU],..-  w 

Da   die  Normale   zur  freien  Oberfläche   einen  unendlich  kleinen 

Winkel  -J^  mit  der  Vertikalen  macht,  so  wird  die  Bedingung,   daß 

die  Normalkomponente  der  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeitsteilchen 
der  Normalkomponente  der  Geschwindigkeit  der  Oberfläche  selbst 
gleich  sein  muß,  mit  genügender  Annäherung  durch 

ausgedrückt.  Dies  ist  tatsächlich  die  Gestalt,  welche  die  allgemeine 
Oberflächenbedingung  (3)  des  §  10  annimmt,  wenn  wir 

setzen  und  kleine  Größen  zweiter  Ordnung  vemachBLssigen. 

Eliminieren  wir  ri  aus  (5)  und  (6),  so  erhalten  wir  die  Bedingung 

welche  für  y  =  0  zu  befriedigen  ist. 

Im  Falle  einer  einfachen  Schwingung,  wo  der  Zeitfaktor  6*(^'  +  '> 
ist,  lautet  diese  Bedingung: 

'^'f-gll-  (8) 

§  227.  Wir  wollen  dies  auf  die  freien  Schwingungen  einer 
Wasserschicht  oder  eines  geradlinigen  Eanales  von  der  gleichförmigen 
Tiefe  h  anwenden,  und  wir  wollen  vorläufig  annehmen,  daß  die  Flüssig- 
keit in  der  x-Richtung  unbegrenzt  ist,  indem  etwaige  Grenzen  Vertikal- 
ebenen  sein  sollen,  welche  parallel  zur  :ry-Ebene  laufen. 
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Da  die  Bedingungen  in  Bezug  auf  x  gleichmäßig  sind,  so  ist  die 
einfachste  Annahme,  die  wir  machen  können,  die,  daß  q>  eine  ein&ek 
harmonische  Funktion  von  x  ist;  der  allgeineinste  Fall,  der  mit  den 
obigen  Annahmen  vereinbar  ist,  kann  hieraus  durch  Superposition 
gemäß  dem  Fourierschen  Satze  abgeleitet  werden. 

Wir  setzen  also 

9«PcosA:a:.c'<'''+'),  (1) 

wo  P  eine  Funktion  von  y  allein  ist.     Die  Gleichung  (1)  des  §  226 
gibt 

^^^-i'P^O,  (2) 

folglich: 

P^A(^9  +  Be-'v.  (3) 

Die   Bedingung,   daß   an   dem  Grunde   die    vertikale  Bewegung   ver- 
schwinden soU,  lautet: 

Setzt  man  folglich 

80  ergibt  sich 

9  =.  C  cosh  Tc  {y  +  h)  cos  kx  •  e*'(^'+«>.  (4) 

Der  Wert   von   6   wird   dann    durch   Gleichung  (8)   des    §  226   Ve- 

stimmt,  welche 

6^  ^  gk  tangh  kh  (5) 

ergibt. 

Durch  Einsetzen  von  (4)  in  Gleichung  (5)  des  §  226  finden  wir 

rj  ^  —    cosh  kh  cos  kx  -  6*('^'+«),  (6) 

a  = '■ '  cosh  kh 

9 

schreiben  und  nur  den  reellen  Teil  des  Ausdruckes  behalten, 

rj  =  a  cos  kx  •  sin  (öt  +  £).  (7) 

Dies  stellt  ein  System  von  „siehenden  WeUenf^  mit  der  Wellen- 
länge  k  =  -jT-  und   der  vertikalen  Amplitude  a  dar.     Die  Beziehung 

zwischen  der  Periode  —  und  der  Wellenlange  ist  durch  Gleichung  (5) 

gegeben.     Numerische   Beispiele    dieser   Beziehung    werden    in    dem 
nächsten  Paragraphen  gegeben  werden. 
Durch  a  ausgedrückt,  haben  wir 

ga  C0BhÄ;(y4-Ä>  ,  /   ^    ,     \  j^w 


oder,  wenn  wir 


stehende  Wellen. 
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und  man  ersieht  leicht  ans  §  62,  daß  der  entsprechende  Wert  der 
Stromfnnktion 


(9) 

lautet. 

Wenn  x,  y  die  Koordinaten  eines  Teilchens  in  Bezug  auf  ihre 
mittlere  Lage  (x,  y)  sind,  so  haben  wir 


dz 
dt 

dj 
dt 


(10) 


indem  wir  die  Differenzen  zwischen  den  Geschwindigkeitskomponenten 
in  den  Punkten  (x,  y)  und  (x  +  x,  y  +  j)  yemachiässigen,  da  diese 
Ton  der  zweiten  Ordnung  klein  sind. 

Setzen  wir  aus  Gleichung  (8)  ein  und  integrieren  in  Bezug  auf  t, 
80  finden  wir 

X  «  —  a "-^y^ —  8111  ^'^  •  sm  (<y^  +  s) 

'  (11) 

y  ■"       "       BinhAiA       ^^^  *^  •  ^^  (^^  +  ^) 

wo  eine  geringfügige  Reduktion  mit  Hilfe  der  Gleichung  (5)  aus- 
geführt worden  ist.  Die  Bewegung  jedes  Teilchens  ist  geradlinig  und 
einfach  harmonisch;  die  Richtung  der  Bewegung  schwankt  zwischen 
einer  vertikalen,  nämlich  in  den  Kämmen  und  Furchen  [kx  »  m%\f 
und  einer  horizontalen,  nämlich  in  den  Knoten  \kx  ^{m-\- ^%\. 
Von  der  Oberfläche  nach  dem  Grunde  hinab  fällt  die  Amplitude  der 
vertikalen  Bewegung  von 
a  cos  kx  bis  zu  0,  während  i\\vvr:^*-^^.^, 
diejenige  der  horizontalen  "  ^     ^^^ 


r^n» 


Bewegung  in  dem  Ver- 
hältnisse cosh  Ich  :  1  ab- 
nimmt. 

Wenn    die  Wellen- 
länge im  Vergleich  zur  Tiefe  sehr  klein  ist,  so  ist  hh  groß  und  deshalb 
tangh  kh  =  1.^)     Die  Formeln  (11)  reduzieren  sich  dann  auf 


X  =  —  a^y  sin  hx  •  sin  {tft  +  e) 
j  «      ac*y  cos  kx  '  sin  (öt  +  s) 


(12) 


zugleich  mit 

<y«  =  ^/c.  (13) 

Die  Bewegung  nimmt  jetzt  von  der  Oberfläche  nach  dem  Ghrunde  hin 


1)  Dieser  Fall  kann  natürlich  leichter  unabhängig  nntenncht  werden. 
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rasch  ab;  in  einer  Tiefe  Ton  einer  Wellenlänge  ist  das  Yerhaltiiis 
für  die  Verkleinerung  der  Amplitude  e'^"  oder  1  :  535.  Die  Formen 
der  Stromlinien  ^  =  konst.  für  diesen  Fall  sind  in  der  voranstehenden 
Figur  gezeichnet. 

In  der  obigen  Untersuchung  ist  angenommen,  daß  die  Flüssig- 
keit sich  in  der  o:- Richtung  bis  in  das  Unendliche  erstreckt  ^  und 
demgemäß  unterliegt  der  Wert  von  h  keiner  Einschränkung.  Die 
Formeln  geben  jedoch  auch  die  lougitudinalen  Schwingungen  in 
einem  Kanal  von  endlicher  Länge,  vorausgesetzt,  daß  k  die  passenden 
Werte  hat.     Wenn  die  Flüssigkeit  durch  die  vertikalen  Ebenen 

:r  =  0,     X  ^  l 
begrenzt  wird,  so  wird  die  Bedingung  ö^  =  0  an  beiden  Enden  erfüllt^  wenn 

o  sc 

sin  kl  «  0     oder    kl  =  mx, 
wo   w  ==  1,  2,  3,  . . . .     Die  Wellenlängen   der   Normalschwingnngen 

2/ 

werden  deshalb  durch  die  Formel  X  =   -    gegeben.    Vergleiche  §  177. 

§  228.  Die  Untersuchung  des  vorhergehenden  Paragraphen  be- 
zieht sich  auf  den  Fall  stehender  Wellen;  sie  beansprucht  natürlicher- 
weise die  erste  Stelle  als  eine  direkte  Anwendung  der  gewöhnlichen 
Methode,  die  freien  Schwingungen  eines  Systemes  um  eine  Gleich- 
gewichtslage zu  behandeln. 

Im  Falle  einer  Wasserschicht  oder  eines  Eanales  von  gleich- 
formiger  Tiefe,  der  in  beiden  horizontalen  Richtungen  unbegrenzt  ist, 
können  wir  durch  Superposition  von  zwei  Systemen  stehender  Wellen 
von  der  gleichen  Wellenlänge  ein  System  fortschreitender  Wellen 
bilden,  welches  sich  mit  konstanter  Geschwindigkeit  unverändert  vor- 
wärts bewegt.  Hierbei  ist  es  nötig,  daß  die  Kämme  und  Taler  des 
einen  Systemes  mit  den  Knoten  des  andern  zusammenfallen,  daß  die 
Amphtuden  beider  Systeme  gleich  sind  und  daß  ihre  Phasen  sich 
um  eine  Viertelperiode  unterscheiden. 

Wenn  wir  nämlich 

V  =  Vi  =t  ^2  (1) 

setzen,  wo 

t;^  =  a  sin  kx  cos  öt 

r/2  =  a  cos  kx  sin  öt 
so  erhalten  wir 

r;  =  a  sin  {kx  Hh  ^t),  (3) 

was  einen  Zug  von  Wellen  darstellt,  die  sich  in  der  negativen  bzw. 
positiven  o:- Richtung  mit  der  Geschwindigkeit  c  fortpflanzen,  die  durch 


(2) 


c  = 


(-1  tangh  khf  (4) 
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gegeben  ist,  wobei  der  Wert  für  ö  aus  Gleichung  (5)  des  §  227  ein- 
gesetzt ist.     Durch  die  Wellenlange  A  ausgedrückt,  haben  wir 

c  -  (|i  .»gh  !^)*.  (6) 

Wenn  die  Wellenlänge  kleiner  als  die  doppelte  Tiefe  ist,  so 
haben  wir  ziemlich  genau 

tangh  kh==^  ly 
und  deshalb^) 

«-(-j)*-(0-  w 

Wenn  andererseits  X  im  Vergleich  zu  h  yerhältnismäßig  groB 
ist,  so  ist  nahezu  tangh  kh  =  kh,  sodaß  die  Wellengeschwindigkeit 
von  der  Wellenlänge  unabhängig  ist  und  durch 

c  =  Vih,  (7) 

wie  in  §  169,  gegeben  wird.  Dieses  Resultat  ist  hier  auf  Grund  der 
Annahme  erhalten  worden,  daß  das  Wellenprofil  eine  Sinuskurve  ist, 
aber  der  Fouriersche  Satz  zeigt,  daß  die  Einschränkung  jetzt  un- 
nötig ist. 

Zieht  man  die  Kurve  y  «=  --^  -^  oder  überblickt  man  die  nume- 

rischen  Werte,  die  sogleich  gegeben  werden,  so  erhellt,  daß  für  eine 
gegebene  Tiefe  h  die  Wellengeschwindigkeit  mit  der  Wellenlänge 
von  ö  bis  zu  dem  Grenzwert  (7)  beständig  wächst. 

Wir  wollen  jetzt  unsere  Aufmerksamkeit  auf  einen  Zug  einfach 
harmonischer  Wellen  richten,  welche  sich  in  der  positiven  Richtung 
fortpflanzen,  d.  h.  wir  wollen  das  untere  Vorzeichen  in  den  Glei- 
chungen (1)  und  (3)  nehmen.  Es  folgt  durch  Vergleich  mit  §  227  (7), 
daß  der  Wert  von  i^i  abgeleitet  wird,  wenn  man  £  =  ^ä  setzt  und 
^Ä  von  dem  Werte  für  kx  abzieht*),  und  derjenige  von  rj^,  wenn 
man  einfach  €  ^0  setzt.  Dies  beweist  die  Angaben,  welche  oben 
hinsichtlich  der  Beziehung  zwischen  den  zwei  Systemen  von  stehenden 
Wellen  gemacht  wurden,  tmd  gestattet  uns,  auch  die  entsprechenden 
Veränderungen  der  übrigen  Formeln  des  vorangehenden  Paragraphen 
sogleich  hinzuschreiben. 

Wir    finden    nämlich    fär    die  Verschiebungskomponenten   eines 

Teilchens  i.  7  /     .  in 

_  coan  k(y  A-h)         /,  .x 

X  =  Xi  -  X,  =  a  -—r-y'.l—'-  cos  (kx  -  at) 


sinh  kh 
sinh  k(y  A-h)    .     / ,  ,v 


(^) 


1)  Green,  „Note  on  the  Motion  of  Waves  in  Canals*^,  Camh.  Trans. y  7,  1H3<J 
(Math.  Papers,  S.  279). 

2)  Dies  ist  blofi  einer  Veränderung  des  Anfangspunktes  gleichwertig,  von 
dem  aus  x  gemessen  wird. 
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Dies  zeigt,  daß  jedes  Teilchen  eine  elliptische  Schwingong*  auA- 

führt,    deren   Periode   —  «=  --   diejenige   ist,   innerhalb   welcher   die 

Störung  über  die  Strecke  einer  Wellenlänge  fortschreitet.     Die  hori- 
zontalen und  vertikalen  Halbachsen  der  elliptischen  Bahnen  sind 

coflh  k(y  +  h) 
swhkh 
bzw. 

sinh  k(y  +  h) 
Binh  kh 

Diese  nehmen  beide  von  der  Oberfläche  nach  dem  Grande  zu  ab^  wo 
die  letztere  verschwindet.  Die  Entfernung  zwischen  den  Brennpunkten 
ist  für  alle  Ellipsen  dieselbe,  nämlich  gleich  a  cosech  kh.  Durch 
Vergleich  der  Gleichung  (8)  mit  (3)  ergibt  sich  leicht,  daß  ein  Ober- 
flächenteilchen sich  in  der  Fortpflanzungsrichtung  der  Welle  bew^ty 
wenn  es  sich  auf  einem  Kamm  befindet,  und  im  entgegengesetzten 
Sinne,  wenn  es  in  einem  Tal  ist.^) 

Wenn  die  Tiefe  eine  halbe  Wellenlänge  übersteigt,  so  ist  e^^'' 
sehr  klein,  imd  die  Formeln  (8)  reduzieren  sich  auf 

X  =  ae*y  cos  (kx  —  öt)\ 
j^a^yBm(lcx-öt)y  ^  ^ 

es   beschreibt   also  jedes   Teilchen   einen   Kreis   mit   der   konstanten 

Winkelgeschwindigkeit  <y«=l/-~^  •*)     Die  Radien  dieser  Kreise  sind 

durch  die  Formel  ae^^  gegeben  imd  nehmen  deshalb  nach  unten  zu 
rasch  ab. 

In  der  ersten  der  folgenden  Tabellen  gibt  die  zweite  Spalte  die 
Werte  von  sech  kh^  welche  den  verschiedenen  Werten  des  Verhält- 
nisses .  entsprechen.  Diese  Größe  drückt  das  Verhältnis  der  hori- 
zontalen Bewegung  am  Grunde  zu  derjenigen  an  der  Oberfläche  aus. 
Die  dritte  Spalte  gibt  das  Verhältnis  des  vertikalen  Durchm^sers  zu 
dem  horizontalen  bei  der  elliptischen  Bahn  eines  Oberflächenteilchens. 
Die  vierte  und  fünfte  Spalte  geben  die  Verhältnisse  der  Wellen- 
geschwindigkeit zu  derjenigen  von  Wellen  gleicher  Länge  in  Wasser 
von  unbegrenzter  Tiefe,  bzw.  zu  derjenigen  „lai^er*^  Wellen  in  Wasser 
von  der  wirklichen  Tiefe. 

Die  Tabellen  der  absoluten  Werte  der  Perioden  und  Wellen- 
geschwindigkeiten, welche  ebenfalls  beigefügt  sind,  sind  der  Abhand- 


1)  Die  Ergebnisse  dei  §§  227  und  228  far  den  Fall  endlicher  Tiefe  sind 
im  wesentlichen  von  Airy  gegeben,  ,,Tide8  and  Waves",  §§  160  ff.,  1846. 

2)  Green,  /.  c,  S.  429. 
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lung   von  Airy   entnommen.^)     Der   von   ihm    für  g    angenommene 
Wert  ist  32^16  englische  Fuß  pro  Sekunde. 


h 

c 

C 

"l 

BecnA;^ 

tangn  kh 

Vgk-"^ 

Vgh 

0,00 

1,000 

0,000 

0,000 

1,000 

0,01 

0,998 

0,068 

0,260 

0,999 

0,02 

0,992 

0,126 

0,864 

0,997 

0,08 

0,988 

0,186 

0,482 

0,994 

0,04 

0,969 

0,246 

0,496 

0,990 

0,06 

0,968 

0,804 

0,662 

0,984 

0,06 

0,938 

0,860 

0,600 

0,977 

0,07 

0,911 

0,418 

0,648 

0,970 

0,08 

0,886 

0,464 

0,681 

0,961 

0,09 

0,869 

0,612 

0,716 

0,961 

0,10 

0,831 

0,667 

0,746 

0,941 

0,20 

0,627 

0,860 

0,922 

0,823 

0,80 

0,297 

0,966 

0,977 

0,712 

0,40 

0,161 

0,987 

0,998 

0,627 

0,60 

0,086 

0,996 

0,998 

0,668 

0,60 

0,046 

0,999 

0,999 

0,616 

0,70 

0,026 

1,000 

1,000 

0,477 

0,80 

0,013 

1,000 

1,000 

0,446 

0,90 

0,007 

1,000 

1,000 

0,421 

1,00 

0,004 

1,000 

1,000 

0,899 

oo 

0,000 

1,000 

1,000 

0,000 

Tiefe  des 
Wassers 

WeUenl&ng 

e  in  engl  Fuß 

in 
engl.  Fuß 

1 

10 

1        100 

1000              10000 

Periode 

in  Sekunden 

1 

0,442 

1,878 

17,646 

176,83       ■      1768,8 

10 

0,442 

1,898 

6,928 

66,80 

667,62 

100 

0,442 

1,898 

4,420 

18,78 

176,46 

1000 

0,442 

1,898 

4,420 

13,98 

69,28 

10000 

0,442 

1,898 

4,420 

18,98 

44,20 

Tiefe  des 
Wassers 

in 
engl.  Fuß 

1 

10 

Wellenlänge 
100 

in  engl.  Fuß 
1000             10000       1 

oo 

1 

10 

100 

1000 

10000 

2,262 
2,262 
2,262 
2,262 
2,262 

Wellengesi 

6,889 
1      7,164 
7,164 
7,164 
7,164 

:hwindigkeit  in  engl.  Ful 

6,667               6,671 
16,88               17,92 
22,62         1       63,89 
22,62         ;       71,64 
22,62                71,64 

l  pro  Sekunc 

6,671 

17,98 

66,67 
168,8 
226,2 

le 

6,671 
17,98 
66,71 

179,8 

667,1 

Die    Möglichkeit    fortschreitender    Wellen,    welche    sich    ohne 
Wechsel  der  Qestalt  vorwärts  bewegen^  ist  theoretisch  auf  den  Fall 


1)  „Tides  and  Wave8'\  §§  169  und  170. 
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gleichförmiger  Tiefe  beschränkt;  aber  die  numerischen  Resultate  zeige% 
daß  eine  Veränderung  in  der  Tiefe  keinen  merklichen  Einfluß  hat, 
vorausgesetzt,  daß  letztere  überall  die  halbe  Wellenlänge  übersteigt. 
Wir  bemerken  schließlich,  daß  die  Theorie  der  fortschreitenden 
Wellen  ohne  die  Zwischenstufe  der  stehenden  Wellen  erhalten  werden 
kann,  wenn  man  an  Stelle  von  Gleichung  (1)  des  §  227  sogleich  an- 
nimmt, daß 

^_Pß.(a*-*x)  (10) 

Die  Bedingungen,  denen  P  genügen  muß,  sind  genau  dieselben  wie 
vorher,  und  wir  erhalten  leicht  in  reeller  Form 

ly  =  a  sin  Qcx  —  6t),  (11 ) 

bei  derselben  Bedeutimg  von  ö  wie  vorher.  Aus  Gleichung  (12) 
können  alle  vorangehenden  Resultate  hinsichtlich  der  Bewegung  der 
einzelnen  Teilchen  ohne  Schwierigkeit  abgeleitet  werden. 

§  229.     Die  Energie  eines  Sjstemes  stehender  Wellen  von  der 
einfach  harmonischen  Form  ist  leicht  zu  berechnen.     Wenn  wir  uns 
zwei  vertikale  Ebenen  in  der  Entfernung  1  voneinander  parallel  zur^ 
a;j^- Ebene  gezogen  denken,  so  ist  die  potentielle  Energie  der  Flüssig- 
keit zwischen  diesen  Ebenen  pro  Wellenlänge,  wie  in  §  173, 

2^9  j  r^dx. 

0 

Setzen  wir  den  Wert  von  iy  aus  Gleichung  (7)  des  §  227  ein,  so  er- 
halten wir 

\gQa^k'^m^{(St  +  a).  (1) 

Die  kinetische  Energie  ist  nach  Formel  (1)  des  §  61 

X 
JL 


^'f[^'^^..J'■ 


0 


Durch   Einsetzen    aus    Gleichung  (8)    des    §  227   und    unter  Berück- 
sichtigung der  Relation  zwischen  a  und  /.'  erhalten  wir 

\gQan'(to^^{(St  +  e).  (2) 

Die  gesamte  Energie,  welche  die  Summe  von  (1)  und  (2)  ist>  ist 
konstant  und  gleich  \gQa^k.  Wir  können  dies  ausdrücken,  indem 
wir  sagen,  daß  die  gesamte  Energie  pro  Einheit  der  Wasseroberfläche 
\gQa}  beträgt. 
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Eine  ähnliche  Rechnung  kann  für  den  Fall  fortschreitender 
Wellen  angestellt  werden,  oder  wir  können  die  allgemeinere  Methode 
anwenden,  die  in  §  173  auseinandergesetzt  wurde.  Auf  jede  Weise 
finden  wir,  daß  die  Energie  in  jedem  Augenblick  zur  Hälfte  kinetisch 
und  zur  Hälfte  potentieU,  imd  daß  ihr  gesamter  Betrag  pro  Flächen- 
einheit ^gga^  ist.  Mit  anderen  Worten,  die  Energie  eines  Systemes 
fortschreitender  Wellen  von  der  Amplitude  a  ist  gleich  der  Arbeit^ 
welche  erforderlich  wäre,  um  eine  Flüssigkeitsschicht  von  der  Dicke  a 
um  die  Höhe  ^a  zu  heben. 

§  230.  Die  Theorie  fortschreitender  Wellen  kann  auch  auf  sehr 
bündige  Weise  vermittels  der  Methode  des  §  174  untersucht  werden.^) 

Es  seien  (p  und  ^  die  Geschwindigkeits-  und  Stromfunktion, 
wenn  das  Problem  auf  ein  solches  der  stationären  Bewegung  zurück- 
geführt ist;  wir  nehmen  an,  daß 

^^^^ {x  +  iy)  +  fa6'*('+'y)+  i/36-'*('+'y), 

folglich 

^'^  =  -  a;  -  (ae-*y  -  /3e*y)  sinÄix  ) 

(1) 
—  =-  —  y  +  (ae-*"  +  ß^^)  cos  Tcx  \ 

c 

Dies  stellt  eine  gleichförmige  Strömimg  mit  der  Geschwindigkeit  c 
dar,  welcher  eine  Störung,  die  in  Bezug  auf  x  periodisch  ist,  super- 
poniert  wird.  Wir  wollen  annehmen,  daß  ka  und  kß  kleine  Größen 
sind;  mit  anderen  Worten,  die  Amplitude  der  Störung  soll  gegen  die 
Wellenlänge  klein  sein. 

Das  Profil  der  freien  Oberfläche  muß  eine  Stromlinie  bilden;  es 
sei  die  Linie  ^  =»  0.  Seine  Form  ist  dann  durch  Gleichung  (1)  ge* 
geben,  d.  h.  wir  haben  in  erster  Annäherung 

y  =  (a  +  /J)  cos  kx, .  (2) 

was  zeigt,  daß  der  Ursprungspunkt  auf  dem  mittleren  Niveau  der 
Oberfläche  liegt.  Auf  dem  Grunde  (y  =  —  Ä)  müssen  wir  femer 
tlf  =  konst.  haben;  dies  erfordert,  daß 

aß*'' + /Jß"**  =  0. 

Die  Gleichungen  (1)  können  deshalb  in  die  Formen 

"  =  —  rc  +  Ccosh  k(jf  +  h)  sin  kx  ] 

z.^  ^y  ^  C  sinh  k(y  +  h)  cos  kx  1 
gebracht  werden. 

1)  Lord  Rajleigh,  l  c,  S.  805. 

Lamb,  Hjdrodyiuinik.  88 
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Die  Formel  för  den  Druck  lautet 


|-k»»t-„-ijg|)V(U)') 


c 
™  konst.— (/y  —  ^  { 1  —  2A;(7coshA;(y  +  h)co^hx], 

wenn  wir  k^C*  yemachlässigen.  Da  die  Gleichung  der  Stromlinie 
^  »=  0  näherungsweise 

y  ^  C  sinh  Ich  cos  kx  (4) 

lautet,  so  haben  wir  l^gs  dieser  Linie 

--  =  konst.  +  (Äc*  coth  kh  —  g)y. 

Die  Bedingung  f&r  eine  freie  Oberfläche  wird  deshalb  erf&Ut, 
wenn 

Dies  bestimmt  die  Wellenlänge  -r-  der  möglichen  stationären  Wellen 

auf  einem  Strome  von  gegebener  gleichförmiger  Tiefe  h  und  Ge- 
schwindigkeit c.  Man  sieht  leicht  ein,  daß  der  Wert  von  kh  reell 
oder  imaginär  ist,  je  nachdem  c  kleiner  oder  größer  als  y'gh  ist. 

Wenn  wir  überall  die  Geschwindigkeit  —  c  parallel  zur  o?- Achse 
hinzufügen,  erhalten  wir  fortschreitende  Wellen  auf  ruhigem  Wasser, 
und  Gleichung  (5)  ist  dann  die  Formel  für  die  Wellengeschwindigkeit 
wie  in  §  228. 

Wenn  das  Verhältnis  der  Tiefe  zur  Wellenlänge  genügend  groß 
ist,  so  lauten  die  Formeln  (1) 

^  =  —  a;  +  /3c*y  sin  kx 

(6) 


was 


»  —  y  +  ße^^coBkx 


^  -  konst.  -  5fy  -  ^-  { 1  -  2Ä/Je*»  cos  kx  +  k^ß^e»^^ )  (7) 

ergibt.    Wenn  wir  k^ß*  vernachlässigen,  so  kann  die  letztere  Gleichung 
in  der  Form 

^  =  konst.  +  {kc^  '-g)y  +  kcilf  (8) 

geschrieben  werden.     Wenn  daher 

so  wird  der  Druck  nicht  nur  auf  der  freien  Oberfläche,  sondern  auch 
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längs  jeder  Stromlinie  ^  =  konst.  gleichförmig  sein.^)  Dieser  Um- 
stand ist  von  einiger  Wichtigkeit;  denn  er  zeigt,  daß  die  durch  (6) 
und  (9)  ausgedrückte  Lösung  auf  den  Fall  einer  Anzahl  von  Flüssig- 
keiten mit  verschiedenen  Dichten  ausgedehnt  werden  kann^  welche 
übereinander  in  horizontalen  Schichten  angeordnet  sind,  vorausgesetzt, 
daß  die  oberste  Fläche  frei  und  die  gesamte  Tiefe  unendlich  ist.  Und 
da  die  Dicke  der  Schichten  keiner  Einschränkung  unterliegt,  so  können 
wir  auch  den  Fall  einer  inhomogenen  inkompressiblen  Flüssigkeit  ein- 
schließen, deren  Dichte  sich  stetig  mit  der  Tiefe  ändert. 

§  231.  Die  Methode  des  vorangehenden  Paragraphen  kann 
leicht  auf  eine  Anzahl  anderer  Probleme  angewendet  werden. 

1.  Um  z.  B.  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  von  Wellen  auf 
der  gemeinschaftlichen  horizontalen  Grenzfläche  zweier  Flüssigkeits- 
massen zu  finden,  welche  sonst  unbegrenzt  sind,  nehmen  wir  an,  daß 

—  =^  —  y  +  ßef'^  coskx      j 

—  =  —  y  +  /'«"**'  cos  Äic  J 

c 

wo  der  Akzent  sich  auf  die  obere  Flüssigkeit  bezieht.  Diese 
Gleichungen  erfüllen  die  Bedingung  der  wirbelfreien  Bewegung  A^  »  0, 
und  sie  ergeben  eine  gleichförmige  Geschwindigkeit  c  in  einer  großen 
Entfernung  oberhalb  und  unterhalb  der  gemeinschaftlichen  Grenzfläche, 
an  welcher  wir  ^  =  ^'=  0  und  deshalb  näherungs weise 

y  =»  /3  cos  kx 
haben. 

Die  Gleichungen  für  den  Druck  sind 

^  =  konst.  —  gy  —  ^0"-  2kß^y  cos  kx) 

K  =  konst.  —  ^y  —  I*  (1  +  2kße-^v  cos  kx) 
welche  an  der  gemeinschaftlichen  Grenzfläche 

-  =■  konst.  —  {g  —  kc^)  y 

^  =  konst.  —  {g  +  kc^)  y 

ergeben,  wo  die  gewöhnlichen  Annäherungen  gebraucht  sind.  Die 
Bedingung  p  '^p   ergibt  somit 

^  k       Q+Q^'  W 

ein  Resultat,  welches  zuerst  von  Stokes  erhalten  wurde. 

1)  Ea  ist  zu  beachten,  daß  dieser  Schluß  auf  den  Fall  unendlicher  Tiefe 
beschränkt  ist.     Er  wurde  zuerst  von  Poisson  ausgesprochen,  {.  e.,  S.  447. 

28* 


(2) 


(3) 
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Das  Yorhandensein  der  oberen  Flüssigkeit  bewirkt  deshalb  eine 
Yerminderung  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  von  Wellen  yor- 
geschriebener  Länge  in  dem  Yerhaltnis 


v; 


—  8 


WO  8  das  Yerhaltnis  der  Dichte  der  oberen  zu  derjenigen  der  unteren 
Flüssigkeit  ist.  Diese  Yerminderung  hat  eine  zweifache  Ursache;  die 
potentielle  Energie  einer  gegebenen  Deformation  der  gemeinschaft- 
lichen Grenzfläche  wird  im  Yerhaltnis  l  —  s  yermindert,  während  die 
Trägheit  im  Yerhaltnis  1  +  ^  vergrößert  wird.^)  Als  ein  numerisches 
Beispiel  mag  angeführt  werden,  daß  im  Falle  von  Wasser  über  Queck- 
silber (s  —  0,0735)  die  Wellengeschwindigkeit  in  dem  Yerhältnisse  0,929 
vermindert  wird. 

Es  ist  bei  dieser  und  anderen  derartigen  Aufgaben  zu  bemerken, 
daß  an  der  gemeinschaftlichen  Grenzfläche  eine  ünstetigkeit  der  Be- 
wegung   stattfindet.     Die    Normalkomponente    der    Geschwindigkeit 

^  ist  natürlich  stetig,  aber  die  Tangentialkomponente  —  ^  geht  von 

c  (1  —  Ä/^  cos  hx)  zu  c  (1  +  kß  cos  kx)  über,  wenn  wir  die  Fläche 
durchschreiten;  mit  andei'en  Worten:  wir  haben  eine  Wirbelschicht 
von  der  Stärke  —  2 A:c/J  cos  ia;  (§151).  Dies  steht  mit  einer  Be- 
merkung, die  in  §  17  gemacht  wurde,  im  Einklang,  daß  nämlich  die 
freien  Schwingungen  einer  inhomogenen  Flüssigkeit  nicht  notwendig 
wirbelfrei  sind. 

Wenn  q  <  q\  bo  ist  der  Wert  von  c  imaginär.  Der  ungestörte 
Gleichgewichtszustand  ist  dann  labil. 

2.  Der  Fall,  wo  die  beiden  Flüssigkeiten  zwischen  zwei  starre 
horizontale  Ebenen  y  =  —  A,  y  =  7/  eingeschlossen  sind,  ist  fast  eben- 
so einfach.     An  Stelle  von  (1)  haben  wir 


1)  Dies  erklärt,  weshalb  die  natürlichen  Schwingungsperioden  der  gemein- 
schaftlichen Grenzfläche  zweier  Flüssigkeiten  von  nahezu  gleicher  Dichte  gegen 
diejenigen  einer  freien  Oberfläche  von  ähnlicher  Ausdehnung  sehr  lang  sind. 
Diese  Tatsache  wurde  von  Benjamin  Franklin  im  Falle  von  öl  auf  Wasser  be- 
merkt; siehe  einen  Brief,  welcher  von  1762  datiert  ist  {Complete  Works,  London, 
o.  J.,  Bd.  n,  S.  142). 

Noch  ein  Beispiel  mag  erwähnt  werden.  Nahe  bei  den  Mündungen  einiger 
Nor  welscher  Fjorde  befindet  sich  eine  Schicht  von  Süßwasser  über  Sabswasser. 
Zufolge  der  verhältnismäßig  kleinen  potentiellen  Energie,  welche  durch  eine 
gegebene  Deformation  der  gemeinsamen  Grenzfläche  bedingt  ist,  werden  an 
dieser  Fläche  leicht  Wellen  von  beträchtlicher  Höhe  erzeugt.  Dieser  Ursache 
wird  der  anomale  Widerstand  zugeschrieben,  den  Schiffe  gelegentlich  in  diesen 
Gewässern  erfahren.  Siehe  Ekman,  ,,0n  Dead-Water^^,  Scientific  BesuUs  of  tKe 
Norwegian  North  Polar  Expedition,  14.  Teil,  Christiania  1904.  Femer  Ekman, 
„Über  Totwasser",  Ann,  d.  Hydrographie,  82,  S.  662,  1904. 
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± y  +  ß^Ji^^^ShX       1 

c             cf    '   r       BinhAjA                         I  .  . 

ib'                      ^  sinh  ifc  (y  —  ÄO         ,         T  ^  ^ 


was 


^         ^•     9  coth  ifcÄ  + /coth  ifcÄ'  ^"-^ 

ergibt.  Wenn  kh  und  iA'  beide  sehr  groß  sind^  so  reduziert  sich 
dies  auf  die  Gleichung  (4).  Wenn  kh'  groß  und  kh  klein  ist, 
haben  wir 

c«  =  (l-^)i,A.  (7) 

Die  Folge  des  Vorhandenseins  der  oberen  Flüssigkeit  besteht  dann 
hauptsächlich  darin,  daß  die  potentielle  Energie  einer  gegebenen 
Deformation  vermindert  wird. 

3.  Wenn  die  obere  Fläche   der   oberen  Flüssigkeit   frei  ist,   so 
können  wir  annehmen,  daß 


sinhA;^ 

—  -"  —  y  +  05  cosh  hy  +  y  sinh  ky)  cos  hx 


(8) 


die  Bedingungen,  denen  an  der  Grrenzfläche  und  an  der  freien  Ober- 
fläche genügt  werden  muß,  ergeben  dann  die  Gleichung 

c*  (fi  coth  kh  coth  kh'+  q")  —  c^q  (coth  kh'+  coth  kh)  |- 


+  ((•-(•')  |i'-o 


I  . 


(9) 


Da  dies  eine  quadratische  Gleichung  in  c^  ist,  so  gibt  sie  zwei  mög- 

liehe  Wellensysteme  mit  der  vorgeschriebenen  Länge  -x-*     Dies  war 

zu  erwarten.  Wenn  die  Wellenlänge  vorgeschrieben  ist,  so  besitzt 
das  System  noch  zwei  Freiheitsgrade,  sodaß  zwei  unabhängige 
Schwingungsformen  um  die  Gleichgewichtslage  möglich  sind.    In  dem 

extremen  Fall  z.  B.,  wo  ^  klein  ist,   besteht  die  eine  Form  haupt- 

sächlich  in  einer  Schwingung  der  oberen  Flüssigkeit,  welche  fast  die 

gleiche  ist,  als  wenn  die  untere  Flüssigkeit  durch  einen  festen  Körper 

ersetzt   wäre,   während    die   andere   Form    als   eine    Schwingung   der 

unteren  Flüssigkeit  angesehen  werden  kann,  welche  fast  die  gleiche 

ist,  als  wenn  deren  obere  Fläche  frei  wäre. 

Für  das  Verhältnis  der  Amplituden  an  den  oberen   und  unteren 

Flächen  findet  man 

^*? .,  (\()\ 

ke*  cosh  kh' — ^ainhA;^  ^     '' 
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Unter  den  besonderen  Fällen,  die  betrachtet  werden  können,  ist 
der  interessanteste  der,  wo  kh  groß  ist,  d.  b.  wo  die  Tiefe  der  unteren 
Flüssigkeit  groß  gegen  die  Wellenlänge  ist.  Setzen  wir  coth  £&-=!, 
so  sehen  wir,  daß  eine  Wurzel  der  Gleichung  (9)  jetzt 

c»-f  (11) 

lautet,  genau  wie  in  dem  Falle  einer  einzigen  Flüssigkeit  von  un- 
begrenzter Tiefe,  und  daß  das  Verhältnis  der  Amplituden  e^*'  ist 
Dies  ist  nur  ein  besonderer  Fall  von  dem  allgemeinen  Resultat^ 
welches  am  Ende  von  §  230  aufgestellt  wurde-,  es  wird  in  der  Tat 
leicht  bewiesen,  daß  jetzt  kein  Gleiten  an  der  gemeinschaftlichen 
Grenzfläche  der  beiden  Flüssigkeiten  stattfindet.  Die  zweite  Wurzel 
der  Gleichung  (9)  lautet 

^       pcothitÄ'+9'    ^•'  v^^; 

dementsprechend  erhält  das  Verhältnis  (10)  den  Wert 

-(J-l)e-"'.  (13) 

Wenn  wir  in  den  Gleichungen  (12)  und  (13)  Ich'  =  oo  setzen,  so 
kommen  wir  auf  einen  früheren  Fall  zurück;  wenn  wir  hingegen  hh' 
klein  machen,  so  finden  wir 

c»  =  (l-;)i7Ä',  (14) 

und  das  Verhältnis  der  Amplituden  ist 

-C'-l)-  (15) 

Diese  Aufgaben  wurden  zuerst  von  Stokes  untersucht.^)  Der 
Fall  einer  Anzahl  von  übereinander  gelagerten  Schichten  verschiedener 
Dichten  ist  von  Webb*)  und  GreenhilP)  behandelt  worden.  Betreffs 
Untersuchungen  über  die  möglichen  rotationeUen  Schwingungen  in 
einer  heterogenen  Flüssigkeit  mag  auf  die  unten  genannten  Arbeiten 
verwiesen  werden.*) 


1)  „On  the  Theory  of  Oscillatory  Waves",  Camh.  Trans.y  8,  1847  {Math. 
and  Phys,  PaperSy  Bd.  I,  S.  212). 

2)  Math.  Tripos  Papers,  1884. 

3)  „Wave  Motion  iu  Hydrodynamics'*,  Ämer.  Journ.  Math.,  9,  1887. 

4)  Lord  llayleigh,  „Investigation  of  the  Character  of  the  Equilibrum  of  an 
Incompressible  Heavy  Fluid  of  Variable  Density",  Proc.  Lond.  Matlt.  Soc.j  14, 
S.  170,  1883  {Sc.  Papers,  Bd.  11,  S.  200);  Burnside,  „On  the  small  Wave-Motions 
of  a  Heterogeneous  Fluid  under  Gravity",  I^nc.  Lond.  Math,  Soc.,  20,  S.  892, 
1889;  Love,  „Wave-Motion  in  a  Heterogeneous  Heavy  Liquid*',  Proc.  Lond.  MtUh. 
Soc.,  22,  S.  807,  1891. 
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§  232.  Als  ein  weiteres  Beispiel  der  Methode  des  §  230  wollen 
wir  annehmen,  daß  zwei  Flüssigkeiten  mit  den  Dichten  q  und  q\  die 
eine  unter  der  anderen,  sich  parallel  zur  x-Achse  mit  den  Geschwin- 
digkeiten U  bzw.  U'  bewegen,  wobei  die  gemeinschaftliche  Ghrenz- 
fläche  im  ungestörten  Zustand  natürlich  eben  und  horizontal  ist.  Dies 
bietet  ein  Beispiel  kleiner  Schwingungen  um  einen  Zustand  der 
stationären  Bewegung  dar. 

Wir  nehmen  an,  daß  die  Flüssigkeiten  in  vertikaler  Richtung 
unbegrenzt  seien;  dementsprechend  setzen  wir  für  die  untere  Flüssigkeit 

tl, U{y  —  ß^yeoBkx)y  (1) 

und  far  die  obere  Flüssigkeit 

^'=-J7'{y-j8e-*ycosJta:},  (2) 

wobei  der  Koordinatenanfangspunkt  in  dem  mittleren  Niveau  der  ge- 
meinschaftlichen Grenzfläche  liegt,  welche  beständig  die  Form 

y  =  /3cosÄ:a;  (3) 

haben  soll. 

Die  Druckgleichungen  geben 


(4) 


(5) 


^  =.  konst.  —  gy  —  iü*0.  —  2kß^* cos kx) 
K  =  konst.-  ^ry  -  iJ7'«(l  +  2kße-^v co%Tcx) 
folglich  an  der  gemeinschaftlichen  Grenze 

^  =  konst. +  (i;J7^-^)y 

K  ^Vomt-  ikU'^  +  g)y 
Da  wir  an  dieser  Fläche  p  ^  p   haben  müssen,  so  erhalten  wir 

pf7»  +  p'f7'»-f(p-p')-  (6) 

Dies  ist  die  Bedingung  für  stationäre  Wellen  an  der  gemein- 
schaftlichen Grenze  der  beiden  Ströme  U  und  IJ\  Sie  kann  in  die 
Form 

(^u±ßy^  9 .  £_p;  _  ^?_  (t^  _  iT)^  (7) 

gebracht  werden.     Die  Größe 

9  +  9 

mag  als   die  mittlere  Geschwindigkeit  der  beiden  Ströme  bezeichnet 
werden;  es  folgt^  daß  die  Wellen  in  Bezug  auf  diese  die  Geschwindig- 
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keiten  +  c  und  —  c  haben,  welche  durch 

^^-V-(^(f^-t^T  (8) 

gegeben  sind,  wo  Oq  die  Wellengeschwindigkeit  bei  Abwesenheit  der 
Strömungen  bezeichnet  (§  231). 

Wenn  die  relative  Geschwindigkeit  \U  —  U'\  der  beiden  Ströme 
eine  bestimmte  Chrenze  übersteigt,  welche  durch 

(17- £7')'- J^  (9) 

gegeben  ist,  so  wird  der  Wert  von  c  imaginär^  was  auf  Instabiliföt 
deutet.  Diese  obere  Grenze  nimmt  mit  der  Wellenlange  unbe- 
grenzt ab. 

Falls  keine  störenden  Einflüsse  vorhanden  wären,  so  würde  dieses 
Resultat  anzeigen,  daß  der  geringste  Wind  genügen  würde,  um  auf 
einer  Wasseroberfläche  EnLuselungen  zu  erzeugen.  Wir  werden  spater 
eine  vollständigere  Untersuchung  dieses  Problems  unternehmen,  welche 
die  EapiUarkräfte  berücksichtigt,  die  auf  Stabilität  hinwirken. 

Aus  Gleichung  (7)  ergibt  sich,  daß  für  ^  »  p'  oder  ^ »  0  die 
ebene  Form  der  Fläche  für  alle  Wellenlängen  labil  wäre.  Dieses 
Resultat  erläutert  einen  in  §  79  erwähnten  Satz  über  die  Labilität 
von  Diskontinuitätsflächen.^) 

Wenn  die  Ströme  zwischen  die  festen  horizontalen  Ebenen 
y  a-  —  /^,  y  =  h'  eingeschlossen  sind,  so  nehmen  wir  an,  daß 

,  jj  l  o  sinh  kiy-^-h)         ,      ] 


,/  ^^^  {      ,    « sinh A:  (v  —  Ä)        ,     ) 


(10) 


Die  Bedingung  für  stationäre  WeUen  an  der  gemeinschaftlichen 
Fläche  ist  demnach 

(>?7»cothÄA  +  (>'?7'^cothM'=  |(()-p).  (11)*) 

Eine   genaue   Erörterung   zeigt,    daß    die    ungestörte   Bewegung 
stabil  oder  labil  ist,  je  nachdem 

I  rr         rr/  I  <r  9  COth  kh  +  p'  COth  kH  /^  ax 

\TJ-L  I  ^ ^^ j  •  Co,  (12) 

^  (pp' COth ÄÄ COth JtÄ')* 

wo  Cq  die  Wellengeschwindigkeit  bei  Abwesenheit  der  Strömungen 
ist.  Wenn  h  und  U  beide  die  halbe  Wellenlänge  übersteigen,  redu- 
ziert sich  dies  praktisch  auf  das  frühere  Resultat  (9). 

1)  Die  Labilität  wurde  zuerst  von  Helmholtz  bemerkt,  l,  c,  S.  26. 

2)  Greenhill,  l  c,  S.  438. 
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§  288.  Diese  Stabilitätsfragen  sind  so  wichtig,  daß  es  sich 
empfiehlt,  dieselben  auf  eine  mehr  direkte  Weise  zu  behandeln.^) 

Wenn  <p  das  Geschwindigkeitspotential  einer  gestörten  Strömung 
ist,  welche  die  allgemeine  Geschwindigkeit  U  parallel  zur  2;- Achse 
besitzt,  so  können  wir 

<p Ux  +  <pi  (1) 

schreiben,  wo  9?^  klein  ist.    Die  Formel  fQr  den  Druck  ist  bis  auf 
die  erste  Gh-ößenordnung: 

die   Bedingung,  welche   an   der  Grenzfläche  y  '='  ri,  wo  r^   klein  ist^ 
erfüllt  werden  muß,  lautet: 

Um  dies  auf  das  Problem  anzuwenden,  welches  am  Anfang  de» 
§  232  aufgestellt  wurde,  setzen  wir  f&r  die  tmtere  bzw.  obere 
Flüssigkeit 

bzw.  [ ,  (4) 

und  f&r  die  Gleichung  der  gemeinschaftlichen  Gh'enzfläche 

rj  =  ac*'(*'-^0.  (5) 

Die  Stetigkeit  des  Druckes  an  dieser  Fläche  erfordert  nach  Glei- 
chung (2),  daß 

Q  [i{6  -  kü)C  +  ga)  ^  q'  {i{ö  -kU')C'  +  ga],  (6) 

während  die  Oberflächenbedingung  (3) 

i(6-kU)a^kG,    i{ö-kU')a kC  (7) 

gibt. 

Eliminieren  wir  a,  C,  C,  so  erhalten  wir 

Q[6-TcUY^Q'{6-TcU')*  =  gli{Q-(,'),  (8) 

folglich 

T  -  '--W^  ±  V\f\iT-~^.(V  -  ÜJ],       (9) 
was  zu  denselben  Schlüssen  wie  in  §  232  führt.     Wenn 


{u-üy>'^-f-c,\  (10) 


1)  Sil  W.  Thomson,  „Hjdrokinetic  Solutions  and  Obserrations^',  Phil,  Mag. 
(4),  41,  1871  {BaMmore  Lectures,  S.  590);  Lord  Rayleigh,  „On  the  Instabilitj  of 
Jets",  Proc,  Land.  Maih.  Soe.y  10,  S.  4,  1878  (Sc.  Papers^  Bd.  I,  S.  861). 
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keiten  -f-  c  und  —  c  haben,  welche  durch 

'-^-V-(^^(?7-J^')*  (8) 

gegeben  sind,  wo  Cq  die  Wellengeschwindigkeit  bei  Abwesenheit  der 
Strömungen  bezeichnet  (§  231). 

Wenn  die  relative  Geschwindigkeit  \ü  —  U'\  der  beiden  Ströme 
eine  bestimmte  Grenze  übersteigt,  welche  durch 

(^-^')*-f^  (9) 

gegeben  ist,  so  wird  der  Wert  von  c  imaginär^  was  auf  InstabilitiLt 
deutet.  Diese  obere  (Frenze  nimmt  mit  der  Wellenlange  unbe- 
grenzt ab. 

Falls  keine  störenden  Einflüsse  vorhanden  wären,  so  würde  dieses 
Resultat  anzeigen,  daß  der  geringste  Wind  genügen  würde,  um  auf 
einer  Wasseroberfläche  Kräuselungen  zu  erzeugen.  Wir  werden  später 
eine  vollständigere  Untersuchung  dieses  Problems  unternehmen,  welche 
die  Eapillarkräfte  berücksichtigt,  die  auf  Stabilität  hinwirken. 

Aus  Gleichung  (7)  ergibt  sich,  daß  für  Q  =^  q'  oder  ^ «  0  die 
ebene  Form  der  Fläche  für  alle  Wellenlängen  labil  wäre.  Dieses 
Resultat  erläutert  einen  in  §  79  erwähnten  Satz  über  die  Labilität 
von  Diskontinuitätsflächen.^) 

Wenn  die  Ströme  zwischen  die  festen  horizontalen  Ebenen 
y  ^  ^  Ji,  y  =  h'  eingeschlossen  sind,  so  nehmen  wir  an,  daß 


(10) 


Die  Bedingung  für  stationäre  Wellen  an  der  gemeinschaftlichen 
Fläche  ist  demnach 

QÜ^eothkh  +  Q'ü'^coihkJi^  |(()  -  q).  (11)«) 

Eine   genaue   Erörterung   zeigt,    daß   die    ungestörte   Bewegung 
stabil  oder  labil  ist,  je  nachdem 

wo  Cq  die  Wellengeschwindigkeit  bei  Abwesenheit  der  Strömungen 
ist.  Wenn  A  und  A'  beide  die  halbe  Wellenlänge  übersteigen,  redu- 
ziert sich  dies  praktisch  auf  das  frühere  Resultat  (9). 


1)  Die  Labilität  wurde  zuerst  von  Helmholtz  bemerkt,  Z.  c,  S.  26. 

2)  Greenhill,  l.  c,  S.  438. 
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§  283.  Diese  Stabilitätsfragen  sind  so  wichtig,  daß  es  sich 
empfiehlt,  dieselben  auf  eine  mehr  direkte  Weise  zu  behandebL^) 

Wenn  q>  das  Geschwindigkeitspotential  einer  gestörten  Strömung 
ist,  welche  die  allgemeine  Geschwindigkeit  U  parallel  zur  o;- Achse 
besitzt,  so  können  wir 

(p Ux  +  (pi  (1) 

schreiben,  wo  (p^  klein  ist.     Die  Formel  f&r  den  Druck  ist  bis  auf 
die  erste  Ghrößenordnung: 

f''-^-9y+u'^  +  ..-;  (2) 

die   Bedingung,  welche   an   der  Grenzfläche  y  ^ri,  wo  ri   klein  ist, 
erfQllt  werden  muß,  lautet: 

um  dies  auf  das  Problem  anzuwenden,  welches  am  Anfang  de» 
§  232  aufgestellt  wurde,  setzen  wir  f&r  die  untere  bzw.  obere 
Flüssigkeit 

bzw. 

und  f&r  die  Gleichung  der  gemeinschaftlichen  Gh-enzfiäche 

rj  =  ae^ii'-^'O,  (5) 

Die  Stetigkeit  des  Druckes  an  dieser  Flache  erfordert  nach  Glei- 
chung (2),  daß 

Q[i{6-hU)C  +  ga]^Q{i{6-kU')C'  +  ga],  (6) 

während  die  Oberflächenbedingung  (3) 

i(6-Jcü)a^kC,    i{6-kü')a *C'  (7) 

gibt. 

Eliminieren  wir  a,  C,  C,  so  erhalten  wir 

g^g-]cU)»  +  g'(g-kU')*=.9kiQ-»'),  (8) 

folglich 

was  zu  denselben  Schlüssen  wie  in  §  232  führt.     Wenn 

(u-uy>^^+4^e^  (10) 


(4) 


1)  Sir  W.  Thomaon,  „Hjdrokinetic  Solutions  and  ObaeryationB^S  Phil,  Mag. 
(4),  41,  1871  {Baltimore  Lecturea,  S.  590);  Lord  Rayleigh,  „On  the  Inatability  of 
Jets",  Proc.  Lond.  Math.  Soc.,  10,  S.  4,  1878  {Sc.  Papers,  Bd.  I,  S.  861). 
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wobei  Cq  die  Wellengeschwindigkeit  bei  Abwesenheit  der  Strömungen 
ist,  so  wird  6  imaginär  von  der  Form  cc  ±iß.  Die  vollständige 
Lösung  enthält  dann  ein  Glied  mit  e"**  als  Faktor,  was  anzeigt,  daB 
die  Amplitude  unbegrenzt  wächst. 

Wenn  q  =»  q\   so  ist  nach  Gleichung  (8)  klar,   daß  ö  für  alle 
Werte  von  k  imaginär  ist.     Setzen  wir 

U'  ==  -  r7, 

80  erhalten  wir 

6  =  ±ikU,  (11) 

Nehmen  wir  den  reellen  Teil  von  (5),  so  finden  wir  folglich 

7}  =  ae-*^'  cos  kx.  (12) 

Das  obere  Vorzeichen  gibt  ein  System  stehender  Wellen,  deren  Hohe 
mit  der  Zeit  beständig  wächst,  und  zwar  um  so  mehr,  je  kleiner  die 
Wellenlänge  ist. 

Der  Fall  p  =  p'  zugleich  mit  U «  U'  ist  von  Interesse,  da  er 
das  Flattern  der  Segel  und  Fahnen  erläutert^)  Die  Sache  wird  etwas 
vereinfacht,  wenn  wir  U  =  V  =  0  setzen,  da  irgend  eine  gemein- 
schaftliche Geschwindigkeit  nötigenfalls  hinterher  superponiert  werden 
kann.  Zufolge  dieser  Annahmen  reduziert  sich  Gleichung  (8)  auf 
<y*  =»  0.  Wegen  der  doppelten  Wurzel  ist  die  Lösung  durch  die  ge- 
wöhnliche Methode  zu  vervollständigen,  welche  in  den  Lehrbüchern 
über  Differentialgleichungen  dargelegt  ist.  Auf  diesem  Wege  er- 
halten wir  die  beiden  unabhängigen  Lösungen 

n^at^'-',     (3P,  =  0,     <jp/==0,  (13) 

und 

ri  =  at&^',     g)j «  _  A  cf^y  .  e**x     ^^'  _  |.  ^*y  .  ^kz  ^i^^ 

Die  erstere  Lösung  stellt  einen  Zustand  des  Gleichgewichts  dar;  die 
letztere  gibt  ein  System  stationärer  Wellen,  deren  Amplitude  pro- 
portional zur  Zeit  wächst.  Bei  dieser  Form  der  Aufgabe  gibt  es 
ursprünglich  keine  physikalische  Trennungsfläche;  aber  wenn  künst- 
lich eine  kleine  ünstetigkeit  der  Bewegung  erzeugt  wird,  z.  B.  wenn 
Impulse  auf  eine  dünne  Membran  wirken,  welche  nachher  zerlost 
wird,  so  wird  die  Ünstetigkeit  bleiben  und,  wie  wir  gesehen  haben, 
die  Höhe  der  Riffelungen  wird  beständig  wachsen. 

Wenn  die  obige  Methode  auf  den  Fall  angewendet  wird,  daß  die 
Flüssigkeiten  zwischen  zwei  starre  horizontale  Ebenen  y  =  — ä,  y  =  V 
eingeschlossen  sind,  so  ergibt  sich 

q(6-  kU)^  coth  kh  +  q{6  -  kUy  coth  kh'  ^gkig-g"),      (15) 

was  der  Gleichung  (11)  des  §  232  äquivalent  ist. 

1)  Lord  Rayleigh,  l.  c. 
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§  234.  Die  üntersuclmngen  der  vorangehenden  Paragraphen 
bezieben  sich  auf  Wellen  von  einem  besonderen  Typus;  das  Profil 
ist  nämlich  einfach  harmonisch,  und  der  Wellenzug  erstreckt  sich  nach 
beiden  Richtungen  bis  in  das  Unendliche.  Aber  da  alle  unsere  Glei- 
chungen in  erster  Annäherung  linear  sind,  so  können  wir  mit  Hilfe 
des  Fourierschen  Satzes  durch  Superposition  eine  Lösung  bilden, 
welche  den  Einfluß  willkürlicher  Anfangsbedingungen  darstellen  soll. 
Da  die  resultierende  Bewegxmg  im  allgemeinen  aus  Systemen  von 
Wellen  mit  allen  möglichen  Längen  besteht,  welche  sich  nach  beiden 
Richtungen  fortpflanzen,  jedes  mit  der  Geschwindigkeit,  welche  seiner 
eigenen  Wellenlänge  zukommt,  so  wird  die  Form  der  freien  Ober- 
fläche sich  beständig  ändern.  Die  einzige  Ausnahme  ist  die,  daß  die 
Wellenlänge  jedes  Systemes,  welches  eine  merkliche  Amplitude  besitzt, 
groß  gegen  die  Tiefe  der  Flüssigkeit  ist.  Die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit Yglh  ist  dann  von  der  Wellenlänge  unabhängig,  sodaß  im  Falle 
von  Wellen,  welche  sich  nur  in  einer  Richtung  fortbewegen,  das 
Wellenprofil  der  Form  nach  unverändert  bleibt,  indem  es  sich  vor- 
wärts bewegt  (§  169). 

Die  Wirkimg  einer  lokalen  Oberfiächenstörung  im  Falle  unbe- 
grenzter Tiefe  soll  sogleich  erörtert  werden;  aber  es  empfiehlt  sich, 
zunächst  den  wichtigen  Begriff  der  „Gruppengesditoindigkeit^'  einzu- 
fahren, welcher  nicht  nur  auf  Wasserwellen,  sondern  auf  jeden  Fall 
von  Wellenbewegung  Anwendung  findet,  wo  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit eines  einfach  harmonischen  Zuges  sich  mit  der 
Wellenlänge  ändert. 

Es  ist  oft  bemerkt  worden,  daß  für  eine  isolierte  Gruppe  von 
Wellen  mit  merklich  gleicher  Länge,  welche  über  verhältnismäßig 
tiefem  Wasser  fortschreitet,  die  Geschwindigkeit  der  Gruppe  als 
Ganzes  kleiner  als  diejenige  der  einzelnen  Wellen  ist.  Wenn  wir 
unsere  Aufmerksamkeit  auf  eine  einzelne  Welle  richten,  so  bemerken 
wir,  daß  sie  durch  die  Gruppe  fortschreitet,  wobei  sie  allmählich  an 
Höhe  abnimmt,  indem  sie  sich  der  Vorderseite  nähert,  während  ihre 
frühere  Stellung  in  der  Gruppe  der  Reihe  nach  von  anderen  Wellen 
eingenommen  wird,  welche  von  der  Hinterseite  nach  vom  gekommen 
sind.  ^) 

Die  einfachste  mathematische  Darstellung  einer  solchen  Gruppe 
wird  durch  Superposition  von  zwei  Wellensystemen  mit  gleicher 
Amplitude  und  mit  nahezu,  aber  nicht  genau  gleicher  Wellenlänge 
erhalten.  Die  entsprechende  Gleichung  der  freien  Oberfläche  wird 
die  folgende  Form  haben: 

1^  ==  a  sin  {lex  —  <y  ^)  -h  a  sin  (k'x  —  ts't) 

='2acoB[^(Jc-k')x-^{6-ö')t)  sin [^(k  +  Je) x-^(6  +  6')t] , 

1)  Scott  RuBsell,  „Report  on  Waves",  Brit  Ass.  Bep.,  1844,  S.  869. 


(1) 
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Wenn  h  und  Tc  nahezu  gleich  sind,  so  variiert  der  Kosinus  in  diesem 
Ausdruck  nur  langsam  mit  x\  das  Wellenprofil  in  irgend  einem 
Zeitpunkt  wird  demnach  die  Form  einer  Sinuskurve  haben,  wobei 
die  Amplitude  zwischen  den  Grenzen  0  und  2  a  schwankt  Die  Ober- 
flache  bietet  darum  das  Aussehen  einer  Reihe  von  Wellengrappen, 
welche  in  gleichen  Abständen  durch  Streifen  von  nahezu  glattem 
Wasser  getrennt  sind.  Die  Bewegung  jeder  Gruppe  ist  dann  yon 
der  Gegenwart  der  anderen  ziemlich  unbeeinflußt.  Da  der  Abstand 
zwischen    den    Mittelpunkten    zweier    aufeinanderfolgender    Ghuppen 

jr:^  lautet,  und  da  die  Zeit,  welche  das  System  braucht,  um  sich 

durch  diese  Strecke  zu  verschieben,  -  _- .  ist,  so  hat  die  Gruppen- 
geschwindigkeit ü  den  Wert 


/ 


a  —  a 
oder  schließlich 

^  =  ^-  (2) 

Durch  die  Wellenlänge  ^  =  -r-  ausgedrückt,  haben  wir 

wo  c  die  Wellen geschwindigkeit  ist. 

Dieses  Resultat  gilt  für  jeden  Fall  von  Wellen,  die  sich  in  einem 
gleichförmigen  Medium  fortbewegen.  Bei  unserem  Gegenstand  haben 
wir 

c  =  (f  tangh  kh)}  (4) 

und  deshalb  für  die  Gruppengeschwindigkeit 

d{kc)        .      (^    ,    ßinh2Ä:Ä\  .c\ 

Das  Verhältnis,  in  welchem  diese  zur  Wellengeschwindigkeit  c  stehty 
wächst,  wenn  kh  abnimmt;  es  ist  gleich  4^,  wenn  die  Tiefe  sehr  groß, 
und  gleich  1,  wenn  sie  gegen  die  Wellenlänge  sehr  klein  ist. 

Die  obige  Darlegung  seheint  zuerst  von  Stokes  gegeben  zu 
sein.^)  Die  Erweiterung  auf  eine  allgemeinere  Form  der  Gruppe  ist 
von  Rayleigh*)  und  von  Gouy^)  gemacht  worden.    Die  Beweisführung 

1)  Smiih'8  Price  Examinatwn,  1876  {Math,  and  Phys.  Paptrs,  Bd.  V,  S.  362). 
Siehe  auch  Lord  Rayleigh,  Theory  of  Sowwd,  §  191. 

2)  Nature,  26,  S.  52,  1881  (Sc.  Papers,  Bd.  I,  S.  640). 

3)  „Sor  la  vitesae  de  la  lumiere^',  Ann.  de  Chim.  et  de  Phys,^  16,  S.  262,  1889. 
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dieser  Autoren  läßt  sich  sehr  kurz  wiedergeben.    Nehmen  wir  eine 

Störung 

y  —  SC  cos  {6t  —  Jfca:  +  a)  (6) 

an^  wo  die  Summation,  welche  natürlich  durch  eine  Integration  er- 
setzt werden  kann,  sich  über  eine  Reihe  von  Gliedern  erstreckt;  wobei 
die  Werte  von  6  und  deshalb  auch  von  Tc  sich  wenig  unterscheiden^ 
so  bemerken  wir,  daß  die  Phase  des  typischen  Gliedes  zur  Zeit 
1  +  tkt  und  an  der  Stelle  x  +  tkX  sich  von  der  Phase  zur  Zeit  t  und 
an  der  Stelle  x  um  den  Betrag  öAt  —  kAx  unterscheidet.  Wenn 
also  die  Veränderungen  von  6  und  Je  von  Glied  zu  Glied  durch  dö 
und  Sk  bezeichnet  werden,  so  wird  die  Veränderung  der  Phase  für 
alle  Glieder  merklich  dieselbe  sein,  vorausgesetzt,  daß 

döAt-dk^iX^^O,  (7) 

Die  Gruppe  als  Ganzes  bewegt  sich  also  mit  der  Geschwindigkeit 

Es  kann  auch  eine  andere  Ableitung  der  Gleichung  (3)  gegeben 
werden,  welche  vielleicht  anschaulicher  ist.  In  einem  Medium,  wie 
wir  es  betrachten,  wo  die  Wellengeschwindigkeit  mit  der  Frequenz 
veränderlich  ist,  erzeugt  eine  konzentrierte  anfängliche  Störung  im 
allgemeinen  ein  Wellensjstem,  bei  welchem  die  verschiedenen  Wellen- 
längen, die  mit  verschiedenen  Geschwindigkeiten  fortschreiten,  sich 
allmählich  voneinander  absondern  (§§  236  und  237).  Wenn  wir  die 
Wellenlänge  A  als  eine  Funktion  von  x  und  t  betrachten,  so  haben  wir 

-aJ+^||  =  o,  (9) 

da  k  sich  in  der  Nachbarschaft;  eines  geometrischen  Pimktes  nicht 
ändert,  welcher  sich  mit  der  Geschwindigkeit  U  bewegt;  dies  ist  eben 
die  Definition  von  ü.  Wenn  wir  uns  ferner  einen  anderen  geometri- 
schen Punkt  vorstellen,  der  sich  mit  den  Wellen  bewegt,  so  haben  wir 

^^  _L  /•  ^       2  ^c  .  de  dl  n(W 

wo  der  zweite  Ausdruck  die  Geschwindigkeit  angibt,  mit  welcher  sich 
zwei  aufeinanderfolgende  Kämme  von  einander  trennen.  Vereinigen 
wir  die  Gleichungen  (9)  und  (10),  so  erhalten  wir  die  Formel  (3).^) 
Die  Formel  (3)  gestattet  eine  einfache  geometrische  Darstellung.*) 
Wenn  eine  Kurve  mit  k  als  Abszisse  und  c  als  Ordinate  gezeichnet 

1)  Lamb,  „On  Group-Velocity*S  Proc.  Land,  MaHt.  Soc.  (2),  1,  S.  478,  1904. 

2)  Lamb,  Manch.  Mem.,  44,  Nr.  6,  1900. 
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wird,  so   wird  die  Omppengesch windigkeit  durch  die  Strecke  darge- 
stellt^ die  die  Tangente  auf  der  o- Achse  abschneidet.     In  der  Figur 

stellt  PN  die  Wellengeschwindigkeit  für 
die  Wellenlänge  ON,  und  OT  die  Qruppen- 
geschwindigkeit  dar.  Die  Frequenz  der 
Schwingung  wird,  wie  bemerkt  werden  mag, 
durch  die  Tangente  des  Winkels  PON  an- 
gegeben. 

Im  Falle  von  WeUen  auf  tiefem  Wasser 

unter  Einfluß  der  Schwere   ist  c  mit  yT 
proportional;  die  Kurve  hat  dann  die  Form 
-JL^X    der  Parabel  y*  =  4air,  und  es  ist  OT«  ^PN, 
d.  h.    die    Gruppengeschwindigkeit   ist   die 
Hälfte  der  Wellengeschwindigkeit. 

§  235.  Die  Gruppengeschwindigkeit  hat  überdies  eine  dyna- 
mische Bedeutung.  Dies  wurde  zuerst  von  Prof.  0.  Reynolds*)  in  dem 
Falle  von  Wellen  auf  tiefem  Wasser  gezeigt,  nämlich  durch  eine  Be- 
rechnung der  Energie,  die  durch  eiae  vertikale  Ebene  fortgepflanzt 
wird.    Im  Falle  unbegrenzter  Tiefe  ist  für  einen  einfach  harmonischen 

°  fj  ^  a&mk(x  —  et)  (11) 

das  Geschwindigkeitspotential 

g>  ==  ac^v  cos  k  (x  —  et),  (12) 

was  sofort  durch  die  Erwägung  bestätigt  wird,  daß  wir  ^  =  —  ö^ 

für  y  =  0  haben  müssen.     Wenn  wir  Größen  zweiter  Ordnung  ver- 

nachlässsigen,  so  ist  der  veräaderliche  Teil  des  Druckes  p  -^ ,  sodaß 

die  Arbeit,  welche  auf  die  Flüssigkeit,  die  rechts  von   der  Stelle  x 
liegt,  geleistet  wird. 


0  0 

-fp  |j  ^y  =  po'^'c»  sin»  A;(a:  -  cf)Je"=»dy 


OD 


OD 


(13) 


=  ^QQa^e  sin'  k  {x  —  et) 
beträgt,  da  c*  =  -|--     Der  Mittelwert  dieses  Ausdruckes  ist  ^ggd^c. 


1)  „On  the  Rate  of  Progression  of  Groups  of  Waves,  and  the  Rate  at  which 
Energy  is  transmitted  by  Waves",  Nature,  16,  S.  343,  1877  {Sc.  Papers^  Bd.  I, 
S.  198).  Prof.  Reynolds  hat  auch  ein  Modell  konstruiert,  welches  in  sehr  treffender 
Weise  den  Unterschied  z¥rischen  Wellengeschwindigkeit  und  Gruppengeschwindig- 
keit für  den  Fall  der  transversalen  Schwingungen  einer  Reihe  von  Pendeln 
zeigt,  deren  Kugeln  durch  einen  Faden  verbunden  sind. 
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Es  ergibt  sich  im  Hinblick  auf  §  229^  daß  dies  genau  die  Hälfte  der 
Energie  der  Wellen  ist,  welche  die  fragliche  Ebene  in  der  Zeit  1 
durchkreuzen.  Im  Falle  einer  isolierten  Gruppe  ist  demnach  die 
Energiezufahr  nur  dann  genügend,  wenn  die  Gruppe  mit  der  halben 
Geschwindigkeit  der  einzelnen  Wellen  vorwärts  schreitet. 

In  gleicher  Weise  wird  leicht  bewiesen,  daß,  falls  die  Tiefe  h 
endlich  ist,  die  mittlere  Energie,  die  pro  Zeiteinheit  übertragen  wird, 

lautet^),  was  nach  Gleichung  (4)  mit 

^9Qa'x^^  (15) 

gleichwertig  ist.    Daher  ist  das  Maß  für  das  Durchlassen  der  Energie 

d(kc) 
gleich   der  Gruppengeschwindigkeit  —sr^,  wie  sie  unabhängig   durch 

den  früheren  Gedankengang  gefunden  wurde. 

Dieses  Gleichsetzen  der  kinematischen  Gruppengeschwindigkeit 
mit  dem  Betrage  der  durchgelassenen  Energie  ist  von  Lord  Rayleigh 
auf  alle  Arten  von  Wellen  ausgedehnt  worden  (l.  c). 

Von  physikalischem  Standpunkt  aus  ist  die  Gruppengeschwindig- 
keit vielleicht  noch  wichtiger  als  die  Wellengeschwindigkeit.  Die 
letztere  kann  größer  oder  kleiner  als  die  erstere  sein,  und  es  ist 
sogar  möglich,  sich  Medien  vorzustellen,  in  denen  sie  entgegengesetzten 
Sinn  hat;  d.  h.  eine  Störung  könnte  von  einem  Mittelpunkt  nach 
außen  in  der  Form  einer  Gruppe  fortgepflanzt  werden,  während  die 
einzelnen  Wellen,  welche  die  Gruppe  bilden,  sich  selbst  nach  hinten 
bewegen,  indem  sie  an  der  Vorderseite  entstehen,  und  erlöschen,  wenn 
sie  sich  der  Rückseite  nähern.')  Es  mag  überdies  darauf  hingewiesen 
werden,  daß  selbst  bei  den  vertrauteren  Erscheinungen  der  Akustik  und 
Optik  die  Wellengeschwindigkeit  hauptsächlich  insoweit  von  Bedeutung 
ist,  als  sie  mit  der  Gruppengeschwindigkeit  zusammenfällt. 

§  236.  Die  Theorie  der  Wellen  auf  tiefem  Wasser,  welche 
durch  eine  lokale  Stönmg  der  Oberfläche  erzeugt  werden,  wurde  von 
Cauchy^)  und  Poisson*)  in  zwei  klassischen  Arbeiten  untersucht.  Die 
Lösung  wurde  lange  Zeit  als  schwierig  und  sogar  als  bedenklich  be- 
trachtet, aber  in  ihrer  zweidimensionalen  Gestalt  wenigstens  läßt 
sie  sich  in  verhältnismäßig  einfacher  Form  darlegen. 

1)  Lord  Rayleigb,  „Ün  Progressive  Waves",  Proc.  Lond.  Math,  Soc.,  9^ 
S.  21,  1877  {Sc.  Papers,  Bd.  I,  S.  822);  Theary  of  Sound,  Bd.  I,  Anhang. 

2)  Lamb,  Proc.  Lond.  Matfi.  Soc.  (2),  1,  S.  478. 
8)  l  c,  S.  19. 

4)  „Memoire  sur  la  thäorie  dos  ondes^',  M6m.  de  VAcad.  Boy.  des  Sciences, 
1,  1816. 
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Es  ergibt  sich  aus  den  §§  40  und  41^  daß  der  Anfeuigszustand 
der  Flüssigkeit  bestimmt  ist,  wenn  wir  die  Form  der  Ghrenzfläcbe  und 
die  Werte  des  Gescbwindigkeitspotentials  q>  oder  der  Normalkomponente 

•der  Geschwindigkeit  ^  an  der  Grenzfläche  kennen.    Demnach  bieten 

sich  naturgemäß  zwei  Formen  des  Problems;  wir  können  von  einer 
*  anfänglichen  Erhebung  der  freien  Oberfläche  ohne  Anfangsgeschwindig- 
keit ausgehen^  oder  wir  können  mit  einer  anTänglichen  Verteilung 
•eines  impulsiven  Drucks  (p9>o)  ^^^  ^^^  Oberfläche  beginnen^  welche 
selbst  als  ungestört  und  deshsdb  als  horizontal  angenommen  wird. 

Wenn  der  ürsprungspunkt  in  der  ungestörten  Oberfläche  liegt 
nnd  die  y- Achse  senkrecht  nach  oben  gezogen  wird;  so  ist  die  typische 
Lösung  für  den  Fall  anfänglicher  Ruhe: 

rj  =«  cos  6t  cos  lex,  (1) 

sin  Ot       L  t  rrw 

tp^g c*y  COS  kXj  (2) 

Torausgesetzt,  daß 

<T»  -  gh,  (3) 

gemäß  der  gewöhnlichen  Theorie  stehender  Wellen  von  einfach  har- 
monischem Profil  (§  227). 

Wenn  wir  dies  nach  dem  Fourierschen  Satze 


OO  OD 


f{x)  ^  —  \  dh  \  f(a)  cos  k  (x  —  a)  da  (4) 

0  OD 

Terallgemeinem,  dann  haben  wir,  den  Anfangsbedingungen 

9)0  =  0 


(5) 


entsprechend,  wo  der  Index  0  den  Wert  an  der  Oberfläche  (y  »«  0) 
bezeichnet,  ^  ^ 

rj  =^  —  f  cos  6t  dk  I  f(a)  cos  k  (x  —  a)  da,  (6) 


0  — 00 

00  OO 


y  =.  |.  r^j^  giy  ak  ff{a)  coB  Tc{x-u)  da.  (7) 


ü  —00 


Wenn  die  anfängliche  Erhebung  sich  auf  die  unmittelbare  Nach- 
barschaft des  Eoordinatenanfangspunktes  beschränkt,  sodaß  f(a)  für 
alle,  außer  für  die  unendlich  kleinen  Werte  von  a  verschwindet,  und 
wenn  wir  femer 


/ 


/•(«)  da  =  1  (8) 
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setzen,  so  haben  wir 

OD 

g^^^  I^^B^e'ycoBkxdk,  V        (9) 

0 

Dies  kann  in  der  Form 

OD 

g,  =  ^J  [l  _  |L*  t  +  (£1^  jfcs j  e*y  cos  Jcxdk         (10) 

0 

entwickelt  werden,  wobei  Gleichung  (3)  verwendet  ist.    Wenn  wir 

—  y  «  r  cos  0 

a:  =  r  sin 

schreiben,  so  haben  wir,  falls  y  negativ  ist^). 


;os  öl  ,     , 


00 

/  c*y  cos  hx  Ä"  dk  =  ^Ij  cos  (n  +  1)  ö,  (12) 

0 

sodaß  Gleichung  (10)  jetzt 

^  -  ^1  [-?-«  -  1  i^gt»)  ^^^  +  ^  (^^^.  ^  -  . . .)      (13) 

lautet,  ein  Resultat,  das  leicht  zu  bestätigen  wäre.  Hieraus  wird  der 
Wert  von  r^  nach  Gleichung  (5)  des  §  226  erhalten,  wenn  man 

setzt.     Also  für  a;  >  0 

'        nx\2x        S'b\2x/    ^  3'b'l'^\2xJ  l  ^^^ 

Es  ist  ohne  weiteres  klar,  daß  jede  besondere  Phase  der  Ober- 
flächenstörung, z.  B.  ein  Nullwert  oder  ein  Maximum   oder  ein  Mi- 

nimum   von   rj,   mit   einem   besonderen  Wert   von  |—  verknüpft  ist, 

und  daß  die  fragliche  Phase  deshalb  auf  der  Oberfläche  mit  einer 
konstanten  Beschleunigung  fortschreitet.  Die  Bedeutung  dieses  ziem- 
lich merkwürdigen  Resultates  wird  sich  sogleich  ergeben  (§  238). 

Die  Entwickelung  in  Gleichung  (14)  ist  ihrem  Wesen  nach  mit 
einer  Reihe  identisch,  die  in  der  Theorie  der  Fresnelschen  Beugungs- 
integrale auftritt  und  gewöhnlich  mit  M^)  bezeichnet  wird.     In  der 

1)  Diese  Formel  ist  jedoch  nicht  unentbehrlich.  Es  würde  genügen,  den 
Wert  von  qp  fOr  Punkte  der  vertikalen  Symmetrieachse  zu  berechnen;  der  Wert 
für  andere  Punkte  kann  sogleich  gemäß  einer  Eigenschaft  der  harmonischen 
Funktionen  hingeschrieben  werden  (vergl.  Thomson  und  Tait,  §  498). 

2)  Vergl.  Rayleigh,  Sc,  Papers,  Bd.  m,  S.  129. 

Lftmb,  Hydrodyxutinik.  29 


460 


IX.  Oberflftohenwellen. 


Yorliegenden  Form  ist  sie  nur  dann  brauchbar,  wenn  wir  uns  mit  den 

Anfangsstadien  der  Störung  beschäftigen;  denn  sie  konvergiert  sehr 

at* 
langsam,  wenn  |—  nicht  mehr  klein  ist.     Die  Reihe  kann  jedoch  fol- 

gendermaßen  summiert  werden.     Mit  einer  kleinen  Abweichung  Yon 
der  gewöhnlichen  Schreibweise  wollen  wir 


m' 


jif-„,_.-'-  + 


»' 


86    •    8-6- 79 


N 


m' 


m' 


18        1-8-6    7    '    1.8.Ö-7.9.11 


+ 


<o' 


und 


(15) 


im     .    t*ö)* 


t»«)» 


t*(ö* 


setzen;  dann  finden  wir 


(16) 


oder 


(17) 


Unter  der  Bedingung,  daß  %  fiir  kleines  g>  sich  schließlich  wie  o  ver- 
halten soll,  lautet  die  Lösung  dieser  Differentialgleichung: 


cu 


,-i'" 


X^^iVoe^'-f'-^du. 


Bei  Trennimg  der  imaginären  imd  reellen  Teile  erhalten  wir 


(18) 


CO 


cu 


Jf  =  ^  Vo  I  COS  ^  CO  /  COS  ^  w  ^*  +  sin  ^  CD  /  sin  ^ m  --^  l 


CO 


cu 


N  =  i V©  I  sin  J  C3  /  cos  ^ t*  —  —  cos  ^  o  /  sin  ^  w  —  l 


(19) 


was  bekannte  Resultate  sind.^) 
Die  Formel  (14)  ist  also  mit 


CO 


cu 


1?  =  ~— Icos^o  I  cos^M-^  +  sin  1^(0  /  sin^M-^|  (20) 

0  0 


gleichbedeutend,  wo 


Cö  = 


2x 


(21) 


1)  Vergl.  Rayleigh,  l  c. 
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Dies  Btimmt  mit  einem  Resultat  Uberein,  welches  von  Foiasoii  ge- 
geben ist.  Die  bestimmten  Integrale  sind  praktisch  von  der  Fresnel- 
schen  Form  nnd  dürfen  daher  als  bekannte  Funktionen  betrachtet 
werden,  sodaß  man  vorliegende  Aufgabe  als  völlig  gelöst  ansehen 
kann.  Überdies  hat  Lommel  in  seinen  theoretischen  Untersnchungen 
über  BeuguDgserscheinungen  eine  Tafel  der  Funktion  —  gegeben.*) 
Wir  sind  darum  in  der  Lage,  die  ersten  neun  oder  zehn  Wellen  mit 
großer  Leichtigkeit  darzustellen.     Die  folgende  Figar  zeigt  die  Ver- 


ändemng  von  ij  mit  der  Zeit  für  eine  bestimmte  Stelle;  tVir  ver- 
schiedene Stellen  verhalten  sich  die  Zeitintervalle  zwischen  je  zwei 
besonderen  Phasen  wie  V^,  während  die  entsprechenden  Erhebungen 
umgekehrt  proportional  zu  x  sind.  Die  Figuren  auf  S.  452  anderer- 
seits zeigen  das  Wellenprofil  f^r  einen  bestimmten  Zeitpunkt;  ßlr 
verschiedene  Zeiten  verhalten  sich  die  horizontalen  Abslände  zwischen 
entsprechenden  Punkten  wie  das  Quadrat  der  Zeit,  welche  seit  dem 
Beginn  der  Störung  verflossen  ist,  während  die  entsprechenden  Er- 
hebungen sich  umgekehrt  wie  das  Quadrat  der  Zeit  verhalten. 

Wenn  -1—  groß  ist^  so  nähern  sich  die  bestimmten  Integrale  in 
(19)  der  Grenze  Y^  *),  und  wir  haben  dann 


1  Übereinstimmung  mit  einem  Resultat  von  Poisson  und  Ganchy. 


1)  „Die  BengungaerBcheinimgeD    geradlinig   begrenzter   Schiime", 
:.  Bayer.  AJcad.  d.  Wim.,  !.  Kl.,  15,  188G. 


/-♦"^-vi/c 


)'dv  =  Yi. 
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Ausdrücke  für  den  Rest  sind  ebenfalls   von  diesen  Äatoren   ge- 
geben Torden.     So  erhält  Poisson   die  seniikoavergente  Entwicklung 

:.  --i  (23) 


Jlf- iV(»o)  (CO.  t«  +  .in  i„) - (i  - lii  + ' -i-^.i 

Dies   wird   leictt   aus   Gleichung  (18)    abgeleitet.     Wir   finden   näm- 
lich durch  eine  Reihe  partieller  Integrationeii 


I' 


Da  M  der  reelle  Teil  y< 


i'-it-d-.^y-.-fe-i'-p^ 


■     (24) 


1%  ist,  so  ergibt  sich  das  Resultat  (! 
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§  237.  Im  Falle  eines  impalsiTen  Draoks  aaf  die  OberUche, 
welche  ao&ngs  als  horizontal  angenommen  werden  soll,  ist  die 
typische  Ldsung 

Qfp  —  eo6  6t  ff' eoBkx,  (35) 


V  — eainat  coa  kx, 

wobei  ff*  —  gh  wie  vorher.    Wenn  die  An&ugsbedingungen 
(f9n  =  F{x)\ 

lauten,  so  haben  wir 


«-0 


(27) 


9,  =  i.  I coBut^'dk I F(a)co6k(x ~  a)dtt,  (28) 

1} ■—-Jasmgtdkj  F(tt)co»k{x  —  a)da.  (29) 

Für  einen  Impnls,  der  auf  den  Punkt  x  =-0  der  Oberfläche  kon- 
zentriert igt,  setzen  wir 

C80) 


und  haben  demnach 


fF(a)da=l, 
—  /  coHff<e*''co8i 


(31) 


Dieses    Int^ral    kann    in    derselben   Weise    wie    (9)    behandelt 
werden:  aber  es  ist  klar,  daß  man  die  Resultat«  unmittelbar  ableiten 


Dl*  Einheit  du  horlianUlan  UUiUb«  IM    y—-     Dlafeiilga  d«  t«- 
Uk«l«i  HatfUbH  in  -—  y  — ,  wo  P  dm  gaiuntan  uAngUnhea  Impul* 


454 


IX.  Obeiflaclietiwellen. 


kann,  wenn   man  die  Rechnungsopöration  —  ■  ^  auf  diejenigen   dea 

§  236    anwendet.     Wir    leiten    somit    aus    (13)   and   (14)    folgende 
Fonneln  ab: 

■p-i-,r^^-Hf''^+^-,(ut^^—],  (32) 

'-,-^(T-nTi(?n'+rr,iTT:ii(feT--l-      (33) 


Sie  Elohell  der  hoitiantulen  MaStItbo  lal  ^sC-  Ulejonlge  derTetUktlen 
HftBiUbe  Ut  — -,  -  ■  Wenn  die  ubfre  Knno  vetUngetl  "«-llrde,  wfirda 
tfe  die  j-Achn  kreiuBq  und  wflrde  darauf  boL  dpm  ^gDavänl^en  Bf*B<Ukb 


Die  Formel  (23)  kann  auch  in  der  Form 
t     dM 


'        Xfx'  dta         Snpx'  V  m  / 


(34) 
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geschrieben   werden^  wo   M  und  N  duroh   Gleichting  (15)   definiert 

werden,   und   cd  =  -?—   wie   vorher.     Die   Funktion  —   ist   auch   von 

Lommel  tabuliert  worden^  sodaß  die  Gestalt  der  ersten  Wellen  ohne 
Schwierigkeit  gezeichnet  werden  kann.  Die  Figur  auf  S.  453 
zeigt  das  Fallen  und  Steigen  der  Oberfläche  an  einer  bestimmten 
Stelle;    für    verschiedene    Punkte    verhalten    sich    die    Zeitintervalle 

zwischen  je  zwei  besonderen  Phasen  wie  Yx,  gerade  wie  in  dem 
früheren  Falle  ^   aber  die  entsprechenden  Erhebungen  verhalten  sich 

jetzt  umgekehrt  wie  x^.  Die  beiden  letzteren  Figuren  geben  ein 
Bild  des  augenblicklichen  Wellenprofils,  wobei  die  horizontalen  Ent- 
fernungen zwischen  entsprechenden  Punkten  sich  wie  das  Quadrat  der 
Zeit  verhalten,  wahrend  entsprechende  Ordinaten  dem  Kubus  der  Zeit 
umgekehrt  proportional  sind. 

Für  große  Werte  von  ~  wenden  wir  die  Bechnungsoperation 

1  ^ 

^  auf  Formel  (22)  an;  wir  finden  somit  näherungsweise 

^  =  _^(eoB|^-sin|iY  (35) 


§  238.  Es  erübrigt  sich,  noch  die  Bedeutung  und  die  Folgen 
der  oben  erhaltenen  Resultate  zu  erörtern.  Es  wird  genügen,  haupt- 
sächlich den  Fall  des  §  236  zu  betrachten,  wo  angenommen  wurde, 
daß  eine  anfängUche  Erhebung  auf  eine  Oberflachenlinie  be- 
schränkt war. 

Zu  irgend  einer  nachfolgenden  Zeit  t  wird  die  Oberfläche  von 
einem  Wellensysteme  eingenommen,  dessen  vorangehende  Teile  in  den 
Figuren  der  S.  452  gezeichnet  sind.  Für  genügend  kleine  Werte 
von  X  wird  die  Form  der  Wellen  durch  Gleichung  (22)  gegeben. 
Wenn  wir  uns  daher  dem  Ursprungspunkt  nähern,  so  finden  wir,  daß 
die  Wellen  beständig  an  Länge  abnehmen  und  bestandig  an  Höhe 
wachsen,  und  zwar  beides  unbegrenzt. 

Wenn  t  wächst,  so  wird  das  Wellensystem  in  horizontaler 
Richtung  im  Verhältnis  des  Quadrates  der  Zeit  auseinander  ge- 
zogen, während  die  Ordinaten  entsprechend  vermindert  werden,  und 
zwar  derart,  daß  der  Flächeninhalt 


jridx 


konstant  ist,  welcher  zwischen  das  Wellenprofil,  die  rr-Achse  und  die 
Ordinaten    eingeschlossen    ist,    die    irgend    zwei    besonderen    Phasen 
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(d.  h.  zwei  besonderen  Werten  von  cd)  entsprechen.^)  Letzterer  Satz 
läßt  sich  unmittelbar  aus  der  bloßen  Form  von  (14)  oder  (20)  be- 
stätigen. 

Die  Niyeauschwankungen  fiir  eine  bestimmte  Stelle  andererseits 
sind  in  der  Figur  auf  Seite  451  dargestellt.  Diese  folgen  einander 
immer  rascher  mit  immer  wachsender  Amplitude.  Für  genügend  große 
Werte  von  t  wird  der  Verlauf  dieser  Schwankimgen  durch  Gleichung  (22} 
g^eben. 

In  dem  Gebiet^  wo  diese  Formel  fQr  eine  bestimmte  Epoche  gilt, 
geschehen  die  Veränderungen  der  Länge  und  Höhe  von  Welle  zu 
Welle  sehr  allmählich^  sodaß  eine  beträchtliche  Anzahl  aufeinander- 
folgender Wellen  näherungsweise  durch  eine  Sinuskurre  dargestellt 
werden  kann.  Die  Verhältnisse  werden  in  der  Tat  alle  nähemngs- 
weise  wiedergegeben^  wenn 

A|i'-2«.  (36) 

Wenn  wir  daher  t  allein  yerändem^  so  erhalten  wir^  indem  wir 
At  ^  t  setzen^  die  Schwingungsperiode 

-=-;*•  (37) 

Wenn  wir  hingegen  x  allein  verändern  und  Ax  =  —  A  setzen,  wo  iL 
die  Wellenlänge  bedeutet,  so  finden  wir 

Die  Wellengeschwindigkeit  wird  durch 

Ag  =  0  (39) 

bestimmt;  dies  gibt 

nach  Gleichung  (38),  wie  in  dem  Falle  eines  unendlich  langen  Zuges 
von  einfach  harmonischen  Wellen  mit  der  Länge  A. 

Wir  können  uns  nun  gewissermaßen  klar  machen,  warum  jede 
Welle  beständig  beschleimigt  wird.  Die  Wellen,  die  vorausgehen, 
sind  länger  als  diejenigen,  die  nachfolgen,  und  bewegen  sich  dem- 
gemäß  schneller.      Die   Folge   davon   ist,   daß   alle  Wellen  beständig 

1)  Dieser  Satz  gilt  nicht  für  den  Fall  eines  anfänglichen  Impulses.  Die 
entsprechende  Behauptung  lautet  dann  so,  daß 


J  9o  dx. 


zwischen  vorgeschriebenen  Werten  von  co  genommen,  konstant  sei.    Dies  erhellt 
aus  Gleichung  (32). 
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ihrer  Länge  nach  anseinandergezogen  werden^  sodaß  ihre  Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeiten bestandig  wachsen,  indem  sie  fortschreiten. 
Aber  je  höher  der  Rang  einer  Welle  in  der  Aafeinanderfolge  ist,  am 
so  kleiner  ist  ihre  Beschleunigung. 

Bis  hierher  Laben  wir  das  Fortschreiten  von  einzelnen  Wellen 
betrachtet,  wenn  wir  aber  unsere  Aufmerksamkeit  auf  eine  Gruppe 
von  Wellen  richten,  welche  ungefähr  durch  eine  gegebene  Wellen- 
länge X  ausgezeichnet  sind,  so  ist  die  Lage  dieser  Gruppe  gemäfi 
Gleichung  (40)  durch  die  Formel 

X 


f'Wü  (41) 


bestinmit,  d.  h.  die  Gruppe  bewegt  sich  mit  einer  konstanten  Ge- 
schwindigkeit Torwarts,  welche  die  Hälfte  derjenigen  der  einzelnen 
Wellen  ist.  Die  Ghnippe  behält  jedoch  keine  konstante  Amplitude 
bei  der  Fortbewegung;  man  sieht  ja  leicht  aus  Gleichung  (22),  daß 
fElr  einen  gegebeneu  Wert  von  X  die  Amplitude  sich  umgekehrt  wie 
Yx  verhalt. 

Es  scheint,  als  wäre  das  Gebiet  in  unmittelbarer  Nähe  des 
ürsprungspunktes  als  eine  Art  Quelle  zu  betrachten,  welche  nach 
jeder  Seite  eine  endlose  Reihe  von  Wellen  aussendet,  deren  Amplitude 
und  Frequenz  beständig  wachsen,  und  deren  Verlauf  in  der  Folge 
durch  die  oben  erörterten  Gesetze  bestimmt  wird.  Diese  beständige 
Wirksamkeit  der  Quelle  ist  keineswegs  widersinnig,  deim  unsere  Vor- 
stellung einer  anfänglichen  Aufhäufung  eines  endlichen  Volumens  ge- 
hobener Flüssigkeit  auf  einer  unendlich  schmalen  Basis  bedingt  einen 
unbegrenzten  Vorrat  an  Energie. 

Li  jedem  praktischen  Falle  aber  ist  die  anfängliche  Erhebung 
über  einen  Streifen  von  endlicher  Breite  verteilt;  wir  wollen  diese 
Breite  mit  l  bezeichnen.  Die  Störung  in  einem  Punkte  P  besteht 
aus  den  Bestandteilen,  welche  von  den  verschiedenen  Elementen,  etwa 
da,  der  Breite  l  herrühren;  diese  sind  durch  die  vorangehenden 
Formeln  zu  berechnen,  und  es  ist  schließlich  über  die  Breite  des 
Streifens  zu  integrieren.  Li  dem  Resultat  verschwinden  sowohl  die 
mathematische  Unendlichkeit  wie  andere  auffallende  Besonderheiten, 
welche  der  Annahme  einer  konzentrierten  Linienquelle  anhaften.  Es 
wäre  leicht,  die  zugehörigen  Formeln  hinzuschreiben,  aber  da  sie  nicht 
sehr  handlieh  sind  und  nichts  enthalten,  was  nicht  schon  im  Voraus- 
gehenden eingeschlossen  ist,  so  mögen  sie  übergangen  werden.  Es  ist 
lehrreicher,  auf  allgemeine  Weise  zu  erörtern,  wie  die  vorstehenden 
Ergebnisse  zu  ergänzen  sind. 

Die  Anfangsstadien  der  Störung  in  einer  Entfernung  x,  welche 
in  Bezug  auf  {  groß  ist,  sind  offenbar  im  ganzen  dieselben  wie 
bei  unserer  früheren  Annahme;  die  Bestandteile,  welche  von  den  ver- 
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flchiedenen  Elementen  da  herrüliren;  werden  sich  einfiAcli  gegenseitig 
Terstarken^  und  das  Resultat  wird  in  genügender  Weise  duroh 
Gleichung  (14)  oder  (22)  dargestellt^  wenn  wir  mit 

//•(«)  rfa, 

d.  h.  mit  dem  Flächeninhalt  des  Querschnittes  der  ursprünglich  ge- 
hobenen  Flüssigkeit,   multiplizieren.     Die   Formel  (22)   insbesondere 

wird  gelten,  wenn  |—  groß  ist,  solange  als  die  Wellenlange  X  in  dem 
betrachteten  Punkte  groß  gegen  l  ist,  d.  h.  nach  Gleichung  (38)^  so- 
lange Y~ '  ~  klein  ist.    Aber  wenn  mit  wachsendem  t  die  Länge  der 

Wellen  im  Punkte  x  vergleichbar  mit  l  oder  kleiner  als  dasselbe 
wird^  so  werden  die  Anteile^  die  von  den  yerschiedenen  Elementen 
Yon  l  herrühren,  nicht  länger  in  derselben  Phase  sein,  und  es  tritt 
eine  Erscheinung  auf,  welche  der  „Irderferens^^  im  Sinne  der  Optik 
ähnlich  ist.  Das  Resultat  wird  natürlich  Yon  der  besonderen  Art  der 
anfänglichen  Verteilung  der  Werte  /"(a)  über  die  Strecke  l  abhängen^), 
aber  es  ist  klar,  daß  das  Anwachsen  der  Amplitude  endlich  aufhören 
muß,  und  daß  schließUch  die  Störung  aUmähUch  erlischt. 

Es  gibt  eine  Eigentümlichkeit,  welche  gewöhnlich  die  späteren 
Stadien  begleitet,  und  welche  eingehender  betrachtet  werden  soll,  da 
sie  Veranlassung  zu  Mißverständnissen  gegeben  hat,  nämlich  eine 
Schwankung  in  der  Amplitude  der  Wellen.  Dies  läßt  sich  aus  den 
Prinzipien  der  „Interferenz'^  leicht  erklären.  Als  genügendes  Bei- 
spiel wollen  wir  uns  den  Fall  vorstellen,  daß  die  anfängliche  Er- 
hebung gleichmäßig  über  die  Breite  l  verteilt  sei,  und  daß  wir  ein  so 
spätes  Stadium  der  Störung  betrachten,  daß  der  Wert  von  k  in  der 
Nachbarschaft;  des  Punktes  x  als  klein  gegen  l  angenommen  werden 
kann.  Wir  werden  offenbar  eine  Reihe  von  Wellengruppen  haben, 
die  durch  Streifen  von  verhältnismäßig  ruhigem  Wasser  getrennt  sind, 
wobei  die  Mittelpunkte  dieser  Streifen  dort  liegen,  wo  l  gerade  ein 
Vielfaches  von  X  ist,  etwa  =  nA.  Setzen  wir  in  Gleichung  (38)  ein, 
so  finden  wir  , — ^ 

d.  h.  die  fraglichen  Streifen  bewegen  sich  mit  einer  konstanten  Che- 
schwindigkeit  vorwärts,  welche  in  der  Tat  die  Gruppengeschwindig* 
keit  ist,  die  der  mittleren  Wellenlänge  in  der  Nachbarschaft  ent- 
spricht.^) 

1)  Vergl.  Burnside,  „On  Deep -Water  Waves  resulting  from  a  Limited 
Original  Disturbance",  Proc.  Lond.  Math.  Soc.,  20,  S.  22,  1888. 

2)  Auf  diese  Schwankung  wurde  zuerst  von  Poisson  in  dem  besonderen 
Falle  aufmerksam  gemacht,  wo  die  anfängliche  Erhebung  (oder  richtiger  Senkung) 
einen  parabolischen  Umriß  hat. 
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Die  ideale  Lösung  des  §  236  gibt  uns  notwendigerweise  keinen 
Aufschluß  über  die  Verhältnisse  im  ürsprungspunkt  selbst.  Um  dies 
in  einem  besonderen  Falle  zu  erörtern^  wollen  wir  annehmen^  daß 

die  Formel  (6)  gibt  dann 

OD 

(p  =  ^   /'Bin»«  ^(,_4) ^^g  j^^ ^^  ^^^ 

0 

Die  Erhebung  der  Oberfläche  im  ürsprungspunkt  ist 


OD  OD 

o«6 


iy  =  ^  /  costf^e-**^*  =  ^  /  costf^c     9  ^d6,  (45) 

0  0 

Das  bestimmte  Integral  kann  nicht  durch  einen  endlichen  Ausdruck 
ersetzt  werden,  aber  seine  Form  zeigt;  daß  ij  immer  kleiner  als  der 

anfängliche  Wert  -^  bleibt  und  mit  wachsendem  t  der  Grenze  0  zu- 
strebt. Es  kann  ohne  Schwierigkeit  bewiesen  werden,  daß  ij  einmal 
und  nur  einmal  durch  den  Wert  0  hindurchgeht,  und  daß  sein 
asymptotischer  Wert 

^^ 

Iautet.1)  ^*' 

§  239.  Von  den  Wirkungen  eines  momentanen  Impulses 
können  wir  durch  Superposition  auf  den  Fall  eines  Druckes  an  der 
Oberfläche  übergehen,  welcher  sich  mit  der  Zeit  nach  irgend  einem 
bestimmten  Gesetz  ändert.  Der  Fall  eines  periodischen,  einfach  har- 
monischen Druckes  besitzt  ein  gewisses  Interesse,  wird  aber  zweck- 
mäßiger auf  andere  Weise  behandelt,  wie  folgt. 

Es  ist  zu  bemerken,  daß  die  Aufgabe  in  gewissem  Grade  unbe- 
stimmt ist,  denn  auf  jede  Bewegung,  welche  die  vorgeschriebenen 
Bedingungen  für  den  Druck  erfüllt,  können  wir  ein  beliebiges  System 
freier  Wellen  superponieren.  Um  den  Teil  der  Lösung  gesondert  zu 
erhalten,  welcher  der  störenden  Ej-aft;  allein  zuzuschreiben  ist,  wollen 
wir  einen  Kunstgriff  anwenden,  der  von  Lord  Rayleigh  herrührt.  Wir 
führen   nämlich   eine  kleine  Reibungskraft   ein,  welche   proportional 


1)  Die  voranstehenden  üntersucliungen  besitzen  ein  Interesse,  das  über  den 
vorliegenden  Gegenstand  hinausreicht,  indem  sie  zeigen,  wie  weit  die  Wirkungen 
eines  einzelnen  anfänglichen  Impulses  in  einem  dispergierendcn  Medium  (d.  h. 
eines  solchen,  wo  die  Wellengeschwindigkeit  von  der  Wellenlänge  abhängig  ist) 
sich  von  denjenigen  unterscheiden,  welche  unter  ähnlichen  Bedingungen  bei  den 
Schallwellen  oder  bei  den  Schwingungen  eines  elastischen  festen  Körpers  zu- 
stande kommen. 


l— 
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der  Geschwindigkeit  ist.  Dieses  Widerstandsgesetz  soll  nicht  als  ganz 
naturgetreu  gelten;  es  dient  aber  dazu,  auf  eine  rohe  Weise  die 
Wirkung  kleiner  dissipativer  Kräfte  darzustellen^  und  es  bietet  Tom 
mathematischen  Standpunkt  aus  die  große  Bequemlichkeit^  daB  es  den 
wirbelfreien  Charakter  der  Bewegung  nicht  stört.  Denn  wenn  wir  in 
den  Gleichungen  des  §  6 

X  ^  —  flu 

Y~-g-(iv  (1) 

Z=  —  fitv 

setzeu,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  die  Untersuchung  des  §  33  auf  eine 
geschlossene  Kurve  anwenden, 

+  H  I  (udx  +  vdy  +  wde)  =  0,  (2) 

folglich 

J{udx  +  vdy  +  wde)  —  Oe'^K  (3) 

Also  ist  die  Zirkulation  in  einer  geschlossenen  Kurre,  die  sich  mit 
der  Flüssigkeit  bewegt,  immer  0,  wenn  sie  einmal  0  war. 

Wenn   9    das   Geschwindigkeitspotential   ist,   so   haben   die  Be- 
wegungsgleichungen jetzt  das  Integral 

i>  =  p(|f-^y  +  fi9);  (4) 

dies  gibt 

wo  die  Suffixe,  wie  früher.  Oberflächenwerte  andeuten.     Die  kinema- 
tische Beziehung  (6)  des  §  226  gilt  wie  immer. 
Einem  vorgeschriebenen  Oberflächendruck 

p^  =  e^<^i  cos  h  {x  —  a)  (6) 

entsprechend,  finden  wir 

9Qn--  -gT^  ^^.fij^  cf<"  cos  k{z-  «),  (7) 

oder  wenn  wir 

schreiben, 

ffQV  =  -  r-  (rr=l^) «""  cos  k  (x-a).  (9) 

Es  ist  zu  bemerken,  daß  —  die  Länge  freier  Wellen  ist,  welche 
die  eingeprägte  Periode  —  haben. 
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YeraUgemeineni    wir    Gleichung    (9)     nach    der    Fourierschen 
Methode,  so  finden  wir,  daß  ein  Oberflächendruck 

i>o -/•(*)«""  (10) 

euie  Erhebung  der  Oberfläche  bewirkt,  welche  durch 

OD  OD 

9Qn i«""/jrr|^/A«)«>8*(^  -  a)da        (U) 

0  —  00 

gegeben  ist,  oder  wie  man  passend  schreiben  kann, 


OD 


^^'J »-«-l-i'^-'a^/jTTc^/ {'^*^'--'-«-"^'--MA«)<ia.  (12) 


—  00 


Wir  werden  meistenteils  annehmen,  daß  f{a)  nur  för  Werte  von 
a  auftritt,  welche  zwischen  bestimmten  endlichen  Grenzen  liegen. 
Für  Punkte  der  Oberfläche,  welche  jenseits  dieser  Grenzen  liegen, 
und  zwar  rechts  Yom  XTrsprungspunkte,  wird  x  —  a  positiv  sein,  und 
wir  haben  dann 


OD  OD 


J  Ä;  — (x  — tfij  V    »^  — *«  — ^1         ^      ^ 


0 

OD 


J  Ä;  — (x  — »X)  ""j/    »«  +  *x  +  f*i'  ^     ^ 

wie    sogleich    (§  241)    im    Zusammenhang    mit    einem    verwandten 
Problem  gezeigt  werden  soll. 

Setzen  wir  fi^  =  0,  da  das  Reibungsglied  in  Gleichung  (4)  jetzt 
seinen  Zweck  erfüllt  hat,  so  finden  wir  aus  (12) 


OD 


OD  0 

In  Entfernungen  vom  Angriffisgebiete  des  Druckes,  welche  gegen 
—  groß  sind,  ist  das  bestimmte  Integral  nach  m  zu  vernachlässigen, 
und  wir  haben 


9QV 


=  tx  /  e'I'"-»('-«))/-(a)da  ~i{Ä-\-  iB)c'«"-"),        (16) 


vorausgesetzt,  daß 


00  OD 


A  =  X  I  f(a)  cos  Kuday     B  ^  x  1  f(a)  sin  xada.  (17) 


OD  OD 
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Nehmen  wir  die  reellen  Teile  unserer  Ausdrücke,  so  finden  wir  also, 
daß  die  von  einem  Oberflädiendruok 

Po  ™  f(^)  cos  6t  (18) 

erzeugten  Wellen  in  genügend  großer  Entfernung  auf  der  positiven 
Seite  Tom  Eoordinatenanfangspunkt  durch 

ggr^  =  —  J.  sin  (<y^  —  xx)  —  B  cos  (pt  —  xx)  (19) 

ausgedrückt  werden.  Dies  stellt  einen  Zug  fortschreitender  Wellen 
dar^  deren  Länge  und  Geschwindigkeit  auf  die  gewohnliche  Weise 
mit  der  Yorgeschriebenen  Periode  verknüpft  sind.  Wenn  der  Druck  p^^ 
symmetrisch  in  Bezug  auf  den  Ursprungspunkt  ist,  so  ist  £  =  0. 

Wenn  der  Oberflächendruck  (18)  auf  den  Eoordinatenanfangs- 
punkt konzentriert  wird,  sodaß  f(a)  für  alle,  außer  die  unendlich 
kleinen,  Werte  von  a  verschwindet,  so  schreiben  wir 

/*/•(«)  d«  =  P,  (20) 

OD 

und  erhalten  aus  Gleichung  (15) 


OD 


=  tx  P«^«"-«)  -  *■-«••<"  I-.*-.-  -  Jlj  +  4'ä 1 


,  (21) 


WO  die  in   {  }   stehende  Reihe  semikonvergent  ist. 

Im  Falle  eines  Druckes  Pff°^y  der  gleichförmig  über  die  Strecke 
zwischen  a:  =  +  a  verteilt  ist,  würden  wir 


OD 


^p,  =  tP-^-6'«"-«)---«^'"  /      ^..^,,     dm        (22) 

0 

erhalten.  Hierbei  ist  vorausgesetzt,  daß  x  positiv  und  größer  als  a 
ist.  Wenn  x  zwischen  0  und  a  liegt,  so  erfordern  die  Einzelheiten 
der  Rechnung  eine  Umänderung;  man  findet,  daß 


oo 


99^1 I  ^^^'-'^«>  cos  x^  +  Ij  e'-  f^^^dm,    (23) 


+ 

0 


Im  Punkte   x  ^  a   unterscheiden   sich    die  Werte  von  iy,   die  durch 
(22)  und  (23)  gegeben  sind,  um 

P 


2gQa 
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Die   Amplitude    dieser   Diskontinuität    ist    genau    gleich    derjenigen^ 

welche  durch  eine  statische  Druckdiiferenz  r—  veranlaßt  würde. 

2a 

Im  Falle  der  Druckverteilung 


00 

P       b 


<"  =-  J  ff"*  je-""  008  kx dk  (24) 


5t    ö'  +  «' 

0 

worden  wir  finden,  daß 

ggn  =  ixPc-'VC"-")  -  I  ^o'  J*-^+^^^-  e-'-'mdm.   (25) 

0 

Es  bietet  einiges  Interesse,  die  mittlere  Arbeit  zu  berechnen^ 
welche  ein  Gesamtdruck  P  cos  fit  bei  Erzeugung  der  Wellen  pro 
2ieiteinheit  leistet.  Im  Falle  eines  konzentrierten  Druckes  nehmen 
wir  den  reellen  Teil  von  (21);  dann  haben  wir  im  Ursprungspunkte 

{x  -  0): 

—  ^  =  "~~  ^^®  ^^  +  ^^  Glied  mit  sin  6t.  (26) 

Der  gesuchte  Mittelwert  ist  deshalb 

—    oder    ^rr-j  (27) 

der  sich  wie  der  Kubus  der  Frequenz  ändert.  Der  Umstand,  daß  das 
imwirksame  Glied  in  Gleichung  (26),  welches  sin  6t  enthalt,  unendlich 
ist,  braucht  kein  Bedenken  zu  verursachen.  Die  Schwierigkeit  tritt 
nicht  auf,  wenn  der  Druck  ausgebreitet  ist.  So  finden  wir  in  dem 
Falle  eines  gleichförmigen  Druckes,  der  über  die  Strecke  zwischen 
a:  =  ±  a  verbreitet  ist,  leicht  aus  Gleichung  (23),  daß  der  Mittelwert 
der  Arbeit 

ist  Dies  stimmt  mit  der  Formel  (27)  überein,  wenn  xa  unendlich 
klein  ist.*) 

§  240.  Wir  gehen  dazu  über,  die  Wirkung  eines  willkürlichen, 
jedoch  ständigen  Druckes  auf  die  Oberfläche  eines  Stromes  zu  be- 
rechnen. Wir  wollen  nur  den  Zustaud  stationärer  Bewegung  be- 
trachten, welcher  unter  der  Wirkung  dissipativer  Kräfte,  wie  klein 
sie  auch  sein  mögen,  schließlich  eintritt.^) 

1)  Der  Inhalt  der  §§  286—239  ist  einer  Abhandlung  von  Lamb,  „On  Deep- 
Water  Wavea**  entnommen,  Proc,  Land.  Math.  Soc.  (2),  2,  S.  371,  1904. 

2)  Die  ersten  Schritte  der  folgenden  Untersuchnng  entstammen  einer 
Arbeit  von  Lord  Rayleigh,  „The  Form  of  Standing  Waves  on  the  Sarface  of 
Running  Water",  Proc.  Land,  Math,  Soc.,  16,  S.  6»,  1888  {Sc.  Paper$,  Bd.  II, 
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Bei  Abwesenheit  solcher  Kräfte  ist  das  Problem  gerade  wie  das- 
jenige des  §  239  unbestimmt,  denn  wir  können  immer  einen  Zug 
freier  Wellen  von  willkürlicher  Amplitude  superponieren,  welche  so 
gewählt  wird,  daß  ihre  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Geschwindig- 
keit des  Stromes  gleich  und  entgegengesetzt  ist;  unter  diesen  Um- 
ständen werden  sie  eine  feste  Stellung  im  Raum  bewahren. 

Um  diese  Unbestimmtheit  zu  vermeiden,  wollen  wir  voraussetzen, 
daß  die  Abweichung  eines  Flüssigkeitsteilchens  aus  dem  Zustande  der 
^gleichförmigen  Strömung  durch  eine  £j-aft  gehemmt  wird,  welche  der 
Itelativgeschwindigkeit  proportional  ist,  sodaß 


wo  c  die  Geschwindigkeit  des  Stromes  in  der  Richtung  der  positiven 
^-Achse  bezeichnet.     Wir  haben  demnach 

1^«  konst.  -gy  +  fiicx  +  tp)"  ^2*,  (2) 

was  in  der  Tat  die  Gestalt  ist,  die  Gleichung  (2)  des  §  21  annimmt, 
wenn  wir 

^^gy  —  ^iicx  +  tp)  (3) 

Bchreiben,  in  Übereinstimmung  mit  den  Gleichungen  (1)  oben. 

Um   zunächst  die  Wirkung  einer  einfach  harmonischen  Druck- 
Terteilung  zu  berechnen,  nehmen  wir  an,  daß 


^  =  —  a:  +  /Je*^  sin  kx 
^-  =  — -  y  +  ß^^  cos  kx 


(4) 


C 

Vernachlässigen  wir  das  Quadrat  von  kß,  so  lautet  Gleichung  (2): 

^-  =«  . .  —  gy  +  ß^^  (kc*  cos  kx  +  ^c sin  kx).  (5) 

Der   veränderliche  Teil   des  Druckes   an  der  Oberfläche,   wo  V'  =  0; 
v^äre  also 

Pq^  Qß{  {kc^  —  g)  cos  kx  +  /^^  sin  kx } ,  (6) 


S.  268).  Die  bestimmten  Integrale  werden  jedoch  auf  etwas  allgemeinere  Weise 
behandelt,  und  die  Diskussion  der  Ergebnisse  geschieht  auf  verschiedene  Art. 
Die  Aufgabe  wurde  schon  von  Popoff  behandelt:  ,,Solution  d'un  piobläme 
sur  les  ondes  permanentes^^  Joum.  d,  math.  {LiouviUe)  (2),  8,  S.  251,  1868;  die 
mathematische  Ausführung  ist  korrekt,  aber  es  ist  auf  die  Unbestimmtheit  dea 
Problems  (bei  Abwesenheit  der  Reibung)  keine  Rücksicht  genommen,  und  die 
Ergebnisse  erhalten  denmach  keine  praktische  Deutung. 
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WM  dem  reellen  Teile  von 

gleich  ist.  Wenn  wir  den  Eloeffizienten  gleich  C  setzen,  so  können 
wir  sagen,  daß  dem  Druck 

Po  =  CC*'  (7) 

die  Oberflächengestalt 

99y  =  ifc^i^  Ce--  (8) 

entspricht,   wo  x  für  — ^  geschrieben  ist,  sodaß  —  die  Wellenlänge 

der  freien  Wellen  ist,  welche  ihre  Lage  im  Raum  gegen  die  Strömung 

behalten  könnten.    Wir  haben  femer  der  Kürze  wegen  —  »  f4  gesetzt. 

Nehmen  wir  die  reellen  Teile,  so  finden  wir,  daß  der  Ober- 
flächendruck 

Pq^  C  cos  kx  (9) 

eine  Wellenform 

^    (k  —  x)  C08  kx  —  u^ainkx  ,- ^x 

9Qy  -  »cc .  i — (t-.).^;;» —  (10) 

erzeugt. 

Dies  zeigt,  daß  fOr  kleines  fi  die  Wellenkämme  der  Lf^e  nach 
mit  den  Maximis  und  die  Täler  mit  den  Minimis  des  Oberflädien- 

dmckes  zusammenfallen,  wenn  die  Wellenlänge   kleiner  als   —   ist; 

das  umgekehrte  gilt  im  entgegengesetzten  Falle.  Dies  st^t  mit 
einem  allgemeinen  Prinzip  im  Einklang.  Wenn  man  nämlich  eine 
allgemeine  Geschwindigkeit  —  c  parallel  zur  a;- Achse  hinzuf&gt,  so 
sieht  man,  daß  das  eben  erhaltene  Resultat  nur  ein  besonderer  Fall 
von  Gleichung  (13)  des  §  167  ist. 

In  dem  kritischen  Falle  fc  =  x  haben  wir 

9Qy IT'^^^  *^»  (11) 

was  zeigt,  daß  der  Drucküberschuß  sich  jetzt  auf  den  Neigungen  be- 
findet, welche  stromabwärts  liegen.  Dies  gibt  ein  ungefähres  Bild, 
wie  ein  System  fortschreitender  Wellen  gegen  unsere  angenommenen 
dissipatiyen  Kräfte  durch  eine  geeignete  Druckrerteilung  auf  den 
Neigungen  aufrecht  erhalten  werden  kann. 

§  241.  Die  Lösung,  die  durch  Gleichung  (10)  ausgedrückt  wird, 
mag  zunächst  durch  Hinzufügung  einer  willkürlichen  Eonstanten  zu  x^ 
und  zweitens  durch  eine  Summation  in  Bezug  auf  k  yerallgemeinert 
werden.  Auf  diese  Weise  können  wir  die  Wirkung  einer  beliebigen 
Druckrerteilung 

Po  =/■(*)  (12) 
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mit    Hilfe    des    Fonrierschen    Satzes    (§   236^    Gleichung   (4)),    dai^ 
stellen. 

Wir  wollen  zunächst  annehmen^  daß  f{x)  für  alle  Werte  Ton  x, 
mit  Ausnahme  der  unendlich  kleinen ^  verschwindet,  wohei  es  jedoch 
fELr  letztere  in  der  Weise  unendlich  werden  soll,  daß 


OD 


/ 


f{x)dx^P.  (13) 


Dies  gibt  uns  die  Wirkung  eines  Druckes  P,  der  auf  einen  unend- 
lich schmalen  Oberflächenstreifen  beim  Ursprungspunkte  konzentriert 

ist.     Ersetzen  wir  C  in  Gleichung  (10)   durch  —  dk  und  integrieren 

in  Bezug  auf  k  zwischen  den  Grenzen  0  und  cx>,  so  erhalten  wir 


00 


%P      i(k  —  x)coBÄ:x  —  u.  sinA^o;  ,,  /^  a\ 

9Qy  =  ^--J  '- — i^nöM-i« —  ^^'  (^^> 

Wenn  wir  g  =  A  +  im  setzen,  wo  k  und  m  rechtwinklige  Koor- 
dinaten eines  yariablen  Punktes  in  einer  Ebene  sein  sollen,  so  sind 
die  Eigenschaften  des  Ausdruckes  (14)  in  denjenigen  des  komplexen 
Integrales 


/ 


'      di  (15) 


enthalten. 

Nach  einem  bekannten  Satze  verschwindet  dieses  Integral,  wenn 
es  über  die  Begrenzung  eines  Gebietes  genommen  wird,  welche  den 
singulären  Punkt  (g  =  c)  nicht  einschließt.  Im  vorliegenden  Falle 
haben  wir 

wo  X  und  {i^  beide  positiv  sind. 

Wir  wollen  zunächst  annehmen,  daß  x  positiv  ist,  und  wir  wollen 
den  obigen  Satz  auf  das  Gebiet  anwenden,  welches  nach  außen  von 
der  Linie  m  =  0  und  von  einem  unendlich  großen  Halbkreis  begrenzt 
wird,  welcher  mit  dem  Ursprungspunkt  als  Zentrum  auf  der  positiven 
Seite  dieser  Linie  beschrieben  ist,  während  die  innere  Begrenzung  auB 
einem  kleinen  Kreis  besteht,  welcher  den  Punkt  (x,  ft^)  umgibt.  Der 
Teil  des  Integrals,  welcher  von  dem  unendlichen  Halbkreis  herrührt, 
verschwindet  offenbar,  und  wenn  man  g  —  c  —  re^  setzt,  so  sieht 
man  leicht,  daß  der  Teil,  der  von  dem  kleinen  Kreis  herrührt,  gleich 

ist,  wenn  die  Integrationsrichtung  gemäß  der  Regel  des  §  32  gewählt 
wird.     Wir  erhalten  so 
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OD 


/ikx  /*  ikx 

.     ,    .   .-s  d1c+  I  r— r  _r--N  dk  -  2äiV(«+'^.>'  -  0, 


■Q»  0 

was  mit 

OD  OD 

/)rr|^  ^^  -  2-V(-'..)'  +/,+^j  ei*        (16) 

0  0 

gleichbedeutend  ist. 

Wenn  dagegen  x  negativ  ist,  so  können  wir  das  Integral  (15) 
über  die  UmrißUnie  erstrecken  ^  welche  Yon  der  Linie  m » 0  und 
einem  unendlich  großen  Halbkreis  gebildet  wird,  welcher  auf  der 
Seite  liegt,  für  welche  m  negativ  ist.  Dies  gibt  dasselbe  Resultat 
wie  Torher,  nur  daß  das  Glied  wegfällt,  welches  von  dem  singulären 
Punkte  herrührt,  da  dieser  jetzt  außerhalb  der  Begrenzung  liegt  Für 
negatives  x  ist  also 


OD  OD 


/*  ikx  /*  -ikx 


0  0 


Eine  andere  Form  des  letzten  Gliedes  in  (16)  wird  erhalten, 
wenn  man  über  den  Umriß  integriert,  welcher  aus  dem  negativen 
Teile  der  A:- Achse  und  dem  positiven  Teile  der  m- Achse  zusammen 
mit  einem  unendlich  großen  Yiertelkreis  besteht.     Wir  finden 

0  <» 

/*            ikx                             /»           g"^* 
T — 7    ,   .    >  dh+  I  --. ; — ,   .    .  idm  =»  0, 


was  mit 


0 


OD  OD 


/•          .—  ikx                            /•        ^—mx 
——- — — ^--  dk^  I j-r-dm  (18) 

0  0 

gleichbedeutend  ist. 

Dies  gilt,  wenn  x  positiv  ist.  Für  negatives  x  müssen  wir  als 
Umriß  die  negativen  Teile  der  k-  und  m- Achse,  sowie  einen  unend- 
lich großen  Yiertelkreis  nehmen.     Dies  ergibt 


oo  00 


^J,    .   .    ,  dk^  I  — r^ ^  dm  (19) 

0  0 

als  die  Umformung  des  zweiten  Gliedes  der  Gleichung  (17). 

In  der  vorausgehenden  Untersuchung  ist  ^l^  positiv.    Die  entspre- 
chenden Ergebnisse  für  das  Integral 

^ -X  d%  (20) 

80* 


y 
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sind  für  den  unmittelbaren  Zweck  nicht  nötig,  aber  sie  mögen  in 
Rücksicht  auf  spätere  Erörterungen  Platz  finden.  Für  positives  x 
erhalten  wir 


OD  OD  OD 


0  0 

für  negatives  x  hingegen 


OD 


OD 

=  -  2«tV(*-'^»)'  +  f ^IL^  dm 

J   w  —  |»i  —  ♦» 


(22) 


Die  Bestätigung  mag  dem  Leser  überlassen  werden.') 

Wenn  wir  die   reellen  Teile   der  Formeln  (16)  und  (18),   bzw. 

(17)  und  (19)  nehmen,  erhalten  wir  die  folgenden  Resultate. 
Die  Formel  (14)  ist  für  positives  x  mit 


"*•■»  —  2  »«-'■•  ™  «- + /*±fTwS^'  "* 


0 

OD 


gleichbedeutend,  und  für  negatives  x  mit 


(2S) 


"^■»  =  /' 


OD 

mx 


(m  H-f^)g      <^w 

0 


(24) 


Die  Deutung  dieser  Resultate  ist  einfach.  Das  erste  Glied  von 
(23)  stellt  einen  Zug  einfach  harmonischer  Wellen  dar,  welcher  sich 
stromabwärts  vom  ürsprungspunkte  erstreckt,  wobei  die  Wellenlänge 

ist,  und  die  Amplituden  allmählich  nach  dem  Gesetze  «"'*>*  ab- 

nehmen.  Der  übrige  Teil  der  Deformation  der  freien  Oberfläche,  der 
durch  die  bestimmten  Integrale  in  (23)  und  (24)  ausgedrückt  wird, 
ist  fQr  kleine  Werte  von  x  sehr  groß,  aber  er  nimmt  sehr  rasch  ab, 
wenn  x  wächst,  wie  klein  auch  der  Wert  des  Reibungskoeffizienten 
^  sein  mag. 


1)  Eine  andere  Behandlung  dieser  Integrale  findet  eich  bei  Dirichlet,  Vor- 
lesungen über  die  Lehre  von  den  einfachen  tmd  mehrfachen  bestimmten  IntegraUn 
(herausgegeben  von  Arendt),  Brannschweig  1904,  S.  170. 
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Wenn  fi^  unendlich  klein  ist,  so  lauten  unsere  Resultate  einfacher: 


nag 


/cos  tcic 
7-7 —  dk 
fc  +  x 

0 


OD 


- ,-- i — i  dm 

0 


für  positives  x,  und 


ngg 


■>-f 


cobJcx 


dk 


00 


(25) 


(26) 


wenn  x  negativ  ist.  Der  Teil  der  Niveaustörung,  der  durch  die 
bestimmten  Integrale  in  diesen  Ausdrücken  dargestellt  wird^  ist  jetzt 
in  Bezug  auf  den  XTrsprungspunkt  symmetrisch  und  nimmt  beständig 
ab,  wenn  die  Entfernung  von  dem  ürsprungspunkte  wächst.  Wenn 
XX  verhältnismäßig  groß  ist,  so  haben  wir,  wie  in  §  239,  die  semi- 
konvergente Entwickelung 


OD 


/; 


.— mx 


me   —    ,      __1 ^  _L  _^_} 

m*  +  **  **^*       %^x*       7i*x* 


(27) 


Es  folgt,  daß  in  einer  Entfernung  von  ungefähr  einer  halben  Wellen- 
länge vom  Anfangspunkt  stromabwärts  das  einfach  harmonische 
Wellenprofil  vollständig  entwickelt  ist. 

Die  bestimmten  Integrale  in  (25)  und  (26)  können  auf  bekannte 
Funktionen  zurückgeführt  werden.     Wenn  wir 

(k  +  x)x  =^  u 


setzen,  so  haben  wir  für  positives  x 


/: 


00 
C08Ä;a; 


OD 


k  +  % 


dk 


/C08(xa5 —  u) 


du 


XX 


=  —  Ci  xrr  cos  xa;  4-  (^Ä  —  Si  xx)  sin  xx 


i 


wo  der  gewöhnlichen  Schreibweise  gemäß 


(28) 


OD 


n»                  CcoBU  j          c»'            fnnu  , 
Ci  1*  =-  —   I du,     Si  u  —  I du. 


(29) 
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Die  Funktionen  Giu  und  Siu  sind  von  Glaisher  tabuliert  worden.^) 
Es  ergibt  sich,  dafi  sie  sich  ihren  Grenzwerten  0  bzw.  ^x  sehr 
rasch  nähern,  wenn  u  Ton  0  an  wächst.  Für  kleine  Werte  von  u 
haben  wir 


u«     .      u* 


Ci  M  =  y  +  log  w  —  ^-^  + 


2*2!    '     4-4! 


tt*  u" 


Si  M  =  1«  —  ^-^  + 


3-8!    '     5-6! 


(30) 


WO  y  =  0,5772  . . .  (die  Eulersche  Eonstante). 

Aus  (23)  und  (24)  findet  man  leicht,  daß  für  unendlich  kleines 
(i^  die  Gesamtsenkung  der  Oberfläche  den  Wert 


OD 


-fyd^  =  ^  (31) 

OD 

besitzt,  genau  als  wenn  die  Flüssigkeit  in  Ruhe  wäre. 

§  242.  Die  Formeln  (23),  (24)  und  (25),  (26)  ergeben  alle 
eine  unendlich  große  Erhebung  im  Ursprungspunkt,  aber  diese 
Schwierigkeit  fällt  weg,  wenn  der  Druck  über  einen  Streifen  von 
endlicher  Breite  yerteilt  wird,  anstatt  auf  eine  mathematische  Linie 
der  Oberfläche  konzentriert  zu  sein. 

Um  die  Wirkung  einer  Druckverteilung 

Po  =  m  (32) 

zu  berechnen,  ist  es  nur  nötig,  in  (25)  und  (26)  x  —  a  fOr  z  zu 
schreiben,  P  durch  f(oc)da  zu  ersetzen,  und  den  resultierenden  Wert 
von  y  zwischen  passenden  Grenzen  von  a  zu  integrieren.  Wenn  p^ 
endlich  ist,  so  folgt  aus  bekannten  Prinzipien  der  Integralrechnung, 
daß  die  Integrale  für  alle  Werte  von  x  endlich  sein  werdeiL 

Im  Falle  eines  gleichförmigen  Druckes  p^j  der  auf  den  Teil  der 
Oberfläche  wirkt,  welcher  sich  von  —  oo  bis  zum  Ursprungspunkte 
erstreckt,  finden  wir  sofort  durch  Integration  von  (23),  daß  für 
a:>0: 


1)  ,,Tables  of  the  Numerical  Values  of  the  Sine-Integral,  CoBine-Integral, 
and  Exponential-Integral^^  Phil,  Trans,,  1870.  Die  Auswertung  des  letzten  In- 
tegrals  in  (26)   durch  Sinus-  und  Kosinus -Integrale   wurde   auf  andere  Weise 

OD 

/dd  __a.5 

ßrziT^  '  ^       "»    Creües 

0 

Journ.,  33,   1846;    siehe  auch  De  Morgan,  Differential   and  Integral  Calculus, 
London  1842,  S.  664,  und  Dirichlet,   Vorksungm,  S.  208. 
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OD 


gay  =  -  2i)o  cos  %x  +  |^  /  l^q:v  '  ^^^ 

6 

wo  f4  gleich  0  gesetzt  ist.  Wenn  dagegen  der  Dmck  jp^  auf  den 
Teil  der  Oberfläche  wirkt,  welcher  sich  von  0  bis  zu  +  oo  erstreckt, 
so  finden  wir  ftlr  a;  <  0: 


99y 


00 

«Po 


*/£t5-  (") 


Aus  diesen  Ergebnissen  können  wir  leicht  die  geeigneten  Formeln 
f&r  den  Fall  eines  gleichförmigen  Druckes  ableiten,  der  auf  einen 
Streifen  Yon  endlicher  Breite  wirkt.  Das  bestimmte  Integral  in  (33) 
und  (34)  kann  durch  die  Funktionen  Gi  t«  und  Si  t«  ausgedrückt 
werden;  so  lautet  z.  B.  dasjenige  in  (33): 


00 


0  0 

Auf  diese  Weise  wurde  die  Figur  gezeichnet;  sie  stellt  den  Fall 
dar,  wo  der  Streifen  AB  die  Breite  x"*,  d.  h.  den  0,169*^  Teil  der 
Länge  einer  stehenden  Welle,  besitzt. 


Die  Verhältnisse  in  einem  solchen  Falle  können  näherungsweise 
verwirklicht  werden,  indem  man  die  Kante  eines  etwas  geneigten 
Brettes  in  die  Oberfläche  eines  Stromes  eintaucht,  nur  daß  der  Druck 
auf  die  benetzte  Fläche  des  Brettes  eben  nicht  gleichförmig  ist,  son- 
dern Yon  den  mittleren  Teilen  nach  den  Rändern  zu  abnimmt,  um 
einen  gleichförmigen  Druck  zu  stände  zu  bringen,  müßte  das  Brett 
nach  den  Rändern  gekrümmt  sein,  und  zwar  in  der  Form  des  Teiles 
des  Wellenprofiles,  das  zwischen  den  Punkten  A  und  B  der  Figur  liegt. 

Wenn  die  Breite  des  Streifens  ein  genaues  Vielfaches  der  Wellen- 
länge (-"]  beträgt,  so  besteht  keine  merkliche  Erhebung  der  Ober- 
fläche in  einiger  Entfernung  stromabwärts  wie  stromaufwärts  von 
der  Störungsquelle. 


472  HL  OberflächenweUen. 

Die  Figur  zeigt  einige  Besonderheiten  in  den  Punkten  Ä  und  B, 
welche  der  ünstetigkeit  des  angewandten  Druckes  zuzuschreiben  sind. 
Eine  natürlichere  Darstellung  eines  örtlichen  Druckes  wird  erhalten, 
wenn  man  annimmt,  daß 

^o-^ftT^.-  (36) 

Dies  kann  in  der  Form 

0 


Po-  ^'^^ 


geschrieben  werden,  vorausgesetzt,  daB  zuletzt  nur  der  reelle  Teil  be- 
halten bleibt.  Im  Hinblick  auf  die  Gleichungen  (7)  und  (8)  des 
§  240  sehen  wir,  daB  die  entsprechende  Erhebung  der  freien  Ober- 
fläche durch 


00 


~  /  ^ d*  (38) 


9Qy  - 

0 

gegeben  ist. 

Durch  die  Methode  des  §  241  erkennen  wir,  daß  dies  für  ^  >  0 
mit 


00 


gQy  =  "^  (2;t»e(«+"'.)("-»)  +J±^^^^  dm\  (39) 


und  für  a:<0  mit 


00 


xP   C    ^•'"*  +  *"* 

99y=^J:i;^^:^^rr.dm  (40) 

0 

gleichwertig  ist. 

Nehmen  wir  die  reellen  Teile  und  setzen  wir  f4  =  0,  so  finden 
wir 


00 


99y 2 xP6-** sin xa:  +  -^-J ^^. _^ ^. e^'^'dm,    [a;>0],  (41) 


0 


0 

Der  Faktor  c"***  in  dem  ersten  Gliede  von  (41)  zeigt  die  Wirkung 
der  Ausbreitung  des  Druckes.    Es  läßt  sich  leicht  beweisen,  daß  die 

Werte  von  y  und  ;^,   die  durch  diese  Formeln   gegeben   sind,  f&r 

.^Oübereinstixnmen.^) 

1)  Eine  andere  Behandlung  des  Problema  der  §§  241  und  242  ist  von  Lord 
Kelvin  in  einer  neueren  Arbeit  gegeben:  „Deep  Water  Ship-Waves",  Proc.  It.  Ä 
Edin.,  26,  S.  662,  1906  {FhiL  Mag.  (6),  9,  S.  738). 
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§  248.  Wenn  wir  in  dem  Problem  des  §  240  die  Tiefe  endlich 
und  gleich  h  nehmen  ^  so  wird  bei  Abwesenheit  yon  Dissipation  Un- 
bestimmtheit eintreten  oder  nicht,  je  nachdem  die  Geschwindigkeit  e 

des  Stromes  kleiner  oder  größer  als  Yghy  der  maximalen  Wellen- 
geschwindigkeit für  die  gegebene  Tiefe,  ist;  siehe  §  230.  Die  Schwierig- 
keit, welche  sich  im  ersteren  Falle  darbietet,  kann  durch  Einführung 
kleiner  Reibungskräfte  yermieden  werden;  aber  es  mag  gemäß  der 
vorausgehenden  Untersuchung  vorweggenommen  werden,  daß  deren 
hauptsächlichste  Wirkung  darin  besteht,  die  Erhebimg  der  Oberfläche 
in  einiger  Entfernung  stromaufwärts  von  dem  störenden  Druck  zu 
annullieren,  und  wenn  wir  dies  von  Anfang  an  voraussetzen,  so  haben 
wir  nicht  nötig,  imsere  Gleichungen  durch  Beibehaltung  der  Beibungs- 
glieder  zu  überlasten.^) 

Im  Fall  einer  einfach  harmonischen  Druckverteilung  setzen  wir 
voraus,  daß 

—  =  —  a;  +  /J  cosh  k  (y  +  h)  smhx 


—  =  —  y  +  /J  süih  k  {y  +  h)  cos  kx 


(1) 


wie  in  Gleichung  (3)  des  §  230.     An  der  Oberfläche 

y  ^  ß  sinh  kh  cos  kx  (2) 

haben  wir  folglich 

~  =-  —  gy  —  ^((f  —  (^  ^  ß  (kc^  cosh  kh  —  g  sinh  kh)  cos  kx,     (3) 

sodaß  dem  eingeprägten  Druck 

j^o  =•  C  cos  kx  (4) 

die  Form 

C  ainhkh  ,  /e\ 

^  "*  9     Ä;c*coBhÄ;Ä  —  gBinhkh  ^  ^ 

der  Oberfläche  entspricht.  Wie  in  §  240  ist  der  Druck  an  den  Wellen- 
tälern am  größten  und  an  den  Bergen  am  kleinsten,  oder  umgekehrt, 
je  nachdem  die  Wellenlänge  größer  oder  kleiner  als  die  ist,  welche 
der  Geschwindigkeit  c  entspricht,  was  mit  der  allgemeinen  Theorie 
im  Einklang  steht. 

Die  Verallgemeinerung  der  Gleichung  (5)  nach  Fouriers  Methode 
gibt 


00 


P    /*         ainh  kh  coa  kx  ,,  ^n\ 


kc*  cosh  kh  —  g  sinh  kh 


1)  Es  ist  jedoch  nicht  besonders  mühsam,  die  Reibungskräfte  ausdrücklich 
in  Rechnung  asu  bringen,  falle  diese  sehr  klein  sind« 
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was  die  Wirkung  eines  Druckes  yom  Gesamtbetrage  P  darstellt,  wel- 
cher auf  einen  schmalen  Oberflächenstreifen  beim  ürspnmgspunkte 
wirkt.     Dies  kann  man  in  der  Form 

XU 


/»  XU 

ucoihu  —  ^ 


"^äu  (7) 


0 

schreiben. 

Wir  betrachten  jetzt  das  komplexe  Integral 


tcotht- 


gh 
e* 


dl,  (8) 


WO  l^u  +  iv.  Die  Funktion  unter  dem  Integralzeichen  hat  einen 
singularen  Punkt  £; »  7  ioo^  je  nachdem  x  positiv  oder  negativ  ist, 
und  die  übrigen  singularen  Punkte  sind  als  die  Wurzeln  der  Gleichung 

gegeben.  Da  (6)  eine  gerade  Fxmktion  von  x  ist,  so  wird  es  ge- 
nügen, den  Fall  eines  positiven  x  zu  betrachten. 

Wir  wollen  zuerst  annehmen,  daß  c^  >  gh  isi  Die  Wurzeln  von 
(9)  sind  dann  alle  rein  imaginär,  d.  h.  sie  sind  von  der  Form  ±  iß^ 
wo  ß  eine  Wurzel  von 

tang(J_^  /im 

"  ß  gh  ^^^> 

ist.  Die  kleinste  positive  Wurzel  hiervon  liegt  zwischen  0  und  ^ä, 
und  die  höheren  streben  mit  immer  wachsender  Annäherung  nach 
den  Werten  (5  +  \)  üc,  wo  5  eine  ganze  Zahl  ist.  Wir  wollen  diese 
Wurzeln  der  Reihe  nach  mit  ßo,  ßu  ß^,  -  -  •  bezeichnen.  Nun  nehmen 
wir  als  Integrationsweg  in  (8)  die  Linie  an,  welche  aus  der  u-Achse, 
aus  einem  unendlich  großen  Halbkreis  auf  der  positiven  Seite  dieser 
Achse,  und  aus  einer  Reihe  von  kleinen  Kreisen  besteht,  welche  die 
singularen  Punkte  J  =  */3o,  i/3^,  iß^f  •  •  •  umschließen.  Der  Teil,  wel- 
cher von  dem  unendlich  großen  Halbkreis  herrührt,  verschwindet 
oflFenbar.  Es  ist  femer  bekannt,  daß,  wenn  a  eine  einfache  Wurzel 
von  f{i)  =  0  ist,  der  Wert  des  Integrals 


ß. 


dg, 


in    positiver  Richtung   um    einen    kleinen   Kreis    genommen,  welcher 
den  Punkt  5  =  «  einschließt,  gleich  ^) 


1)  Forsyth,  Theary  of  Functions,  §  24. 
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ist.    Im  Falle  Yon  (8)  haben  wir 

r(a)-cotha-a(coth«a-l) -.1(^(1 -?*)+««);    (12) 

setzen  wir  also  a  °-  iß„  so  nimmt  der  Ansdruck  (11)  die  Form 


an,  wo 


2«B,e    *  (13) 

^. Jr-inr.-  (14) 


'      ^--'^-^ 


Der  fragliche  Satz  gibt  dann 


0 


ucothu-»,  ^    «coth«-»-j  'T' 

OD  0 

Wenn  wir  in  dem  ersteren  Integral  —  u  f&r  u  schreiben^  so  lautet 
dieses : 


CD 

XU 
COfl  - ,  -  _oo_  (i^x 

h 


f.       , 

0 


du^TC^B^e     *  .  (16) 


Die  Form  der  Oberfläche  ist  dann  durch 

y-^^i:^y~'  (1^) 

^  0 

gegeben. 

Es  folgt,  daß  die  Oberflächenerhebung,  welche  natürlich  in  Bezug 
auf  den  ürsprungspunkt  symmetrisch  ist,  jenseits  einer  gewissen  Ent- 
fernung vom  Störungszentrum  unmerklich  wird. 

Wenn  andererseits  (?<,gh,  so  besitzt  die  Gleichung  (9)  ein  Paar 
reeller  Wurzeln  (±  a),  indem  die  kleinsten  Wurzeln  (±  ß^  von  (10) 
jetzt  verschwunden  sind.  Das  Integral  (7)  ist  dann  unbestimmt,  da 
die  Fimktion  unter  dem  Integralzeichen  innerhalb  des  Integrations- 
gebietes unendlich  wird.  Einer  von  dessen  Werten,  nämlich  der 
Hauptwert  im  Sinne  von  Cauchj,  kann  jedoch  durch  dieselbe  Methode 
wie  vorher  erhalten  werden,  wenn  wir  die  Punkte  S  =  ±  a  von  dem 
Gebiete  ausschließen,  indem  wir  Halbkreise  mit  kleinem  Radius  e  auf 
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der  Seite^  wo  v  positiv  ist^  um  sie  ziehen.    Die  Teile  des  komplexen 
Integrals  (8),  welche  von  diesen  Halbkreisen  herrühren^  sind 

—  ITC 


wo  f  (cc)  dnrch  Gleichung  (12)  gegeben  ist;  deren  Summe  ist  also: 


ax 


2«^8m^,  (18) 

wo 

^ ir",  -I. r  •  (19) 

«■-^J($-') 

Die  Gleichung,  welche  (16)  entspricht,  erhält  dann  die  Form 


00  ä  X 

^du icÄsm'^+üC^By^'   (20) 


u  coth  tt  — 

c 

Wenn  wir  also  den  Hauptwert  des  Integrals  in  Gleichung  (7)  nehmen, 
so  ist  die  Oberflächenerhebung  auf  der  Seite  der  positiren  2;- Achse: 

y-'^'^'^T  +  Vc^^sy^-  (21) 

1 

In  einiger  Entfernung  vom  Ursprungspunkte  besteht  also  die 
Deformation  der  Oberfläche  aus  dem  einfach  harmonischen  Wellen- 
zug, der  durch  das  erste  Glied  dargestellt  ist,  wobei  die  Wellenlange 

die  ist,  welche  einer  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  c  auf  stillem 

Wasser  entspricht. 

Da  die  Funktion  (7)  in  Bezug  auf  den  Anfangspunkt  symmetrisch 
ist,  so  lautet  das  Resultat  für  negative  Werte  von  x: 

Die  allgemeine  Lösung  unseres  unbestimmten  Problems  wird  ver- 
vollständigt, wenn  man  zu  (21)  und  (22)  Glieder  von  der  Form 

Ccos^  +  Dsin^  (28) 

addiert.  Die  praktische  Lösung,  welche  den  Einfluß  unendlich  kleiner 
dissipativer  Kräfte  einschließt,  wird  erhalten,  wenn  man  diese  Zusata- 
glieder  so  wählt,  daß  sie  die  Deformation  der  Oberfläche  in  einiger 
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Entfernung  stromaufwärts  yerschwinden  lassen.    Für  positive  Werte 
Yon  X  erhalten  wir  also  schließlich 

und  für  negative  Werte  von  x 

^        1 

Betreffs  einer  anderen  Methode,  das  bestimmte  Integral  in  dieser 
Aufgabe  zu  behandeln ,  müssen  wir  auf  die  unten  genannte  Arbeit 
von  Lord  Kelvin  verweisen. 

§  244.  Dieselbe  Methode  kann  angewendet  werden,  um  die 
Wirkung  kleiner  Unregelmäßigkeiten  im  Bett  eines  Stromes  zu  unter- 
suchen. *) 

Wir  nehmen  zuerst  an,  daß  der  Boden  die  Gestalt 

y  =  —  Ä  -j-  y  cos  JcX  ^  (1) 

hat,  wo  der  KoordinatenanfiEuigspunkt  wie  gewöhnlich  in  der  unge- 
störten Oberfläche  liegt.    Dementsprechend  schreiben  wir 


—  —  —  o;  +  (a  cosh  ky  +  ß  sinh  ky)  sin  kx 

—  =*  —  y  +  (a  sinh  ky  +  ß  cosh  ky)  cos  ky 


(2) 


Die  Bedingung,  daß  (1)  eine  Stromlinie  bilden  soll,  lautet  näherungs- 
weise: 

y  =  —  a  sinh  kh  +  ß  cosh  kh,  (3) 

da   Jta,  kß,  ky   als   klein  gedacht  sind.     Die  Formel  für  den  Druck 
ist  näherungsweise 

—  =»  konst.  —  gy  +  kc^  (a  cosh  ky  +  ß  sinh  ky)  cos  hXy         (4) 

und  deshalb  ist  Hlngs  der  Stromlinie  ^  =»  0 

-?-  =r  konst.  +  (kc*a  —  gß)  cos  kx, 

sodaß  die  Bedingung  für  eine  freie  Oberfläche 

kc^a  -gß^O  (5) 


1)  Sir  W.  Thomson,  „On  Stationary  Wave«  in  Flowing  Water",  Phil  Mag. 
(6),  22,  S.  868,  446  und  617,  1886,  sowie  28,  S.  62,  1887. 
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ergibt.    Die  Gleichungen  (3)  und  (5)  bestimmen  a  und  ß.    Das  Profil 
der  freien  Oberfläche  wird  also  durch 


y  =  ß  cos  kx 


cos  hx 


(6) 


coflhA;^ —  ,   ,  BinhÄ;Ä 

gegeben. 

Wenn  die  Stromgeschwindigkeit  kleiner  als  diejenige  (s.  Glei- 
chung (4)  des  §  228)  von  Wellen  auf  ruhigem  Wasser  von  gleich- 
formiger  Tiefe  h  ist,  welche  gleiche  Länge  wie  die  Schwankungen 
des  Bodenniveaus  haben ;  so  ist  der  Nenner  negativ,  sodaß  die  Er- 
hebungen und  Senkungen  der  freien  Oberfläche  gegen  diejenigen  des 
Bettes  umgekehrt  sind.  Im  entgegengesetzten  Falle  folgen  die  Schwan- 
kimgen  der  Oberfläche  denjenigen  des  Bettes,  aber  mit  verschiedenem 
vertikalen  Maßstab.  Wenn  c  genau  den  Wert  hat,  der  durch  Glei- 
chung (4)  des  §  228  gegeben  ist,  so  wird  die  Lösung  unbestimmt^ 
wie  zu  erwarten  war,  indem  der  Nenner  verschwindet,  um  in  diesem 
Fall  ein  verständliches  Resultat  zu  erhalten,  würden  wir  gezwungen 
sein,  dissipative  Kräfte  besonders  in  Rechnung  zu  ziehen. 
,  Die  obige  Lösung  kann  nach  dem  Fourierschen  Satze  so  verall- 
gemeinert'  werden,  daß  sie  für  den  Fall  gilt,  wo  die  Unregelmäßig- 
keiten des  Bettes  einem  willkürlichen  Gesetze  folgen.  Wenn  das 
Profil  des  Bettes  durch 


00 


00 


y  =  -h  +  fix)  =  -h  +  ^fdkjf(^)  cos  h{x-i)  di 


0) 


0  00 


gegeben  ist,  so  wird  dasjenige  der  freien  Oberfläche  durch  Super- 
position  von  Gliedern  von  der  Form  (6)  erhalten,  welche  von  den 
verschiedenen  Elementen  des  Fourierschen  Integrales  herrühren;  also: 


OD 


CO 


y  =  i  A  f-ni^^^^'^-^i-  dl. 

fj        «y      coBb  kh  —  ,    ,  sinh  kh 

0  —30  KC* 


(8) 


Im  Falle  einer  einzigen  isolierten  Unregelmäßigkeit  in  dem  Punkt 
des  Bettes,  welcher  senkrecht  unter  dem  Ursprung  liegt,  reduziert 
sich  dies  auf  » 


y 


COBkx 


cosh  kh  —  ,    ,  sinh  kh 


dk 


OD 


/•  XU 

J    u  cosh  u  —  ~-  sinh  u 


(9) 


du 
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wo  Q  den  Flächeninhalt  darstellt,  welcher  von   dem  Profil  der  Un- 
gleichheit  über   dem   allgemeinen   Niveau    des   Bettes   eingeschlossen 
wird.     Für  eine  Senkung  wird  Q  natürlich  negativ  sein. 
Die  Diskussion  des  Int^rals 

ixi: 


ie^_dt__ 


(10) 

-q-ainhf 
c 


kann    genau   wie   in   §  241    geführt   werden.      Die   zu   integrierende 

Funktion  unterscheidet  sich  nur  durch  den  Faktor    ^ru-*.;  die  singu- 

lären  Punkte  sind  deshalb  dieselben  .wie  vorher,  und  wir  können  die 
Resultate  sofort  hinschreiben. 

Für  (^>  gh  finden  wir  also  die  Oberfiachengestalt 

wobei  das  untere  oder  obere  Vorzeichen  zu  nehmen  ist,  je  nachdem 
X  positiv  oder  negativ  ist. 

Wenn  c*  <  gh,  so  ist  die  praktische  Lösung 

für  positives  x,  und 

für  negatives  .. 

Die  Zeichen  a,  ß^,  Ä,  B^  haben  hier  genau  dieselben  Bedeutungen 
wie  in  §  243. 0 

§  245.  Wenn  wir  in  den  Problemen  der  §§  241  und  243  überall 
eine  Geschwindigkeit  —  c  parallel  zur  a:-Richtung  hinzufügen,  so  er- 
halten wir  den  Fall  einer  Druckstörung,  welche  auf  der  Oberfläche 
des  sonst  stillen  Wassers  mit  konstanter  Geschwindigkeit  c  fort- 
schreitet. In  dieser  Form  der  Frage  ist  es  nicht  schwierig,  auf  eine 
allgemeine  Weise  den  Ursprung  des  Wellenzuges  zu  erklären,  welcher 
der  Störung  nachfolgt. 


1)  Eine  sehr  interessante  Zeichnung  des  Wellenprofiles,  welches  durch  eine 
isolierte  Unregelmäßigkeit  im  Bett  heryorgehracht  wird,  ist  in  Lord  Kelvins  Arbeit 
gegeben,  Phü»  Mag.  (6),  22,  S.  629,  1886.  Die  Wirkung  einer  plötzlichen  Änderung 
des  Niveaus  im  Bett  ist  von  W.  Wien  erörtert  worden,  Hydrodynamik^  Leipzig, 
1900,  S.  201. 
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Wenn  z.  B.  gleiche  Impulse  nacheinander  anf  eine  Reihe  Yon 
äquidieitanten,  parallelen  Linien  an  der  Oberflache  in  gleichoi  Zeiir 
intervallen  wirken,  so  wird  jeder  Impuls  für  sich  ein  Wellensystem 
Yon  der  Art  hervorbringen,  wie  es  in  §  237  untersucht  worden  ist. 
Denken  wir  uns  die  Systeme,  welche  von  den  verschiedenen  Impulsen 
herrühren,  superponiert,  so  fällt  sofort  in  die  Augen,  daß  die  einzelnen 
Bestandteile,  welche  einander  verstarken,  diejenigen  sind,  welche  die 
der  Geschwindigkeit  c  zugehörige  Wellenlänge  haben,  mit  der  die 
Druckstörung  über  die  Oberfläche  fortschreitet,  und  welche  sich  über- 
dies in  demselben  Sinne  bewegen.  Die  Untersuchungen  der  §§  234 
und  238  zeigen  femer,  daß  die  Gruppen  von  Wellen  dieser  besonderen 
Länge,  welche  erzeugt  werden,  beständig  zurückgelassen  werden. 

Diese  Ergebnisse  haben  eine  Bedeutung  für  die  Fragen,  welche 
«ich  auf  den  „WeUemoidersUmd"  der  Schiffe  beziehen.  Für  die  zwei- 
•dimensionale  Form  des  Problems  ergibt  sich  aus  §  243,  daß  eine  ört- 
liche Druckstörung,  welche  mit  der  Geschwindigkeit  c  <  j/^  auf 
ruhigem  Wasser  von   der  Tiefe  h  vorwärts  schreitet,  von  einem  ein- 

&ch  harmonischen  Zug  von  Wellen  von  der  Länge  —  begleitet  wird, 

die  der  Geschwindigkeit  c  entspricht  und  deshalb  durch  Gleichung  (4) 
des  §  228  bestimmt  wird.  Hingegen  ist  das  Wasser  anf  der  Yorder- 
«eite  der  Störung  fast  in  Ruhe.  Wenn  wir  uns  eine  feste  vertikale 
Ebene  auf  der  Rückseite  der  Störung  gezogen  denken,  so  gewinnt  der 
Raum  auf  der  Vorderseite  dieser  Ebene  in  der  Zeiteinheit  die  Wellen- 
energie  igQO^c^  wo  a  die  Amplitude  der  erzeugten  Wellen  ist.  Die 
Energie,  welche  durch  die  Ebene  hindurchgeführt  wird,  ist  durch 
Gleichung  (14)  des  §  235  gegeben.  Der  Unterschied  stellt  die  Arbeit  dar, 
welche  von  der  störenden  Erafb  geleistet  wird.  Wenn  also  B  den  hori- 
zontalen Widerstand  bezeichnet,  welchen  der  störende  Körper  erfährt,  so 

haben  wir  i?       ,        2 /i  2xÄ    \  ... 

R  =  igga^  (l  -  ^^^^^).  (1) 

Wenn  c  von  0  bis  zu  Ygh  wächst,  so  nimmt  xh  von  00  bis  zu  0 
sb,  und  R  fällt  deshalb  von  ^gga^  auf  0.^) 

Wenn  c'^Ygh,  so  ist  das  Wasser  außerhalb  einer  gewissen 
kleinen  Entfernung  auf  jeder  Seite  fast  ungestört,  und  der  Wellen- 
widerstand R  ist  dann  0.*) 

1)  Es  ist  jedoch  su  bemerken,  daß  die  Amplitude  a,  welche  von  einer  ge- 
gebenen Störung  heirührt,  sich  auch  mit  c  ändert.  Dies  wird  durch  Gleichung  (41) 
des  §  242  für  den  Fall  unbegrenzter  Tiefe  erläutert.    Es  ergibt  sich,  daß  a  fSr 

gegebenes  P  sich  wie  xe^^^  verhält,  wo  x  =  -^  ist. 

2)  Vergl.  Sir  W.  Thomson,  „On  Ship  Waves",  Proc.  InH.  MeOi,  Sng., 
3.  August  1887  {Populär  Leciwres  and  Addresses,  London  1889—94,  Bd.  m,  8. 460). 
Eine  Formel,  welche  mit  (1)  gleichbedeutend  ist,  wurde  von  demselben  Autor 
{Phil.  Mag.  (6),  22,  S.  461)  gegeben. 
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Eine  interessante  Abänderung  der  Frage  bietet  sich^  wenn  eine 
Flüssigkeit  einer  anderen  von  etwas  größerer  Dichte  überlagert  ist. 
Wenn  q  und  q'  die  Dichten  der  unteren  bzw.  oberen  Flüssigkeit  sind, 
und  wenn  die  Tiefe  der  oberen  Schicht  h'  ist,  wahrend  diejenige  der 
unteren  Schicht  praktisch  unbegrenzt  ist,  so  zeigen  die  Resultate 
Yon  Stokes,   von   denen   in  §  231  die  Rede  war,  daß   zwei  Wellen- 

Systeme  erzeugt  werden  können,  deren  Längen  —  mit  der  Geschwindig- 
keit c  der  Störung  durch  die  Formeln 

verknüpft  sind.  Man  kann  leicht  beweisen,  daß  der  durch  die  zweite 
Gleichung  bestimmte  Wert  von  x  reell  ist,  solange  als 

«*  <  ^  gv.  (3) 

Wenn  c  den  hier  angegebenen  Wert  übersteigt,  so  wird  nur  ein 
System  von  Wellen  erzeugt,  und  wenn  der  unterschied  der  Dichten 
klein  ist,  so  wird  der  Wellenwiderstand  praktisch  derselbe  sein  wie 
im  Falle  einer  einzigen  Flüssigkeit,  da  die  Verhältnisse  denen  des 
§  241  ähnlich  sind.  Aber  wenn  c  unter  den  kritischen  Wert  fällt, 
so  kann  ein  zweites  System  von  Wellen  auftreten,  bei  dem  die  Am- 
plitude an  der  gemeinschaftlichen  Grenzfläche  diejenige  an  der  oberen 
Fläche  weit  übertrifft;  diesen  Wellen  wird  der  Totwasser-Widerstand 
zugeschrieben,  auf  welchen  in  §  231  hingewiesen  wurde.  ^) 

Wellen  mit  endlicher  Amplitude. 

§  246.    Die  Beschränkung  auf  imendUch  kleine  Bewegungen  in 

den  Untersuchungen  der  §§  226  usw.  erfordert,  daß  das  Verhältnis  -z 

der  maximalen  Erhebung  zur  Wellenlänge  klein  sein  muß.  Die  Be- 
stimmung der  Wellenformen,  die  den  Bedingungen  der  gleichförmigen 
Fortpflanzung  ohne  Gestaltswechsel  genügen,  wenn  diese  Einschränkung 
aufgegeben  wird,  bilden  den  Inhalt  einer  klassischen  Arbeit  von 
Stokes.») 


1)  Ekman,  h  c,  S.  486. 

2)  „On  the  theory  of  Oscillatory  Waves",  Camh.  Trans,,  8,  1847  (mit  einer 
Ergänzung  wiederabgedruckt  in  den  Math,  and  Phys,  Papera,  Bd.  I,  S.  197 
und  314). 

Die  ümriBse  einer  allgemeineren  Untersuchung,  welche  den  Fall  permanenter 
Wellen  an  der  gemeinschaftlichen  Qrenzfl&che  zweier  horizontaler  StrOme  ein- 
schließt, sind  Ton  Helmholtz  gegeben  worden:  „Zur  Theorie  von  Wind  und 
Wellen",  Berl  Monatsber,,  26.  Juli  1889  {Ges.  Abh.,  Bd.  HI,  S.  809).  Siehe  auch 
Wien,  Hydrodynamik,  S.  169. 
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Dieses  Problem  wird  am  bequemsten  als  ein  solches  der  stationären 

Bewegung  behandelt.    Wenn  wir  kleine  Größen  von  der  Ordnung  j^ 

vernachlässigen y  so  wird  die  Lösung  der  Aufgabe  f&r  den  Fall  un- 
begrenzter Tiefe  in  den  Formeln 

~  =  —  a;  +  ße^^  sin  lex] 
c  '^  I 

(1) 
—  -=  —  y  +  ß^^  cos  kxj 

enthalten  sein.') 

Die  Gleichung  des  Wellenprofiles  ^  =  0  wird  durch  stufenweise 
Annäherung  in  folgender  Form  erhalten: 

y  =  /3e*y  cos  1cX'=^ß{l  +  ky  +  ^Jc^y^  -\ )  cos  kx 

^^kß^+ß{l+iVß^)coBkx  +  ^kß^coB2kx  +  ik^ß^coBSkx  + 

oder  wenn  wir 

^  (1  +  k*ß*)  -  a 
setzen, 

y  —  ^ka^  «  a  cos  ta;  +  ^ka^  cos  2kx  +  |Ä:*a'  cos  Skx  +  •  •  •      (3) 

Soweit  wir  dies  entwickelt  haben,  fällt  es  mit  der  Gleichung  einer 
Trochoide  zusammen,  bei  welcher  der  Umfang  des  rollenden  Kreises 

-V-  oder  X  und  die  Länge  des  Armes  des  erzeugenden  Punktes  a  ist. 

Wir  haben  noch  zu  zeigen,  daß  die  Bedingung  des  gleichförmigen 
Druckes  längs  dieser  Stromlinie  durch  einen  passend  gewählten  Wert 
von  c  erfüllt  werden  kann.  Aus  Gleichung  (1)  erhalten  wir  ohne 
Annäherung 

^  =  konsi  -gy-^t^il-  2kß^y  cos  kx  +  Ä»/3«e">' } ,  (4) 

und  deshalb  längs  der  Linie  y  =  ße!^^  cos  kx 


..|(2) 


^  =  konat.  +  (Äc*  -  ^)y  -  ^Pc^/S'e"» 
=  konst.  +  (Ac*  —  g  —  k'c'ß^  y  +  •  • 


(5) 


Es  wird  also  der  Bedingung  für  eine  freie  Oberfläche  bei  dem  vor- 
liegenden Grade  der  Annäherung  genügt,  vorausgesetzt,  daß 


»2  _  ^      I     Z  2^/22  _    9 


c^  «  -|-  +  A;V/5*  =  -^-  (1  +  Pa').  (6) 

Dies  bestimmt  die  Geschwindigkeit  eines  fortschreitenden  Wellen- 
systems von  permanentem  Typus  und  zeigt,  daß  diese  mit  der  Am- 
plitude a  etwas  wächst. 


1)  Lord  Rayleigh,  /.  c,  S.  806. 
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Betreffs  der  Methoden,  eine  größere  Annäherung  zu  gewinnen^  und 
betreffs  der  Behandlung  des  Falles  endlicher  Tiefe  müssen  wir  auf 
die  ursprünglichen  Untersuchungen  von  Stokes  verweisen. 

Die   Figur    zeigt    das  Wellenprofil   in   dem   Falle  ka^  ^   oder 

j  »  0,0796,  wie  es  durch  Gleichung  (3)  gegeben  ist. 


Die  angenähert  trochoidale  Form  gibt  einen  Umriß,  welcher 
an  den  Kämmen  schärfer  und  in  den  Tälern  flacher  ist  als  in 
dem  Falle  von  einfach  harmonischen  Wellen  mit  unendlich  kleiner 
Amplitude,  der  in  §  228  untersucht  wurde,  und  diese  Eigentümlich- 
keiten werden  noch  ausgeprägter,  wenn  die  Amplitude  wächst.  Wenn 
die  trochoidale  Form  nicht  bloß  eine  angenäherte,  sondern  eine  genaue 
wäre,  so  würde  die  6renzform  an  den  Kämmen  Spitzen  haben,  wie 
im  Falle  der  Oerstnerschen  Wellen,  die  sogleich  besprochen  werden 
sollen. 

Für  das  vorliegende  Problem,  wo  die  Bewegung  als  wirbelfrei 
vorausgesetzt  ist,  ist  von  Stokes^)  in  einer  sehr  einfachen  Weise 
gezeigt  worden,  daß  die  extreme  Form  scharfe  Winkel  von  120®  be- 
sitzt. Die  Aufgabe  wird  immer  als  eine  solche  der  stationären  Be- 
wegung behandelt,  wobei  die  Bewegung  nahe  bei  dem  Winkel  durch 
die  Formeln  des  §  63  gegeben  sein  wird.  Wenn  wir  also  Polar- 
koordinaten r,  0  mit  dem  Kamme  als  Ursprungspunkt  einführen  und 
die  Anfangslinie  von  0  senkrecht  nach  imten  ziehen,  so  haben  wir 

^  =  Cf^  cos  mdy  (7) 

zugleich  mit  der  Bedingung,  daß  ^  =  0,  wenn  ö  =  ±  a,  sodaß 

Diese  Formel  ergibt 

q^.mCr^-^  (8) 

wo  q  die  resultierende  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeit  ist.  Aber  da 
die  Geschwindigkeit  am  Kamme  verschwindet,  so  wird  ihr  Wert  für 
einen  benachbarten  Punkt  der  freien  Oberfläche  durch 

q^  =^  2gr  cos  a  (9) 

gegeben,  wie  in  Gleichung  (2)  des  §  24.  Vergleichen  wir  (8)  mit 
(9),  so  sehen  wir  ein,  daß  wir  m  =  ^  und  deshalb  a  —  ^sc  haben 
müssen.*) 

1)  Math,  and  Phys.  Papers,  Bd.  I,  S.  227. 

2)  Das  vollständige  Wellenprofil  ist  von  Michell  untersucht  und  gezeichnet 
worden,  „The  Highest  Waves  in  Water",  Phil  Mag.  (6),  36,  S.  480,  1898.  Er 
findet,  daß  die  extreme  Höhe  <»  0,142  X  ist,  und  daß  die  Wellengeschwindigkeit 
in  dem  Verhältnisse  1,2  zu  1  größer  ist  als  in  dem  Falle  unendlich  kleiner  Höhe. 
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Im  Falle  von  Wellen,  welche  auf  ruhigem  Wasser  fortschreiten, 
bewegen  sich  die  Teilchen  in  den  Kämmen,  wenn  diese  ihre  extreme 
Gestalt  haben,  mit  genau  der  gleichen  Geschwindigkeit  wie  die 
Welle  vorwärts. 

Ein  anderer  interessanter  Punkt,  welcher  diese  Wellen  von  per- 
manenter Form  betrifft^  ist  der,  daß  sie  in  Bezug  auf  das  ungestörte 
Wasser  ein  gewisses  Beweguugsmoment  in  der  Richtung  der  Wellen- 
fortpflanzung besitzen.  Das  Moment  der  Flüssigkeit,  welche  zwischen 
der  freien  Oberfläche  und  einer  Tiefe  h  (unter  dem  Niveau  des  Ursprungs- 
punktes)  enthalten  ist,  wo  letztere  groß  gegen  die  Wellenlänge  X  sein 
soll,  ist  pro  Wellenlänge 

-Qff^^dxdy  =  QchX,  (10) 

da  an  der  Oberfläche  nach  Voraussetzung  ^  =»  0  und  in  großer  Tiefe  h 
nach  Gleichung  (1)  if  ^  ch  sein  soll.  Bei  Abwesenheit  der  Wellen  wäre 
nach  (3)  die  Gleichung  der  oberen  Fläche  y  =  \Jca\  und  der  ent- 
sprechende Wert  des  Momentes  wäre  deshalb 

Qc{h  +  ika')X.  (11) 

Der  Unterschied  dieser  Werte  ist  gleich 

jCQa\  (12) 

was  also  pro  Wellenlänge  das  Moment  eines  Sjstemes  fortschreitender 
Wellen  von  permanenter  Form  angibt,  die  sich  auf  Wasser  bewegen, 
welches  in  großer  Tiefe  ruht. 

Um  die  vertikale  Verteilung  dieses  Momentes  zu  finden,  bemerken 
wir,  daß  die  Gleichung  einer  Stromlinie  t  =  ch'  aus  (2)  gefunden 
wird,  wenn  man  y  +  h'  für  y  und  /Se""**'  für  ß  schreibt.  Das  mitt- 
lere Niveau  dieser  Stromlinie  ist  deshalb  durch 

y==-h'  +  ^*/3«e-"*'  (13) 

gegeben.  Folglich  ist  im  Falle  des  ungestörten  Fließens  das  Moment 
der  Flüssigkeitsschicht,  welche  zwischen  das  Oberflächenprofil  und  die 
fragliche  Stromlinie  eingeschlossen  ist,  pro  Wellenlänge 

()cA{Ä'+p/3^  (1-6- "*')}•  (14) 

Das  tatsächliche  Moment  ist  Qch'Xj  wir  haben  also  für  das  Moment 
derselben  Schicht  in  dem  Falle  von  Wellen,  die  auf  ruhigem  Wasser 
vorwärts  schreiten, 

:r()a2c(l-e-"*')-  (15) 

Es  ergibt  sich  also,  daß  bei  diesen  fortschreitenden  Wellen  von 
permanenter  Form  die  einzelnen  Teilchen  keine  reinen  Schwingungs- 
bewegungen ausführen,  und  daß  hingegen  im  ganzen  ein  langsames, 
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doch  ständiges  Vorwärtsschreiten  in  der  Richtung  der  Wellenbewegung 
stattfindet.^)  Den  Betrag  dieser  Strömung  in  einer  Tiefe  V  findet 
man  näherungsweise,  wenn  man  Gleichung  (15)  nach  V  differenziert 
und  durch  qX  dividiert,  nämlich 

A^a^cc-"*'.  (16) 

Dies  nimmt  Yon  der  Oberfläche  aus  nach  unten  zu  rasch  ab. 

§  247.  Ein  System  strenger  Gleichungen,  welche  eine  mögliche 
Form  der  Wellenbewegung  für  unendliche  Tiefe  der  Flüssigkeit  aus- 
drücken, wurde  bereits  vor  langem,  nämlich  um  1802,  von  Gerstner*), 
und  später  unabhängig  von  Rankine')  gegeben.  Die  physikalische 
Bedeutung  der  Resultate  wird  jedoch  durch  den  Umstand  beeinträch- 
tigt, daß  die  Bewegung  bei  diesen  Wellen  nicht  wirbelfrei  ist. 

Wenn  die  rr- Achse  horizontal  und  die  y- Achse  senkrecht  nach 
oben  gezogen  wird,  so  können  die  fraglichen  Formeln  folgendermaßen 
geschrieben  werden: 

a;  =  a  +  ^  c***  sin  Ä;  (a  +  et) 


k 
y  =*  ft  —  —  e*«»  cosÄ  (a  +  et) 


(1) 


k 

wo  die  Bezeichnung  nach  der  Lagrangeschen  Weise  (§  16)  geschieht, 
d.  h.  a  und  h  sind  zwei  Größen,  welche  dazu  dienen,  ein  Teilchen  zu 
identifizieren,  und  Xy  y  sind  die  Koordinaten  dieses  Teilchens  zur 
Zeit  t  Die  Konstante  k  bestimmt  die  Wellenlänge,  und  c  ist  die 
Geschwindigkeit  der  Wellen,  welche  sich  in  der  negativen  x-Richtung 
fortpflanzen. 

Um  diese  Lösung  zu  bestätigen,  und  um  den  Wert  von  c  zu  be- 
stimmen, bemerken  wir  zunächst,  daß 

V^%  - 1  -  «*".  (2) 

sodaß  die  Lagrangesche  Kontinuitätsgleichung  (2)  des  §  16  erfCQlt 
wird.  Setzen  wir  femer  aus  (1)  in  die  Bewegungsgleichungen  des 
§  13  ein,  so  finden  wir 

i-  (-  +  gy)  -      ÄcV^  sin  k{a  +  et)  1 

(3) 


^  (P.  +  gyy Jfcc^e**  cos  k(a  +  et)  +  ke^e^^^ 


1)  Stokes,  l.  c,  S.  481.    Ein  anderer  einfacher  Beweis  dieses  Satzes  ist  von 
Lord  Rayleigh  gegeben  worden,  l.  c,  S.  805. 

2)  Prof.  der  Mathematik  in  Prag,  1789—1823.    Seine  Abhandlung  ,,Theorie 
der  Wellen''  wurde  in  den  Abh.  d.  k,  Böhm.  Ges.  d.  Wies.,  1802,  veröffentlicht 

Gilberts  AnndUn  der  Fhysik,  82,  1809). 

8)  „On  the  Exact  Form  of  Waves  near  the  Surface  of  Deep  Water**,  J^t7. 
Trans.,  1863  (Sc.  Papers,  S.  481). 


486  IX-  Oberflbchenwellea. 

folglich 

-^  =  kon8t.— ffj&-^e**oo8Jfc(o  +  cO)~c»c**co8it(o  +  cO  +  ic'e*"     W 

Für  ein  Teilobea  an  der  freiea  Oberfläche  muß  der  Dmck  kon- 
stant seinj  dies  erfordert,  daß 

«■-i.  (5) 

wie  in  §  228.     Dies  ergibt 

^  -  Iionst.  -gb  +  ^c'e'^K  (6) 

Es  ist  aus  Gleichung  (1)  klar,  daß  die  Bahn  des  Teilchens  (a,  b) 
eis  ^eis  mit  dem  Radios  k~^^^  ist. 

Die  Figur  zeigt  die  Linien  gleichen  Drackes  fr  =  konsi  für  eine 
Reihe  äquidistanter  Werte  von  fr.*)  Die  Kurven  sind  Trochoiden, 
welche  dadurch  erhalten 
werden,  daß  man  Kreise 
mit  den  Radien  k~^  auf 
den  unteren  Seiten  der 
Linien  y—b-\-k~^  rollen 
läßt,  wobei  die  Abstände 
der  erzeugten  Punkte 
von  den  entsprechenden 
Zentren  k~  *^(!**8ind.  Jede 
dieser  Linien  kann  als 
eine  Darstellung  einer 
möglichen  freien  Ober- 
fläche betrachtet  werden, 
wobei  die  auSerste  zu- 
lässige Form  diejenige  der  Zykloide  ist.  Die  punktierten  Linien 
stellen  die  aufeinanderfolgenden  Formen  dar,  welche  von  einer  Linie 
von  Teilchen  eingenommen  werden,  die  vertikal  ist,  so  oft  sie  durch 
einen  Kamm  oder  durch  ein  Tal  geht. 

Es  ist  bereits  gesf^  worden,  daß  die  Flüssigkeit  bei  diesen  Wellen  in 
einer  Wirbelbewegung  begriffen  ist.  Um  dies  zu  beweisen,  bemerken  wir. 


udx  +  vSy  = 


„  St,- 


dy\ 


=  ^^Ä(c'^ 


k{a  +  ct)]  +  ce°*''da 


m 


was  kein  vollständiges  Differential  ist. 


1)  Die  AbbilduDg  iet  derjenigeD  sehr  ilhnlich,  welche  nispranglich  von 
G«ntner  gezeichnet  und  von  nachfolgen  den  Autoren  wiedergegeben  wurde. 
GerBtuera  eigene  Beweisführung  beruht  anf  einer  fehlerhaften  Annahme,  welohe 
jedoch  verhesBert  werden  kann.  Man  Bche  die  zweite  engÜBche  Auflage  dieses 
Buches,  %  23S. 
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Die  Zirkulation  in  der  Begrenzung  des  ParaUelogrammes^  dessen 
Ecken  mit  den  Teilchen 

(a,  6),  (a  +  da,  6),  (a,  b  4-  dft),  (a  +  da,  b  +  d6) 
zusammenfallen,  ist  nach  Gleichung  (7) 

und  der  Flacheninhalt  ist 

1^  dadb  -  (1  -  (^'')dadb. 
d  {a,  b)  ^  ^ 

Folglich  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  o  eines  Elementes  (a,  b) 

^--~^.'  (8) 

Dieser  Wert  ist  an  der  Oberfläche  am  gröBten  und  nimmt  mit 
wachsender  Tiefe  rasch  ab.  Sein  Sinn  ist  demjenigen  der  Umdrehung 
der  TeUchen  in  ihren  kreisförmigen  Bahnen  entgegengesetzt. 

Ein  System  derartiger  Wellen  kann  deshalb  nicht  durch  die 
Wirkung  solcher  Kräfte  aus  der  Ruhe  heraus  erzeugt  oder  aufgehoben 
werden,  wie  sie  in  den  allgemeinen  Betrachtungen  der  §§  17  und  33 
Torausgesetzt  wurden.  Wir  können  jedoch  annehmen,  daS  durch 
passend  gewählte  Drucke,  welche  auf  die  Oberfläche  der  Wellen 
wirken,  die  Flüssigkeit  allmählich  in  einen  Zustand  des  horizontalen 
Fließens  übergeführt  wird,  wobei  die  Geschwindigkeit  u'  eine  Funktion 

der  Ordinate  y   allein  ist.^)     Bei  diesem  Zustand  haben  wir  x-  — =  1, 

während  y   eine  Funktion  von  b  ist,  welche  durch  die  Bedingung 


d  {X,  y)       d  {X,  y) 


(9) 


d  ia,  h)        d  (a,  h) 
oder 

%  =  1  - «"'  (10) 

zu  bestimmen  ist.    Dies  ergibt 

und  deshalb 

w'=ce***.  (12) 

Für  das  Entstehen  dieser  Wellen  durch  gewöhnliche  Kräfte  ist 
also  als  Grundlage  eine  ursprüngliche  horizontale  Bewegung  erforder- 
lich,   welche    der    Fortpflanzungsrichtung    der   schließlich    erzeugten 

1)  Betreffs  einer  voUständigeren  Darlegung  siehe  Stokes,  Math,  and  Phys. 
Papers,  Bd.  I,  S.  222. 
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Wellen  entgegengesetzt  ist,  nnd  welche  überdies  von  der  Oberfläche 
aus  rasch  nach  nnten  zu  gemäß  dem  Gesetze  (12)  abnimmt,  wobei  b 
eine  Funktion  von  y  ist,  welche  durch 

bestimmt  wird. 

Es  ist  zu  bemerken,  daß  diese  rotationellen  Wellen,  wenn  sie 
einmal  erzeugt  sind,  das  Bewegungsmoment  0  besitzen.^) 

§  248.  Bei  seinen  interessanten  experimentellen  Untersuchungen 
wurde  Scott  Russell  dazu  geführt,  einer  besonderen  Form  von  Wellen 
große  Aufmerksamkeit  zu  schenken,  welche  er  als  die  ^^EinBeUodU^ 
bezeichnet.')  Dies  ist  eine  Welle,  welche  aus  einer  einzigen  Erhebung 
besteht,  deren  Höhe  nicht  notwendig  klein  gegen  die  Tiefe  der  Flüssig- 
keit ist,  die  aber,  wenn  sie  einmal  erzeugt  ist,  sich  längs  eines  gleich- 
förmigen Eanales  mit  nur  kleiner  oder  gar  keiner  Formänderung 
auf  eine  beträchtliche  Strecke  fortpflanzen  kann.  Wellen,  die  nur  ans 
einer  Senkung  von  ähnlichem  Betrag  bestehen,  zeigen,  wie  beobachtet 
wurde,  nicht  dieselbe  Beständigkeit,  sondern  lösen  sich  in  eine  Reihe 
kürzerer  Wellen  auf. 

Die  Einzelwelle  kann  als  eine  Grenzform  der  Stokesschen  Wellen 
Yon  permanentem  Typus  betrachtet  werden,  wobei  die  Wellenlänge 
groß  gegen  die  Tiefe  des  Eanales  ist,  sodaß  die  weit  gesonderten  Er- 
hebungen Yon  einander  praktisch  unabhängig  sind.  Die  von  Stokea 
gebrauchten  Näherungsmethoden  werden  jedoch  ungeeignet,  wenn  die 
Wellenlänge  viel  größer  als  die  Tiefe  ist,  imd  die  späteren  Unter- 
suchungen über  die  Einzelwelle  sind  deshalb  auf  anderem  Wege  aus- 
geführt worden. 

Die  erste  derselben  wurde  unabhängig  von  Boussinesq^)  und  von 
Lord  Rayleigh*)  gegeben.  Der  letztere  Autor  behandelt  die  Aufgabe 
als  eine  der  stationären  Bewegung,  indem  er  im  wesentlichen  von  der 
Formel 

q>  +  i^^  F{x  +  iy)  =  e'''F{x)  (1) 

ausgeht,  wo  F{x)  reell  ist.  Dies  ist  besonders  für  Fälle,  wie  den 
vorliegenden,  geeignet,  wo  eine  aus  der  Schar  der  Stromlinien  gerad- 
linig ist.     Aus  Gleichung  (1)  leiten  wir 


1)  Ein  System  genauer  Formeln,  welche  nach  dem  Gerstnerschen  Vorbild 
den  Fall  stehmder  WeUen  darstellen,  ist  yon  Gnyon  angegeben,  Comptes  Bendus^ 
117,  S.  722,  1898. 

2)  „Export  on  Waves**,  Brit  Ass.  Rep.^  1844. 

3)  Comptes  Bendus,  19.  Jnni  1871. 

4)  l  c,  S.  805. 
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^  2!  '    4! 

-.8  4,6  I  \     ) 

,1,  =  yF' -  ^  F'"  +  f^  F- 

ab,  wo  die  Striche  Differentiationen  nach  x  bezeichnen.  Die  Strom- 
linie ^  =  0  bildet  hier  das  Bett  des  Eanales,  während  wir  an  der 
freien  Oberfläche  ^  =  —  cA  haben,  wo  c  die  gleichförmige  Geschwindig- 
keit und  h  die  Tiefe  in  den  Teilen  der  Flüssigkeit,  gleichviel  ob  vom 
oder  hinten,  bedeutet,  welche  von  der  Welle  unberührt  sind. 

Die  Bedingung  des  gleichförmigen  Druckes  längs  der  freien 
Oberfläche  gibt 

w«  +  t;«  =  c«-2(7(y-Ä),  (3) 

oder,  wenn  man  aus  Gleichung  (2)  einsetzt, 

r^  -  y^rr''  +  y^r^^  +  — ^-,2g(j,--hy         (4) 

Aber  nach  Gleichung  (2)  haben  wir  längs  derselben  Oberfläche 

yF'-(^F"'  + ch.  (5) 

Es  bleibt  noch  übrig,  F  aus  den  Gleichungen  (4)  und  (5)  zu  elimi- 
nieren; das  Ergebnis  wird  eine  Differentialgleichung  sein,  welche  die 
Ordinate  y  der  freien  Oberfläche  zu  bestimmen  gestattet.  Wenn  die 
Funktion  F\x)  und  ihre  Differentialquotienten,  wie  wir  annehmen 
wollen,  sich  so  langsam  mit  x  ändern,  daß  sie  sich  nur  um  einen  kleinen 
Bruchteil  ihrer  Werte  ändern,  wenn  x  um  einen  Betrag  wächst,  der 
mit  der  Tiefe  h  vergleichbar  ist,  so  werden  die  Glieder  in  (4)  und  (5) 
aUmählich  an  Größe  abnehmen,  und  die  fragUche  Elimination  kann 
durch  stufenweise  Annäherungen  ausgeführt  werden. 
Aus  Gleichung  (5)  ergibt  sich 

wenn  wir  nur  die  Glieder  von  der  zuletzt  hingeschriebenen  Ordnung 
bewahren,  so  lautet  Gleichung  (4): 

y«        3  y\y)   ^y    \y)       Ä«  c«Ä»       ' 

oder  vereinfacht, 

1  a.  1  y"  _}  tL       ^  _  ^9(y-h)  .„. 

y«  "^   3    y         3    y*  ^  h*  c»Ä»       *  ^^ 

Wenn  wir  mit  y  multiplizieren  und  integrieren,  femer  die  will- 
kürliche Konstante  so  bestimmen,  daß  y  ^0  für  y  =  A  ist,  so  er- 
halten wir 
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oder 


g(y-A)' 

c'h* 


^  =  39-«'('-f) 


(8) 


c 

Folglich  yerschwindet  y  nur  {ilry^h  und  y^--,  und  da  der  letzte 

c*     ^ 
Faktor  positiv  sein  muß^  so  ergibt  sich,  daß  —  ein  Maximum  von  y 

*f  ^^ 

ist.     Daher  besteht  die  Welle  ganz  aus  einer  Erhebung,  und  wenn 

wir   die   maximale   Höhe   über   dem   ungestörten   Niveau   mit   a  be- 
zeichnen, so  haben  wir 

c»  =  ^(Ä  +  a),  (9) 

was  gerade  die  empirische  Formel  für  die  Wellengeschwindigkeit  ist, 
welche  von  Russell  vorgeschlagen  wurde. 

Die  Grenzform  der  WeUe  muß  wie  in  §  246  einen  scharfen 
Kamm  von  120^  haben;  und  da  die  Flüssigkeit  hier  in  Buhe  ist,  so 
werden  wir 

haben.     Wenn  die  Formel  (9)  auf  diesen  extremen  Fall  anwendbar 
wäre,  so  würde  a  =  ä  folgen. 
Wenn  wir  der  Kürze  halber 


y  —  h^7l 

Sa       ^ 

setzen,  so  finden  wir  aus  Gleichung  (8) 

V  -  ± ;  (1  - 1)*, 


(10) 


was  integriert 


^l'^'a  sech«  5  ^ 


(11) 


(12) 


gibt,  wenn  der  Anfangspunkt  von  x  unter  dem  Kamm  genommen  wird. 
Es  gibt  keine  bestimmte  „Länge"  der  Welle,  aber  wir  können 


,  1   4  ■  ■  ■  H* 


jr' 


O 


X 


als  ungefähre  Andeutung  ihrer  Ausdehnung  bemerken,  daß   die  Er- 
hebung  der  zehnte  Teil  ihres  maximalen  Wertes  ist,  wenn  -^  =  3,636. 
Die  beigefügte  Kurve 

t/  =  1  +  i  sech^  \x 


a 

b 

h 

h 

0,1 

1,915 

0,2 

1,414 

0,8 

1,202 

0,4 

1,080 

0,6 

1,000 

0,6 

0,948 

0,7 

0,900 

0,8 

0,866 

0,9 

0,889 

1.0 

0,816 
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stellt  das  Wellenprofil  für  den  Fall  a^^h  dar.  Für  niedrigere 
Wellen  muß  der  Maßstab  von  y  verkleinert,  und  der  von  x  vergrößert 
werden ;  wie  in  der  beigefügten  Tabelle  angegeben  ist, 

welche  das  Verhältnis  -j-y  das  den  horizontalen  Maßstab 
bestimmt,  für  verschiedene  Werte  von   -,-  entMlt. 

n 

Wenn  man  die  obigen  Rechnungen  durchsieht,  so 
wird  man  finden,  daß  bei  den  Annäherungen  die  vierte 

Potenz  des  Verhältnisses  -^r-  vernachlässigt  worden  ist. 

Wenn  wir  der  Flüssigkeit  eine  Geschwindigkeit  —  c 
parallel  zur  o;- Achse  erteilen,  so  erhalten  wir  den  Fall 
einer  fortschreitenden  Welle  auf  ruhigem  Wasser.  Es 
ließe  sich  dann  leicht  beweisen,  daß,  wenn  das  Ver- 
hältnis   ,-   klein   ist,   die   Bahn  jedes  Teilchens   einen   Bogen   einer 

Parabel  bildet,  deren  Achse  vertikal  und  deren  Scheitel  nach  oben 
zu  liegt.  ^) 

Auf  den  ersten  Anblick  dürfte  es  aussehen,  als  wäre  die  obige 
Theorie  mit  den  Ergebnissen  des  §  185  im  Widerspruch,  wo  be- 
hauptet wurde,  daß  eine  Welle  von  endlicher  Höhe,  deren  Länge 
groß  gegen  die  Tiefe  ist,  notwendig  eine  beständige  Formänderung 
beim  Vorwärtsschreiten  erfahren  muß,  und  daß  ferner  die  Veränderungen 
um  so  rascher  vor  sich  gehen  sollen,  je  größer  die  Erhebung  über 
das  ungestörte  Niveau  ist.  Die  genannte  Untersuchung  erfordert  jedoch 
eine  so  große  Wellenlänge,  daß  die  vertikale  Beschleunigung  vernach- 
lässigt werden  kann,  woraus  folgt,  daß  die  horizontale  Geschwindig- 
keit nahezu  gleichförmig  von  der  Oberfiäche  bis  auf  den  Orund  ist 
(§  171).  Die  eben  gegebene  Tabelle  zeigt  andererseits,  daß  die  Einzel- 
welle um  so  fiacher  ist,  je  länger  sie  ist.  Mit  anderen  Worten,  je 
mehr  sie  sich  dem  Charakter  einer  langen  Welle  im  Sinne  von  §  171 
nähert,  um  so  leichter  wird  die  Formänderung  durch  eine  geringe  An- 
passung der  Geschwindigkeiten  der  Teilchen  abgewendet.*) 

Die  Bewegung  an  den  Grenzen  der  Einzelwelle  kann  durch  eine 
sehr  einfache  Formel  dargestellt  werden.  Indem  wir  eine  Einzelwelle, 
welche  sich  in  der  positiven  o:- Richtimg  fortpfianzt,  betrachten  und 
den  Ursprung  in  einen  Punkt  des  Gnmdes  auf  der  Vorderseite  der 
Welle  verlegen,  nehmen  wir  an,  daß 

q>  =-  ^e-'»('-cO  cos  my,  (13) 

Dies  erfüllt  die  Gleichung 

1)  Bonsflinesq,  l.  c. 

2)  Stokes,  „On  the  Highest  Wave  of  Uniform  Propagation^\  Proc.  Camb, 
Phil  Soc.,  4,  S.  871,  1888  {Math,  and  Phys.  Papers,  Bd.V,  S.  140). 
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und  die  Oberfiächenbedingang 


K?  +  ^ff-0  (14) 

wird  auch  für  y  «»  ä  befriedigt,  wenn 

^^gk*^.  (15) 

Wie  man  findet^  stimmt  dies  nahezu  mit  Lord  Rayleighs  Untersuchung 
überein^  wenn  man  w  «=  6"  ^  setzt. 

Die  obige  Bemerkung,  welche  dem  Verfasser  von  dem  yerstorbenen 
Sir  George  Stokes*)  gütigst  mitgeteilt  wurde,  war  durch  eine  Unter- 
suchung von  McCowan*)  veranlaßt  worden,  welcher  zeigte,  daB  die 
Formel 

^-^  --(x  +  iy)  +  a  tangh  \m{x  +  iy)  (16) 

die  Bedingungen  bis  auf  einen  hohen  Grrad  der  Annäherung  erfüllt, 
wenn 

c*  =  -  tang  mh  (17) 


m 
und 

wa  =  -J  sin*  w  (A  +  -J  a) 

a  =^  a  tang  ^mQi  +  a) 


(18) 


wobei  a  die  maximale  Erhebung  über  das  mittlere  Niveau  und  a  eine 
Hilfskonstante  bezeichnet.  In  einer  späteren  Abhandlung  wurde  die 
extreme  Form  der  Welle  geprüft,  wobei  der  Kamm  einen  scharfen 
Winkel  von  120®  büdet«)  Für  den  extremen  Wert  des  Verhält- 
nisses ^  wurde  0,78  gefanden,  in  welchem  Falle  die  Wellengeschwindig- 
keit durch  (?  ==  1,56  gh  gegeben  ist. 

§  248.  Die  Untersuchung  von  Lord  Sayleigh  und  Boussinesq 
läßt  sich  so  umändern,  daß  sie  die  Theorie  eines  Wellenzugs  von 
endlicher  Höhe  in  einem  Kanal  von  begrenzter  Tiefe  gibt.*)    Bei  der 


1)  Vergl.  seine  Math,  and  Phys,  Papers,  Bd.  V,  S.  162. 

2)  „On  the  Solitary  Wave^S  Phil.  Mag.  (6),  82,  S.  46,  1891. 

3)  „On  the  Highest  Waye  of  Permanent  Type",  Phil.  Mag.  (6),  38,  S.  361,  1894. 

4)  Korteweg  und  De  Vries,  „On  the  Change  of  Form  of  Long  Wavee  advan- 
oing  in  a  Rectangolar  Canal,  and  on  a  New  Type  of  Long  Stationaiy  Waves^^, 
Phü.  Mag.  (6),  39,  S.  422,  1896.  Die  Methode  dieser  Autoren  ist  etwas  anders. 
Wie  der  Titel  anzeigt,  enthalt  die  Arbeit  überdies  eine  Untersuchung  darüber, 
wie  das  Wellenprofil  sich  in  jedem  Augenblick  ändert,  wenn  die  Bedingfangen 
für  die  Permanenz  der  Form  nicht  erfüllt  sind. 

Betreifs  anderer  Umarbeitungen  der  Methode  von  Lord  Rayleigh  verweisen 
wir  auf  Gwyther,  Phil.  Mag.  (6),  60,  S.  213,  308  und  349,  1900. 
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als  stationär  gedachten  Bewegung  wird  das  Moment  pro  Wellen- 
länge l  durch 

JJqudxdy-.-qJJ^^dxdy  =  -QM>,X  (19) 

dargestellt,  wo  ^^  der  freien  Oberfläche  entspricht.  Wenn  h  die  mitt- 
lere Tiefe  ist^  so  kann  dieses  Moment  gleich  qchX  gesetzt  werden, 
wo  c  die  mittlere  Stromgeschwindigkeit  bezeichnet.  Unter  dieser 
Voraussetzung  haben  wir  an  der  Oberfläche  wie  vorher  ^i  =»  —  ch. 
Die  willkürliche  Konstante  in  Gleichung  (3)  hingegen  muS  vorläufig 
unbestimmt  bleiben,  sodaß  wir  folgendermaßen  schreiben: 

v?  +  ^  =  C-2gy,  (20) 

An  Stelle  von  Oleichung  (8)  finden  wir  dann 

y*  =  ,4|i(y-0(»i-y)(y-Ä,),  (2i) 

WO  \  und  \  die  obere  und  untere  Orenze  von  y  sind,  und 

^  =  Ä^-  (22) 

Es  leuchtet  ein,  daß  l  nicht  größer  als  \  sein  kann. 
Wenn  wir  jetzt 

y^\  cos^  X  +  h^sw^x  (23) 

schreiben,  so  finden  wir 

/J  ^  =  yi  -  *»  sin«z,  (24) 

WO 


Wenn  die  y-Achse  durch  einen  Kamm  gelegt  ist,  so  haben  wir 

0 

und 

y  -  A^  +  (Äj  ~  Ä,)  cn»  J  .       [mod.  *] .  (27)^ 

Die  Wellenlänge  wird  durch 


J  yi  —  k*  Bin« 


2^/;-4f=..=  -2/J^j(Ä)  (28) 

0 


1)  Die  durch  Gleichung  (27)  dargestellten  Wellen  heißen  bei  den  genannten 
Autoren  „cnoidal  wavee^S  Betreffs  der  Methode,  zu  einer  weiteren  Ann&herung 
fortzuschreiten,  müssen  wir  auf  die  ursprüngliche  Arbeit  verweisen. 
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gegeben.     Aus  (23)  und  (24)  folgt  ferner 
fydx^2ßh-^'^^±^^dz^2ß[lF,ik)  +  ih,-l)E,(k)).  (29) 

0  0 

Da  dies  gleich  hk  sein  muß,  so  haben  wir 

{h-l)F,{k)^(h,-l)E,(k).  (30) 

In  den  Gleichungen  (25),  (28)  und  (30)  haben  wir  vier  Be- 
ziehungen^ welche  die  sechs  Größen  h^,  h^^  l^  hy  X,  ß  verknüpfen, 
Bodaß  die  übrigen  mathematisch  bestimmt  sind,  wenn  zwei  derselben 
willkürlich  vorgeschrieben  sind.  Die  Wellengeschwindigkeit  c  wird 
dann  durch  Gleichung  (22)  gegeben.^)  Die  Form  der  Wellen  und 
ihre  Geschwindigkeit  werden  z.  B.  durch  die  Länge  A  und  die  Höhe  A^ 
der  Kämme  über  dem  Grund  bestimmt. 

Die  Einzelwelle  des  §  248  ist  als  ein  besonderer  Fall  einge- 
schlossen. Wenn  wir  l  =  h^  setzen^  so  haben  wir  k'^l,  und  die 
Formeln  (28)  und  (30)  zeigen  dann,  daß  A  =  c»,  h^^h. 

§  260.  Die  Theorie  der  Wellen  von  permanentem  Typus  ist 
durch  Helmholtz  in  eine  Beziehung  zu  einem  allgemeinen  Prinzip 
der  Dynamik  gebracht  worden.*) 

Wenn  wir  in  den  Bewegongsgleichungen  eines  gyrostatischen 
Systemes  (24)  des  §  141  ^y 

Vi  ~  — 


Q.-- 


dV_ 
dqt 


Qn-- 


(1) 


setzen,  wo  V  die  potentielle  Energie  ist,  so  ergibt  sich,  daß  die  Be- 
dingungen   der    stationären   Bewegung    bei    konstanten  Werten   von 


ffi;  ft; 


^in 


(F+ir)  =  oJ 


(2) 


1)  Wenn  die  Tiefe  endlich  ist,  so  erhebt  sich  die  Frage,  was  überhaupt 
unter  dem  Ausdruck  „Wellengeschwindigkeit"  zu  verstehen  ist.  Die  im  Text 
betrachtete  Geschwindigkeit  ist  die  des  Wellenprofils  in  Bezug  auf  den  Träg- 
heitsmittelpunkt der  Flüssigkeitsmasse,  welche  zwischen  zwei  vertikale  Ebenen 
eingescblodsen  ist,  die  um  eine  Wellenlänge  entfernt  sind.  Yergl.  Stokes,  Maik. 
and  Phys.  Papers,  Bd.  I,  S.  202. 

2)  „Die  Energie  der  Wogen  und  des  Windes",  Berl.  MofuUaber.,  17.  Juli 
ISUO  {Ges.  Abk.,  Bd.  III,  S.  383). 
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lauten,  wobei  K  die   Energie  der  Bewegung   ist,  die   irgendwelchen 

vorgeschriebenen  Werten   der   Koordinaten  q^y  g'g,  . . .,  q^   entspricht, 

wenn  dieselben  durch  Anbringung  geeigneter  äußerer  Kräfte  konstant 

erhalten  werden. 

Es  wird  vorausgesetzt,  daß  diese  kinetische  Energie  durch  die 

konstanten  Momente,   welche   den   ignorierten  Koordinaten  %j  %y  ... 

entsprechen,   und   durch  die   „greif baren*'  Koordinaten  ^i,  ft,  . . .,  ^, 

ausgedrückt  ist.     Sie  kann  jedoch  auch  durch  die  Geschwindigkeiten 

X,  z',  . .  .  und  durch  die  Koordinaten  ^i,  Q'a, .. .,  ^„  ausgedrückt  werden; 

in  dieser  Form  bezeichnen  wir  sie  mit  T^.    Genau  wie  in  §  242  kann 

gezeigt  werden,  daß 

dT^ oK 

dqr  dqr' 

sodaß  die  Bedingungen  (2)  mit 

A(F-T,)=.0,     ^(F-To)  =  0,  ...,  ^|^(F-To)  =  0      (3) 

gleichbedeutend  sind. 

Es  ist  also  die  Bedingung  für  eine  freie  stationäre  Bewegung  mit 
irgendwelchen  vorgeschriebenen  Werten  von  Qi,  q^,  -  -  *y  Q„  die,  daß  der 
entsprechende  Wert  von  V  +  K  oder  V—  Tq  stationär  sein  muß.  VergL 

§  202  (11). 

dV 
Wenn  wir  femer  —  ^ \-  Q^  in  den  Gleichungen  des  §  141  für 

Q^  schreiben,  sodaß  Q^  jetzt  eine  Komponente  der  äußeren  Kraft  be- 
zeichnet, so  finden  wir,  indem  wir  der  Reihe  nach  mit  g^,  &,  . . .,  q^ 
multiplizieren  und  addieren, 

-^-{^  +  V+K)^Q,q,+  Q,q,+...  +  Q,q„  (4) 

wo  ffi  der  Teil  der  Energie  ist,  welcher  von  den  Geschwindigkeiten 
ili)  Qif  '  '  'f  in  abhängt.  Aus  demselben  Grunde  wie  in  §  204  folgt, 
daß,  falls  dissipative  Strafte  vorhanden  sind,  welche  die  Koordinaten 

Qiy  ^2>  •  •  •;  Qnf  ^^^^  nicht  die  ignorierten  Koordinaten  %)  Xi  •  •  •  ^^ 
einfiussen,  die  Bedingung  der  säkularen  Stabilität  so  lautet,  daß 
V  +  K  ein  Minimum  sein  soll. 

Wenn  wir  dies  auf  die  Aufgabe  der  stationären  Wellen  anwenden, 
so  werden  wir  an  Klarheit  gewinnen,  wenn  wir  aUe  Unendlichkeiten 
aus  der  Frage  entfernen,  indem  wir  uns  vorstellen,  daß  die  Flüssig- 
keit in  einem  ringförmigen  Kanal  von  gleichförmigem  rechteckigen 
Querschnitt  und  sehr  großem  Radius  zirkuliert,  wobei  die  Seiten  des 
Rechteckes  horizontal  bzw.  vertikal  sind.  Es  kann  angenommen 
werden,  daß  die  generalisierte  Geschwindigkeit  ;^,  welche  der  igno- 
rierten Koordinate  entspricht,  gleich  dem  Fluß  durch  die  Einheit  der 
Breite  des  Kanales  ist,  und  das  konstante  Moment   der  Zirkulation 
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kann  durch  die  zyklische  Konstante  x  ersetzt  werden.  Die  Koordinaten 
Qi)  Q%f  '  •  '9  in  ^^^  allgemeinen  Theorie  werden  jetzt  durch  den  Wert 
der  Oberflachenerhebung  rj  dargestellt^  wobei  diese  als  eine  Funktion 
der  Raumkoordinate  x  der  Längsrichtung  betrachtet  wird.  Die  ent- 
sprechenden Komponenten  der  äußeren  Kraft  werden  durch  willkfir- 
liehe  Drucke  dargestellt,  die  auf  die  Oberfläche  wirken. 

Wenn  l  den  gesamten  Umfang  des  Kanals  bezeichnet,  dann  haben 
wir  pro  Einheit  der  Breite 

V-yQJV^d^y  (5) 


w^o  rj  der  Bedingung 


/ 


ridx=^0  (6) 


unterworfen  ist. 

Wenn  wir  ebenso  leicht  einen  allgemeinen  Ausdruck  ftlr  die 
kinetische  Energie  der  stationären  Bewegung  erhalten  könnten,  welcher 
irgend  einer  Torgeschriebenen  Form  der  Oberfläche  entspricht,  so 
¥nirde  die  fragliche  Bedingung  in  je  einer  der  obigen  Formen  durch 
das  gewöhnliche  Verfahren  der  Variationsrechnung  zu  einer  Bestimmmig 
der  etwaigen  möglichen  Formen  der  stationären  Wellen  führen.^) 

Praktisch  ist  dies  nur  durch  stufenweise  Annäherungsmethoden 
ausführbar.  Es  dürfte  jedoch  zur  Erläuterung  der  Sache  dienen,  wenn 
wir  auf  Grundlage  der  eben  angeführten  Theorie  die  Resultate  wieder- 
herstellen, welche  wir  bereits  für  lange  Wellen  mit  unendlich  kleiner 
Amplitude  erhalten  haben. 

Wenn  h  die  Tiefe  des  Kanales  ist,  so  ist  die  Geschwindigkeit  in 
irgend  einem  Querschnitt,  wenn  die  Oberfläche  mit  der  willkürlichen 

Erhebung  ri  in  Ruhe  gehalten  wird,  gleich  ,  ?— >  ^^  X  ^®^  Fluß  ist. 
Folglich  haben  wir  für  die  zyklische  Konstante  näherungsweise 

X  =  if(h  +  n)-^dx  =  ^{(l+  ^rjri'dx),  (7) 


1)  Betreffs  einiger  allgemeiner  Betrachtungen,  welche  sich  anf  das  Problem 
der  stationären  Wellen  an  der  gemeinschaftlichen  Grenzfläche  zweier  Strome  be- 
ziehen, mag  auf  die  Arbeit  von  Helmholtz  verwiesen  werden.  Diese  enth&lt 
femer  am  Ende  einige  Betrachtungen,  die  sich  auf  Berechnungen  von  Energie  und 
Bewegungsmoment  gründen,  betreffs  der  Länge  der  Wellen,  welche  durch  einen 
Wind  von  gegebener  Geschwindigkeit  erregt  würden.  Diese  scheinen  die  An- 
nahme zu  enthalten,  daß  die  Wellen  notwendig  von  permanenter  Form  sind,  da 
wir  nur  auf  Grund  einer  solchen  Hypothese  einen  bestimmten  Wert  für  das 
Moment  eines  Wellenzuges  mit  kleiner  Amplitude  erhalten. 
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wo  das  Glied  der  ersten  Ordnung  in  17  yermöge  der  Oleichnng  (6) 
weggelassen  ist 

Die  kinetische  Energie  ^Qxx  kann  sowohl  durch  %  ^^^  durch  x 
ausgedrückt  werden.     Wir  erhalten  auf  diese  Weise 

^o'i'-f(l  +  mßäx),  (8) 

u 

0 

Der  yeränderliche  Teil  von  F—  T^  ist 

\(f(9-^^)frdx,  (10) 

0 

und  derjenige  yon  V+  K  ist 

0 

Es  ist  klar,  daß  diese  beide  für  17  =  0  stationär  sind,  und  femer, 
daß  sie  für  alle  unendlich  kleinen  Werte  von  rj  stationär  sind,  wenn 

X*  =  gh^     oder     x*  =  ghP. 

Wenn  wir  %  =^  ch  oder  x^  cl  setzen,  so  lautet  diese  Bedingung 

c»  -  gh,  (12) 

iu  Übereinstimmung  mit  §  174. 

Es  ergibt  sich  überdies,  daß  die  Annahme  iy  —  0  den  Wert  F+  K 
zu  einem  Maximum  oder  Minimum  macht,  je  nachdem  (?  größer  oder 
kleiner  als  gh  ist.  Mit  anderen  Worten,  die  ebene  Form  der  Ober- 
fläche ist  säkular  stabil,  wenn  und  nur  wenn  c  <  Ygh,  Es  ist  jedoch 
zu  bemerken,  daß  die  hier  betrachteten  dissipativen  Kräfte  yon  be- 
sonderem Charakter  sind,  sie  beeinflussen  nämlich  die  yertikale  Be- 
wegung der  Oberfläche,  uicht  aber  direkt  die  Strömung  der  Flüssig- 
keit. Wenn  Drucke  angebracht  werden,  welche  irgend  eine  gegebene 
Form  der  Oberfläche  aufrecht  erhalten  sollen,  so  ist  nach  §  174  ein- 
leuchtend, daß  diese  Drucke  für  <?  >  gh  am  größten  in  den  Er- 
hebimgen  und  am  kleinsten  in  den  Senkungen  sein  müssen.  Wenn 
daher  die  Drucke  eutfernt  werden,  so  werden  die  Unregelmäßigkeiten 
der  Oberfläche  zu  wachsen  streben. 
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Wellenbewegang  in  swei  horizontalen  Dimensionen. 

§  261.  Wir  wollen  zunächst  einige  Falle  der  Wellenfortpflanznng 
in  zwei  horizontalen  Dimensionen  x  und  y  betrachten.  Die  if- Achse 
soll  senkrecht  nach  oben  gezogen  sein;  unter  der  Yoranssetzung  un- 
endlich kleiner  Bewegungen  haben  wir  dann 

f=^,^-^.+F(<),  (1) 

wo  (p  der  Gleichung 

Aip  -  0  (2) 

genügt     Die   willkürliche   Funktion  F(t)   mag   in   dem   Werte   yon 

~  eingeschlossen  sein. 

Wenn  wir  den  Anfangspunkt  in  die  ungestörte  Oberfläche  Ter- 
legen  imd  durch  g  die  Erhebung  über  dieses  Niveau  zur  Zeit  i  be- 
zeichnen, so  muß  an  der  Oberfläche  die  Druckbedingung 

« -  7  [VI]...  («) 

erfüllt  werden,  und  die  kinematische  Oberflächenbedingung  ist 
vergL  §  226.     Für  £r  =  0  müssen  wir  folglich 

a;+^lf  =  o  (5) 

haben,  oder  in  dem  Falle  einer  einfachen  Schwingung 

wenn  e^(^^+«)  der  Zeitfaktor  ist. 

Wir  setzen  yoraus,  daß  die  Flüssigkeit  sich  in  horizontaler 
Richtung  sowie  nach  unten  bis  in  das  Unendliche  erstreckt;  wir 
wollen  zunächst  die  Wirkung  einer  örtlichen  Anfangsstörung  kurz 
untersuchen,  wenn  Symmetrie  um  den  Ursprungspunkt  herrscht. 

Im  Hinblick  auf  §  100  sieht  man  leicht,  daß  die  typische  Lösung 
für  den  Fall  anfänglicher  Ruhe 

^  =  cosötJ^ikoj)         j 

lautet,  vorausgesetzt,  daß  wie  in  §  227 

ö'  =  glc.  (8) 
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Um  dieses  Resultat^  der  Bedingung  der  Symmetrie  gemäß  ^  zu 
yeraUgemeinem,  gehen  wir  auf  den  Satz  (12)  des  §  100  zurück^ 
nämlich 

/•(Ö5)  =  /Vo  (km)  k  dhjfia)  J,  (*«)  a  da.  (9) 

Den  Anfangsbedingungen 

entsprechend  haben  wir 


o'  1  W 


OB  OB 

^  -  gf^^-  e*'  eTo  (ÄSy)  t  dkff{a)  J^  {Jca)  a  da 

0  0 

>  • 

OD  OD 

f  =  /  COS  6t  Jq  (km)  kdk  I  f{a)  Jq  (ka)  a  da 

0  0 


(11) 


Um  den  Fall  einer  anfänglichen  Erhebung,  welche  auf  die  un- 
mittelbare Nähe  des  Eoordinatenanfangspunktes  konzentriert  ist,  zu 
verfolgen,  setzen  wir 


Jf{a)2%ada^l  (12) 


und  erhalten 


00 


9  -  /-  J^  e"  Jo  (*55) * dk.  (13) 


Indem   wir    den   Sinus    entwickeln   und    die   Formel  (8)    anwenden, 
folgt 


0 

"        8!  '^    -^ 

'61     '' 

Wenn  wir* 

Z  ^ 

--  r  cos  ö 

o5  « 

r  sin  0 

]^'J^(kS!)dk.         (14) 


(15) 
schreiben,  so  haben  wir  nach  Gleichung  (9)  des  §  102 

00 

p'J,{küi)dk  =  :^,  (16) 

mithin^) 


1)  Hobflon,  Proc.  Land,  Math.  SoCy  26,  S.  72  und  78.     Diese  Fonnel  ist 
jedoch  nicht  nnentbehrlich;  siehe  die  Anmerkung  auf  S.  449. 

82* 
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OD 


ß 


^'J,iküi)]<rdk  -  (j-)"-  -nl^,  (17) 

0 

WO  ft  —  cos  0  (vergl.  §  85).     Folglich 

Hieraas  wird  der  Wert  yon  {;  durch  die  Formel  (3)  abgeleitet 
Nach  den  §§  84  und  85  haben  wir 

P    rOWr      lyl-»-  -(^n-l)   ,  (19) 

folgUchO 

*»        2äOM2!     O  6!     Vo/   ^        tO!        \0/  J  ^    ^>' 

Es  zeigt  sichy  daß  jede  besondere  Phase  der  Bewegung  mit  einem 

at* 

besonderen  Werte  von  ^  verknüpft  ist,  und  daß  deshalb  die  ver- 
schiedenen Phasen  sich  in  radialer  Richtung  nach  außen  hin  fort- 
pflanzen, jede  mit  einer  konstanten  Beschleunigung. 

Bis  jetzt  ist  kein  Ausdruck  für  die  Reihe  in   der  Formel  (20) 
gefunden  worden,  welcher  der  Formel  (20)    des   §  236   analog  und 

somit  für  den  Fall  brauchbar  wäre,  wo     -   groß   ist     Gauchy  und 

Poisson  haben  jedoch  Annäherungsmethoden  gegeben.  Die  Methode 
des  letzteren  ist  ihrem  Wesen  nach  die  folgende.  Da  nach  Glei- 
chung (7)  des  §  100 

Jq  (kCj)  =  ^  /  cos  (fc fiy  cos  ß)  d/J,  (21) 

0 

80  kann  die  zweite  der  Gleichungen  (11)  im  vorliegenden  Fall  durch 

g  =  lim  [—  ^  ^,  Tcos  6t  e*' dk  1  cos  (fcöJ  cos  ß)  rf/S]         (22) 

ersetzt  werden,  wo  angenommen  ist,  daß  z  vor  dem  Grenzübergang 

negativ  ist.  Wenn  |-,  imd  deshalb  um  so  mehr  ^m  ~B^  ^^^  ^^^  ®^ 
kann  genau  wie  in  §  236  gezeigt  werden,  daß 

OB 

lim   /  cos  6t  cos  (k o7  cos ß)  &^  dk  =  ^a^^ß  (^^"^  i fij'  +  sin  ^ ©') ,    (23) 


1)  Dieses  Resultat  wurde  von  Gauchy  und  Poisson  gegeben. 
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t ^-n  Ki  *  /{ C08  a«  sec^)  +  sin  (i(D  sec/J) }  — J-,    (24) 

wo 

<»  =  li'-  (25) 

Das  bestimmte  Integral  in  (24)  ist  gleichbedeutend  mit 

OD 

/  { cos  (^  (D  cosh  1*)  +  sin  (^  cj  cosh  u) }  }/cosh  w  du,  (26) 


0 

oder 

OD 

j  { C08 (i 


CD  +  osinh'^u)  +  sin(}(9  +  ajsmli*^u)} 

i  y  cosh  1«  -f  cosh  \  u    > 

Da 


>  • 


(27) 


j  cos((Dsinli*^u)d(sinh^u)=  j  sin(a}sinh*^i*)d(sinh^u)»=4^1/^^  (28) 

0  0 

so  reduziert  sich  der  erste  Teil  des  Integrals  (27)  auf 

]/^cosi(D.  (29) 

Der  Koeffizient  von  ä(sinh'^u)  in  dem  zweiten  Teil  verschwindet 
für  ti  =  0  imd  u  »  oo.  Poisson  fährt  damit  fort,  durch  eine  Reihe 
Yon  partiellen  Integrationen  zu  zeigen,  daß  dieser  zweite  Teil  für 
großes  (o  vernachlässigt  werden  kann.  Setzen  wir  den  Ausdruck  (29) 
in  (24)  ein,  so  finden  wir 

oder,  wenn  wir  folgerichtig  nur  das  wichtigste  Glied  behalten, 

5-/^.-1^'.  (31) 

ein  Resultat,  welches  von  Cauchy  und  Poisson  gegeben  ist. 

Es  ist  nicht  nötig,  sich  mit  der  Deutung  aufzuhalten,  da  sie 
leicht  nach  dem  zu  erraten  ist,  was  in  §  238  in  Bezug  auf  den  zwei- 
dimensionalen Fall  gesagt  wurde.  Die  Ergebnisse  wurden  von  Poisson 
auf  Grund  der  Annahm^  einer  anfänglichen  parabolischen  Senkung 
ausführlich  erörtert. 


&02 
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Wenn  ursprünglich  ein  Stoß  auf  die  obere  Flache  ausgeübt  wird, 
80  lautet  die  typische  Lösung 

9  —  cos  6t  &*  Jq  (Äsy) 

g  = <y  sin  <y^e7J>(*Jc5) 

Die  Verallgemeinerung,  gemäB  den  Anfangsbedingungen 


(32) 


fahrt  auf  die  Lösang 


5-0        V 


(33) 


00  OD 

g)  »  —  I  cos  6t€^*jQ(ko5)kdkf  F(a)jQ{ka)ada 


QC 


QC 


g  =• I  ösin^tJ^  (ko))kdk I F(a)jQ(ka)ada 


(34) 


Für   einen  Stoß,  welcher  auf  den  Ursprungspunkt   konzentriert 
ist,  wobei 


jF(a)2itada^  1 

0 

angenommen  wird,  finden  wir  insbesondere 

00 

q>  =  r —  /  cos  öt  c*'  Jq  (kC5)kdk, 

0 

Da  dies  in  der  Form 


(35) 


(36) 


(37) 


geschrieben   werden   kann,   so   finden  wir,   wenn  wir  die  Operation 
x-T  auf  die  Ausdrücke  in  den  Gleichungen  (18)  und  (20)  anwenden, 


99 


1    fJP»      gt*2lP,(ii)  ,  (gty  Sl P,(ii.) 


* 1 


^       2«p  l    r*  2!        r'        '      4!         r' 

^"'2«poM  6!     VO^'''         9!         \o^  'J 


(38) 


Wenn  ferner  ^  groß  ist,  so  haben  wir  an  Stelle  von  Gleichung  (31) 

••  tu 


g= Sin  —  • 


2-:r()0* 


(39) 
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§  252.  Wir  wollen  zunächst  die  Wirkung  eines  orÜichen 
periodischen  Druckes  untersuchen^  der  auf  die  Oberfläche  wirkt^  indem 
wir  der  Methode  des  §  239  folgen. 

Bei  der  dreidimensionalen  Form  des  Problems  haben  wir  an 
SteUe  der  Gleichung  (4)  des  §  239 

i>=-(>(|f-S'^  +  P9>)-  (1) 

Dies  gibt 

^"■"^"Tr  +  i9^o-^-  (2) 

Die  kinematische  Bedingung  (4)  des  §  251  gUt  wie  immer. 

Wenn  Symmetrie  um  die  ;P-Achse  besteht,  so  nehmen  wir  an,  daB 


dann  finden  wir 


Po  =  Jo  (*SJ)  ff"  \  .„. 

(</Ä»-tf»  +  tMC-7,  (4) 

und  folglich 

M  =  -*:=ö^«^o(*S7)^%  (5) 

WO 


0' 

X  =  — 

9 

110 

^^         9 


(6) 


wie  in  §  239. 

Einem  symmetrischen  Oberflächendruck 


entsprechend,  finden  wir  (siehe  Gleichung  (9)  des  §  251): 


00 


99t  -  -  «"'/^^i* //•(«)  ^.(*«)«^«-  (8) 

Ü  0 

Für  einen  Gesamtdruck  Pef^',  welcher  gleichfSrmig  über  einen 
Kreis  vom  Radius  a  verteilt  ist,  haben  wir  z.  B. 


OD 


0 

und  folglich 


ffia)  J,  {ha)  ada^  ^^^fj,  (ka)  ada-^J,  (ta),  (9) 


g^i  —  Z  go'  fJ^mM$^  j^^j^  (10) 

y*^*-  jta       J  *  — (x  — »fi,) 

0 
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Kehren  wir  zum  aUgemeinen  Fall  zurück;  da  gemäß  der  Differmtial- 
gleichung  von  J^ 

kW.ikm) ii^ir,l  J,(Äö),  (11) 


80  haben  wir 


00 


0  0 

Für  einen  Druck  F(f^*,  welcher  im  Ursprungspunkt  konzeniariert 
ist,  lautet  dies: 

9<ft--i^  äei'^dij  t  -  (« -  «>.)  ■  (i^> 


0 

Da  nach  Gleichung  (7)  des  §  192 


2    /* 

Jq (kiü)  =      I  sin  (k(o  cosh  u)  du,  (14) 


so  haben  wir 


OD 


,  (15) 


/omdk  _ _  1  / ^^  / .^-_      _p^-    —  dk 

0  0  0 

0  0 

wo  das  Integral  in  Bezug  auf  k  nach  der  Methode  des  §  241  trans- 
formiert ist. 

Jetzt  können  wir  ohne  Schaden  [i^^O  setzen^  sodaß 

^^,^^oJj^±i^  ^«4-,«      .  (16) 


0  0 


wo  Do  die  Funktion   ist,  welche   in   §  192   definiert  wurde.     Daher 
lautet  Gleichung  (13)  i): 

'dm 


0  0 

1)  Es  ist  hier  die  Identität 

_£    ^    jjj  _£_  g—  »w  f? cosh u  __  «.8p—  "> O oo8^  " ^'^    ^    (g—  »* O co8h M  ginh  <u\ 

©ao    a©  o  at/  ' 

gebiaucht  worden. 


,(17) 
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wo  die  Reihe  in  {  }  semikonvergent  ist  Für  Abstände  W,  welche 
groß  gegen  —  sind^  kommt  das  erste  Glied  allein  in  Betracht  und 
wir  haben  nahernngsweise 

9Qt  =  -  "^^  I),{X7S)  -  -  -»^  e-C'-'O-J«).  (18) 

Dies  gibt  ein  System  von  ringförmigen  Wellen,  deren  Amplitude  der 
Quadratwurzel  der  Entfernung  vom  IJrsprungspunkt  umgekehrt  pro- 
portional ist. 

Nehmen  wir  den  reellen  Teil  unserer  Ausdrücke^  so  finden  wir 
aus  Gleichung  (17) 

—  3*  ^  \~   ^od^^)  C08  6t  +  Glieder  mit  sin  6t,  (19) 

Der  Mittelwert  der  Arbeit,  welche  der  konzentrierte  Druck  P  cos  6t 
bei  der  Wellenerzeugung  pro  Zeiteinheit  leistet,  ist  demnach 

— oder    -TT  9  (20) 

also  der  fünften  Potenz  der  Frequenz  proportional  Der  Gegensatz 
zu  dem  Falle  einer  periodischen  Kraft,  welche  auf  einen  Punkt  eines 
unbegrenzten  elastischen  Körpers  wirkt,  und  anderer  ähnlicher  Auf- 
gaben, wo  die  geleistete  Arbeit  sich  wie  das  Quadrat  der  Frequenz 
verhält,  ist  vom  Standpunkte  der  Dynamik  dispergierender  Medien 
aus  interessant.^) 

§  253.  Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  die  Wirkung  einer  örtlichen 
Druckstörung  zu  untersuchen,  welche  mit  konstanter  Geschwindigkeit 
über  die  Oberfläche  fortschreitet.  Dies  wird  uns  wenigstens  in  den 
wichtigsten  Grundzügen  eine  Erklärung  des  eigentümlichen  Wellen- 
systemes  geben,  welches  einem  Schiffe  nachfolgt,  das  sich  in  genügend 
tiefem  Wasser  bewegt. 

Eine  vollständige  Untersuchung  nach  der  Art  der  §§  240  und  241 
würde  etwas  umständlich  sein;  aber  die  besonders  wesentlichen  Merk- 
male werden  mit  Hilfe  der  vorangehenden  Resultate  leicht  ver- 
ständlich. 

Wir  wollen  annehmen,  daß  ein  Druckzentrum  vorhanden  ist,  das 
sich  mit  der  Geschwindigkeit  c  längs  der  x- Achse  in  negativer  Richtung 
bewegt,  und  daß  sich  dieses  in  dem  betrachteten  Augenblick  im 
Punkte  0  befindet.  Die  Erhebung  ^  in  irgend  einem  Pimkte  P  kann 
von  einer  Reihe  unendlich  kleiner  Stöße  herrührend  angesehen  werden, 
welche    in    unendlich    kurzen,    gleichen    Zeitintervallen    auf   Punkte 


1)  §§  261  und  252  sind  einer  Arbeit  von  Lamb,  welche  auf  S.  463  erw&hnt 
ist,  entnommen. 
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der  ^-Aclise  rechts  von  0  ausgeübt  werden.  Unter  den  ringförmigen 
Wellensystemen^  welche  auf  diese^Weise  nacheinander  erzeugt  werden, 
werden  diejenigen  allein  dazu  beitragen,  eine  merkliche  Störung  im 
Punkt  P  zu  verursachen,  die  ihren  Ursprung  in  der  Nachbarschaft 
gewisser  Punkte  Q  haben,  welche  durch  die  Erwf^ung  bestimmt 
Werden,  daß  die  Phase  in  P  in  Bezug  auf  Schwankungen  der  Lage 
von  Q  stationär  ist.  Wenn  nun  t  die  Zeit  bezeichnet,  welche  vom 
Störungszentrum  gebraucht  wurde,  um  von  Q  nach  0  zu  gelangen, 
so  ist  in  P  die  Phase  der  bei  Q  erzeugten  Wellen  gemäß  Glei- 
chung (39)  des  §  251: 

f^'  +  i^.  (1) 

wo  (t>  »  QP.    Die  Bedingung  für  stationäre  Phase  ist  also 

ar«— .  (2) 

Da  bei  dieser  Differentiation  0  und  P  als  fest  zu  betrachten  sind,  so 
haben  wir  "ar  -=  c  cos  ö,  wo  ö  =«  OQP\  folglich 

0^  =  c^  — 25ysecÖ.  (3) 

Es  ist  femer  klar,  daß  die  Pimkte  in  der  unmittelbaren  Nachbar- 
schaft von  P,  fdr  welche  die  resultierende  Phase  die  gleiche  wie  in  P 

ist,  in  einer  Linie  senkrecht  zu  QP 
liegen.  Ein  Blick  auf  die  neben- 
stehende Figur  zeigt  dann,  daß  eine 
Kurve  konstanter  Phase  durch  die 
Eigenschaft  ausgezeichnet  ist,  daß 
die  Tangente  die  Strecke  zwischen 
dem  Ursprungspunkt  und  dem  Fuß- 
punkt der  Normalen  halbiert.  Wenn 
p  das  Lot  vom  Ursprungspunkt  auf 
die  Tangente  und  0  den  Winkel  bezeichnet,  welchen  p  mit  der 
rr-Achse  macht,  so  haben  wir  nach  einer  bekannten  Formel 

folglich: 

2l>  =  -  ■  f  cot  e,  (4) 

p  ==  a  cos^  0,  (5) 

Die  Kurven  gleicher  Phase  sind  in  der  folgenden  Figur  dargestellt, 
wobei  der  Phasenunterschied  von  einer  Kurve  zur  anderen  2ä  betragt. 

Dies  entspricht  einer  Änderung  des  Parameters  a  um • 
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Die  Eunren  sind  nach  den  Gleichungen 

a?  =  |>  cos  ö  —  -^  sin  ö  =      |  a  (5  cos  ö  —  cos  3  ö) 
y  =»  p  sin  ö  +  ,|  cos  ö  =  —  I a (sin  0  +  sin  3ö) 


(6) 


gezeichnet.^) 

Da  offenbar  zwei  derartige  Kurven  durch  jeden  Punkt  P  gehen, 
welcher     innerhalb     der 
Grenzen      des     Wellen- 
systems liegt,  so  ist  klar, 
daß    es    zwei    wirksame 
Stellungen  von  Q  gemäß 
der  vorhergehenden  Dar- 
legung  gibt.     Dieselben    O 
sind     durch     eine     sehr 
einfache  Konstruktion  zu 
bestimmen.  Man  halbiere 
nämlich  die  Strecke  OP 
in    C    imd    ziehe    einen 
Ejreis  mit  CP  als  Durch- 
messer.   Wenn  dieser  Kreis  die  j;- Achse  in  den  Punkten  R^,  R^  trifft, 
und  wir  PQi^  PQ^  senkrecht  zu  PB^  bzw.  PU,  ziehen,  so  sind  Q^^  Q^ 
die  gesuchten  Punkte. 


Diese  Punkte  fallen  zusammen,  wenn  OP  einen  Winkel  sin~*  -^ , 

d.  h.  19®  28',  mit  der  Symmetrieachse  macht.  Bei  größeren  Nei- 
gungen von  OP  werden  sie  imaginär.  Es  ist  aus  Gleichungen  (6) 
zu    schließen,    daß   die   Werte   von   x   und  y   stationär   sind,    wenn 

sin'  ^  =  --- ;  dies  gibt  ein  Paar  Spitzen,  welche  auf  den  Geraden 


3 


±  tang  19"»  28' 


(7) 


1)  Vergl.  Sir  W.  ThomBon,  „On  Ship  Waves",  Proc.  Inst.  Mech.  Eng., 
8.  August  1887  (Populär  Lectures,  Bd.  III,  8.  482).  Siehe  ferner  B.  E.  Froude, 
„On  Ship  Besistance'^  Papers  of  ihe  Greenock.  Phü.  Soc,,  19.  Januar  1894. 


508  IX.  Oberfl&chenwellen. 

liegen.  Es  wird  sogleich  gezeigt  werden,  daß  an  den  Spitzen  ein 
Phasenwechsel  stattfindet. 

um  eine  ungefähre  Schätzung  der  Höhe  der  Wellen  in  den 
yerschiedenen  Teilen  des  Systems  zu  erhalten,  müssen  wir  auf  die 
Formeln  (39)  des  §  251  zurückgehen.  Wenn  P^  den  gesamten 
Störungsdruck  bezeichnet,  so  ist  die  Erhebung  dg  in  einem  Punkte  P 
zufolge  des  ringförmigen  Wellensystems,  welches  von  einem  Punkte  (jf 
rechts  von  0  ausgegangen  ist,  durch 

(Jg /*"       .sinf-!.Po(jr  (8) 

gegeben,  wo  ^ 

Dies  ist  nach  (  zu  integrieren,  aber,  wie  schon  dargelegt  wurde, 
werden  die  einzigen  Elemente  des  Integrals,  welche  zu  dem  End- 
resultat wesentlich  beitragen,  diejenigen  sein,  für  welche  Ü  nahezu  den 
Wert  t  hat,  welcher  dem  einen  oder  dem  anderen  der  ausgezeichneten 
Punkte  Q^y  Q^  entspricht,  die  eben  bestimmt  wurden. 

Was  die  Phase  betrifft;,  so  haben  wir,  indem  wir  ( ^^t-^-x  setzen, 

4©'         40^^     d«UoV^l-2      d«»\40/^  ^^ 

Das  zweite  Glied  verschwindet  nach  der  Voraussetzung,  da  die  Phase 
in  Bezug  auf  die  Li^e  Ton  Q^  oder  Q^  stationär  ist.  Wir  finden 
lemer 

dt*  llöy  ""  2Ö  ~  iö«  ^  +  T  \  "ö»         ö«/  * 
Da 

(5  =B  c  cos  ö,       tu  «= ,  (10) 

so  reduziert  sich  dies  mit  Hilfe  der  Gleichung  (2)  auf 

l^(£)  =  i(^-*-g*^)-  (11) 

Infolge  der  raschen  Schwankungen  im  Wert  des  trigonometri- 
schen Faktors  wird  im  allgemeinen  kein  großer  Fehler  entstehen, 
wenn  wir  in  Gleichung  (8)  die  Änderung  des  ersten  Faktors  außer 
Acht  lassen,  oder  wenn  wir  weiter  die  Grenzen  der  Int^ration  in 
Bezug  auf  r  durch  ±  oo  ersetzen.     Wir  haben  also   naherungsweise 


00 


00  00 

WO 

<  =  20-  (y  -  *^g'  ^) '  »»»'  =  äi.  (*^'  <>«  -  t) »     (13) 

und  die  Suffixe  sich  auf  die  Punkte  Q^y  Q^  der  letzteren  Figur  beziehen. 
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/  coBW*r*dT=   /  sin  w*T*dr  =  ^-i^  , 


30  OD 


wobei  der  positive  Wert  von  m  zu  nehmen  ist,  so  erhalten  wir^) 

Die  zwei  Glieder  stellen  die  Anteile  dar,  welche  den  Quer-  bzw. 
Seiten  wellen  zukommen.  Betrachten  wir  jedes  Glied  fOr  sich,  so  ist 
die  Phase  längs  des  zugehörigen  Teiles  der  Kurve 

l>  =  üT  =  a  cos*  0 

konstant,  während  die  Erhebung  sich  wie 

y^Jge'a^    l/|l-88m«d| 

verhält.  An  den  Spitzen,  wo  die  zwei  Systeme  sich  verschmelzen,  findet 
ein  Phasen  Wechsel  von  einer  Viertelperiode  statt.') 

Nach  diesen  Formeln  wird  g  an  den  Spitzen  unendlich,  da 
sin*  0  "-  •^;  aber  dies  ist  nur  ein  Zeugnis  für  das  mangelhafte  An- 
näherungsverfahren. Daß  die  Erhebung  in  einem  Punkt  P  in  der 
Nähe  einer  Spitze  verhältnismäBig  groß  sein  dürfte,  war  vorauszu- 
sehen, da,  wie  sich  aus  den  Gleichungen  (9)  imd  (11)  ergibt,  die 
Reihe  der  Punkte  auf  der  a;-Aclise,  welche  nach  P  Wellen  von  nahezu 
gleicher  Phase  ausgesendet  haben,  dann  besonders  ausgedehnt  ist. 

Das  unendliche  hingegen,  welches  für  6  =>  ^%  auftritt,  hat  einen 
verschiedenen  Ursprung,  da  es  von  der  etwas  künstlichen  Annahme 
herrührt,  die  wir  betreffs  des  angewandten  Druckes  gemacht  haben, 
indem  wir  diesen  auf  einen  Punkt  konzentriert  dachten.  Bei  einem 
verteilten  Drucke  würde  diese  Schwierigkeit  verschwinden. 

Es  ist  überdies  zu  bemerken,  daß  die  ganze  Untersuchung  nur 

für   Punkte   gilt,   für   welche   |^*   groß    ist;   vergl.  §§  238  und  251. 

Wenn  man  diese  Einschränkung  imtersucht,  so  wird  man  finden, 
daß  sie  mit  der  Annahme  gleichbedeutend  ist,  daß  der  Parameter  a 

groß  gegen sein  soll.    Die  Betrachtungen  passen  also  nicht  ohne 

weiteres  auf  die  Teile  des  Wellensystems,  welche  nahe  beim  Ur- 
sprungspunkt liegen. 

1)  Vergl.  Lord  Kelvin,  „Deep  Sea  Ship  Waves'S  Froc,  R.  S.  Edin.,  26, 
S.  1060,  1905  (Fhü.  Mag.  (6),  11,  S.  1,  1906),  wo  jedoch  ein  anderes  Gesete  der 
Wellenhöhe  erhalten  wird;  W.  V.  Ekxnan,  „On  stationary  Waves  in  Running  Water**, 
Arkiv  fiyr  Matematik,  8,  1906. 

2)  Der  Leser  kann  die  Richtigkeit  des  obigen  Verfahrens  prüfen,  indem 
er  sie  auf  den  einfacheren  zwei-dimensionalen  Fall  des  §  241  anwendet,  wobei 
die  Formel  (35)  des  §  287  für  die  Wirkung  eines  einfachen  Impulses  zu  Grunde 
gelegt  werden  kann. 
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Obwohl  die  Art  der  Störung  verschieden  ist,  kann  die  Wirkung 
des  Böge  eines  Schiffes  annähemd  mit  derjenigen  eines  Dmckponktes 
Terglichen  werden,  wie  wir  ihn  betrachtet  haben.  Die  obere  Figur  auf 
S.  507  «rk^irt  die  beiden  Systeme  der  Quer-  and  Seitenwellen,  die 
tatsächlich  beobachtet  werden*),  sowie  die  besonders  auffallenden 
Staffelwellen  au  den  Spitzen,  wo  die  beiden  Systeme  in  einander  ver- 
schmelzen.  Diese  treten  in  der  folgenden  Figur  deutlich  hervor,  wie 
sie  von  R.  E.  Fronde  nach  den  Wellen  gezeichnet  ist,  die  von  einem 
Schiffsmodell  herrorgebracht  wurden.') 

Ein  ähnliches  Wellenaystem  wird  an  dem  Heck  des  Schiffes 
erzeugt,  welches  nähemngsweise  als  negativer  Druckpunkt  betrachtet 


werden  kann.  Mit  wachsenden  Geschwindigkeiten  des  Schiffes  atreben 
die  Heckwellen,  die  Wirkung  der  Bugwellen  teilweise  au&uheben  oder 
zu  verstärken,  und  infolgedessen  kann  der  Wellenwidemtaad  des  Schiffes 
als  Ganzes  für  eine  gegebene  Geschwindigkeit  sowohl  abnehmen  wie 
zunehmen,  wenn  die  Länge  des  Schiffes  zunimmt.^)    Yergl.  §  242. 

1)  Eine  verbeBserte  ZeichDUUg,  worin  der  PhaeeDwecbsel  an  den  Spitaen 
buücltsicbtigt  wird,  ist  von  Kkmaa,  I.  c,  S.  i>09,  ge)(ebea. 

2)  Mit  EilaubniB  von  Herrn  Froudo  und  dem  Council  of  the  Insidtate  of 
Naval  ArcbitecU  aus  einer  Arbeit  des  illteren  W.  Froude  abgedmcht:  „On  Üi» 
Effect  on  tbe  Wave-Making  Reaistancc  of  Shipe  of  Leogth  of  Parallel  Hiddle 
Body",  Tmne.  Irtät.  Nav.  Arch.,  17,  1877. 

3)  Siehe  W,  Fronde,  l.  c,  und  H.  E.  Fronde,  „(In  tbe  Leadiog  Pheuomena 
of  the  Wave-Malting  ResiataDce  of  Ships'',  Trans.  Inst.  Nav.  Arch.,  22,  1881, 
wo  ZeichnuDgeti  von  wirklichen  Wellensyatemen  bei  verechiBdenen  Well«n- 
geBchwindigkeiten  gegeben  sind,  die  in  ihren  Hauptzügen  mit  dem  Ergebnisse 
der  Theorie  gut  übereinstimmen.  Einige  dieser  Zeichnungen  sind  in  Lord  Kelvini 
obengenannter  Arbeit  in  den  Proc.  Inst.  Mech.  Kng.  wiederabgedruckt. 

Bezüglich  einer  Erörterung  über  den  Wellenwideratand,  die  sich  aof  eine 
ideale  Schiffsform  bezieht,  siebe  Michell,  Phil.  Mag.  (5),  16,  S.  lOS,  1898. 
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Um  die  Veränderung  zu  untersnchen,  welche  das  WeUensystem 

erfährt,  wenn  die  Tiefe  des  Wassers  in  Rechnong  gezogen  wird,  muß 

die  Schlußfolgerung  auf  eine  allgemeinere  Weise  geschehen.     Wenn 

wie  vorher  t  die  Zeit  ist,  in  welcher  das  Druckzentrum  von  Q  za  O 

gelangt,  so  kann  gezeigt  werden,  daß  die  Phase  der  Störung  in  P, 

welche  von  dem  in  Q  angebrachten  Impuls  herrührt,  sich  nur  durch 

eine  Eonstante  von 

k{Vt-^)  (16) 

unterscheidet,  wenn  -r-  die  vorherrschende  Wellenlänge  in  der  Nach- 
barschaft von  P,  und  V  die  entsprechende  Wellengeschwindigkeit 
ist.^)  Die  vorherrschende  Wellenlänge  wird  durch  die  Bedingung 
bestimmt,  daß  die  Phase  gegenüber  den  Änderungen  der  Wellenlänge 
allein  stationär  bleibt,  d.  h.: 

^Ä;(F^-w)  =  0,     oder     m^Ut,  (17) 


dk 
wo 


jj^dikV) 


dk 

die  Gruppengeschwindigkeit  ist  (§  234).*) 

Für  den  wirksamen  Teil  der  Störung  in  P  muß  femer  die 
Phase  (16)  gegenüber  den  Änderungen  in  der  hsLge  von  Q  stationär 
bleiben;  durch  partielle  Differentiation  nach  t  erhalten  wir  folglich 

0  =  F,     oder     F  ==  c  cos  6,  (18) 

•  

da  w  =  c  cos  ö.     Im  Hinblick  auf  die  Figur  auf  S»  506  haben  wir 

^^  p  =^  et  coB  e  —  m  ^  Vt  —  iff.  (19) 

Für  einen  gegebenen  Wellenkamm  wird  darum  p  in  konstantem  Ver- 
hältnis zur  Wellenlänge  l  stehen,  und  wenn  wir  von  einem  Wellen- 
kamm zu  dem  nächsten  gehen,  so  wird  dieses  Verhältnis  um  1  zu- 
nehmen oder  abnehmen.  Da  X  nach  Gleichung  (18)  als  eine  Funktion 
von  0  bestimmt  ist,  so  gibt  dies  die  Beziehung  zwischen  p  und  0. 
Im  Falle  unbegrenzter  Tiefe  gibt  die  Formel  (18) 

c*cos«ö=  V^^^,  (20) 

und  die  gesuchte  Beziehung  hat  wie  oben  die  Form 

p  =  a  cos^  e.  (21) 

1)  Das  Zeichen  c,  welches  früher  in  diesem  Sinne  gebraucht  wurde,  be- 
deutet jetzt  die  Geschwindigkeit  des  Druckzentrums  auf  dem  WasRer. 

2)  Vergl.  Sir  W.  Thomson,  „On  the  Waves  produced  by  a  Single  Impulse 
in  Water  of  any  Depth,  or  in  a  Dispersive  Medium",  Proc,  B.  Ä,  42,  S.  80,  1887, 
wo  der  Beweis,  welcher  leicht  erweitert  werden  kann,  für  den  zweidimensionalen 
Fall  gegeben  ist. 
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Wenn  die  Tiefe  h  endlich  ist;  so  haben  wir 

c«  cos»  0  =  F«  =-  |i  tangh  ~  ,  (22) 

und  die  Beziehung  lautet: 

l^^^^J-^'^''^'  (23) 

WO  die  Werte  von  a  fOr  aufeinanderfolgende  Wellenberge  eine  arith- 
metische Reihe  bilden.  Die  Kurven  sind  f^  yerschiedene  Fälle  von 
Ekman  gezeichnet  worden.^)  Da  der  Ausdruck  auf  der  linken  Seite 
die  Einheit  nicht  übersteigen  kann,  so  folgt,  daß  für  c^>gh  eine 
untere  Grenze  für  den  Wert  der  0  vorhanden  ist,  die  durch 

cos»  d  =  ^^  (24) 

bestimmt  wird. 

Wenn  die  Geschwindigkeit  des  Störungszentrums  den  Wert  Ygk 
übersteigt,  so  folgt,  daß  die  Querwellen  verschwinden  und  wir  nur 
die  seitlichen  Wellen  haben.  Dies  geht  darauf  hinaus,  den  weUen- 
bildenden  Widerstand  zu  vermindern  (vergl.  §  245).*) 

Stehende  Wellen  auf  begrensten  WassermasBen. 

§  254.  In  dem  Falle,  wo  die  Tiefe  gleichförmig  ist  und  die 
Flüssigkeit  von  vertikalen  Wänden  begrenzt  wil*d,  kann  die  Angabe 
der  freien  Schwingungen  in  zwei  horizontalen  Dimensionen  (x,  y) 
auf  dieselbe  mathematische  Form  wie  in  §  187  zurückgeführt  werdai. 

Wenn  der  Koordinatenanfangspunkt  in  die  ungestörte  Oberfläche 
verlegt  wird,  und  wenn  ^  die  Erhebung  zur  Zeit  t  über  dieses  Niveau 
bezeichnet,  so  sind  die  Bedingungen,  denen  an  der  freien  Oberflache 
genügt  werden  soll,  gerade  so  wie  in  §  251  (3)  und  (4). 

Die  Kontinuitatsgleichung  A9  =  0  und  die  Bedingung,  daB  die 

vertikale  Bewegung  in  der  Tiefe  js  =  —  h  verschwinden  soU,  werden 

beide  durch 

9  =  9i  cosh  k(£  +  h)  (1) 

erfiillt,  wo  (p^  eine  Funktion  von  x  und  y  ist,  welche  der  Gleichung 

'Ä + '::i + *vx = 0  (2) 


dx^        dy 


1)  l  c,  S.  609. 

2)  Man  findet,  daß  die  effektive  Leistung,  welche  zur  Fortbewegung  eines 
Torpedobootes  in  verhältnismäßig  seichtem  Wasser  erforderlich  ist,  mit -der  Ge- 
schwindigkeit bis  zu  einer  gewissen,  von  der  Tiefe  abhängfigen  kritiBchen  Ge- 
schwindigkeit zunimmt,  dann  abnimmt,  und  schließlich  wieder  zunimmt.  Siehe 
die  Abhandlungen  von  A.  Rasmussen,  Trans,  Inst.  Nav.  Areh,,  41,  S.  12 ,  1899; 
G.  Rota,  ebendort,  42,  S.  239,  1900;  Yarrow  u.  Marriner,  ebendort,  47,  S.  839  b»ir. 
344,  1905. 
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genügt.  Die  Form  von  9^  und  die  zulässigen  Werte  von  k  werden 
durch  diese  Gleichung  und  durch  die  Bedingung  bestimmt^  daß  an 
den  vertikalen  Wänden 

1:  -  0-  (3) 

Die  entsprechenden  Werte  von  6  sind  dann  durch  die  Oberflächen- 
bedingung (6)  des  §  251  gegeben;  wir  haben  nämlich: 

a^  ^  gk  tangh  kh,  (4) 

Dies  gibt 

g«  ?^  sinh  fcÄ- g?i.  (5) 

Die  Bedingungen  (2)  und  (3)  besitzen  dieselbe  Form  wie  im 
Falle  kleiner  Tiefe ^  und  wir  könnten  deshalb  die  Ergebnisse  für  ein 
rechteckiges  oder  kreisförmiges^)  Becken  sogleich  hinschreiben.  Die 
Werte  von  k  und  die  Gestalten  der  freien  Oberfläche  sind  bei  den 
verschiedenen  Normalschwingungen  dieselben  wie  in  den  §§  188  und 
189')^  aber  die  Amplitude  nimmt  jetzt  mit  wachsender  Tiefe  unter 
der  Oberfläche  gemäB  dem  Gesetze  (1)  ab.  Der  Wert  von  6  für 
jede  besondere  Schwingungsform  ist  durch  Gleichung  (4)  gegeben. 

Wenn  kh  klein  ist^  so  haben  wir  6^  »  k^ghj  wie  in  den  ange- 
führten Paragraphen. 

§  256.  Die  Anzahl  der  Fälle  veränderlicher  Tiefe ^  welche  bis- 
her gelöst  sind,  ist  sehr  gering. 

1.  Wir  wollen  zunächst  die  zweidimensionalen  Schwingungen 
des  Wassers  in  einem  Kanal  betrachten,  dessen  Querschnitt  aus  zwei 
geraden  Linien  besteht,  welche  um  45^  gegen  die  Yertikallinie  ge- 
neigt sind.') 

Die  y-  und  jer- Achse  seien  horizontal  bzw.  vertikal  in  der  Ebene 
des  Querschnitts  gelegen.     Wir  setzen 

q>  -{-  i^  ^  A\  cosh  ife  (y  -f-  ie)  -f  cos  k  {y  +  iz) ) ,  (1) 

wo  der  Zeitfaktor  cos  {dt  +  b)  hinzuzudenken  ist.     Dies  gibt 


1)  Hinweise  auf  die  ursprünglichen  Untersuchungen  von  Poisson  und  Lord 
Rayleigh  über  Wellen  in  einem  kreisförmigen  Becken  siehe  8.  836.  Die  Aufgabe 
wurde  auch  von  Merian  behandelt,  „Über  die  Bewegung  tropfbarer  Flüssigkeiten 
in  Gefößen*',  Basel  1828  (siehe  Von  der  Mühll,  Math,  Ann.,  27,  S.  676),  sowie 
von  Ostrogradsky,  ,,Memoire  sur  la  propagation  des  ondes  dans  un  bassin  cj- 
lindrique",  Mem,  des  Sav.  Etrang.,  8,  1832. 

2)  Es  ist  zu  bemerken,  daß  jede  der  auf  S.  886  gezeichneten  Schwingungs- 
formen leicht  durch  passende  Hin-  und  Herbewegung  einer«  Glases  Wasser  in 
horizontaler  Richtung  erzeugt  werden  kann. 

3)  Kirchhoff,  „Über  stehende  Schwingungen  einer  schweren  Flüssigkeit^S 
Berl.  Monataber.,  16.  Mai  1879  {Ges.  Abh.,  S.  428);  Greenhill,  l  c,  S.  488. 

Lamb,  Hydrodynamik.  88 
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tp  ^  A  (cosh  ky  cos  he  +  cos  ky  cosh  ke 
i>  =  A  (sinh  ky  sin  kz  —  sin  ky  sinh  A^jer 


(2) 


Letztere  Formel  zeigt,  daß  die  Linien  y  =^  ±e  die  Stromlinie  ^  ==  0 
bilden  und  deshalb  als  feste  Grenzen  genommen  werden  können. 

Die   Bedingung,   die   an   der   freien   Oberfläche   zu   erfüllen    ist^ 
lautet  wie  in  §  226: 

Setzen  wir  aus  Gleichung  (2)  ein  und  bezeichnen  wir  mit  h  die  Hohe 
der  Oberfläche  über  dem  Ursprungspunkt,  so  finden  wir 

^'(coshÄy  cosÄÄ+cosÄy  coshÄA)=^Ä(— coshiysinÄA+cos/jy  sinhitA). 

Dies  wird  fiir  alle  Werte  von  y  erfüllt,  vorausgesetzt,  daß 

<y*  cos    kh^  —  gk^m    kh 

<y*  cosh  kh  =      gk  sinh  kh] 
woraus 

tangh  kh  =  —  tang  kh,  (5) 

Dies  bestimmt  die  zulässigen  Werte  von  k]  die  entsprechenden  Werte 
von  6  sind  dann  durch  je  eine  der  Gleichungen  (4)  gegeben. 

Da  nach  den  Gleichungen  (2)  q)  eine  gerade  Funktion  von  y  ist^  so 
sind  die  Schwingungen,  welche  durch  sie  dargestellt  werden,  in  Bezug 
auf  die  mittlere  Ebene  y  =»  0  symmetrisch. 

Die  asymmetrischen  Schwingungen  sind  durch 


(4) 


oder 


9  +  i^  ««-  iA  { cosh  k  {y  +  ijg)  —  cos  k  {y  +  iz) }  (6) 

(p  =  —  A  (sinh  ky  sin  kj8  +  sin  ky  sinh  kz)  \ 
^  =      A  (cosh  ky  cos  kz  —  cos  ky  cosh  kz)  J 


gegeben.     Die  Stromlinie  ^  =  0  besteht  wie  vorher  aus  den  Linien 
y  ^  ±  ^'     I^iö  Oberflächenbedingimg  (3)  gibt 

e^  (sinh  ky  sin  kh  +  sin  ky  sinh  kh)  =  gk  (sinh  ky  cos  kh  +  sin  ky  cos  ä:A). 

Dies  erfordert,  daß 

6^  sin   A7*  =  gk  cos   ä*ä| 

(J*  sinh  fcÄ  =5FÄ  cosh  fcAj'  ^  ^ 

folglich: 

tangh  kh  =  tang  kh.  (9) 

Die  Gleichungen  (5)  und  (9)  kommen  auch  in  der  Theorie  der 
transversalen  Schwingungen  eines  Stabes  vor,  welcher  an  beiden  Enden 
frei  ist;  beide  sind  nämlich  in  der  Gleichung 
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cos  m  cosh  w  =  1  (1^)0 

zusammengefaßt^  wo  m=^2kh. 

Die  Wurzel  ää  =  0  von  Gleichung  (9),  welche  in  der  genannten 
Theorie  bedeutungslos  ist^  wird  jetzt  von  Wichtigkeit;  sie  entspricht 
nämlich  der  langsamsten  Schwingung  bei  der  Torliegenden  Aufgabe. 
Setzen  wir  Äk^  =  B  und  lassen  wir  k  unendlich  klein  werden^  so 
lauten  die  Formeln  (7),  wenn  wir  den  Zeitfaktor  wiedereinsetzen  und 
die  reellen  Teile  nehmen: 


9  «  —  2Byz  •  cos  {6t  +  a) 

^  «      B(y^  —  z^)  •  cos  {6t  +  €) 

während  nach  Gleichung  (8) 


(11) 


(12) 


Die  entsprechende  Form  der  freien  Oberfläche  ist: 


(13) 


Die  Oberfläche  bleibt  also  bei  dieser  Schwingungsform  immer  eben. 

Die  nebenstehende  Figur 

zeigt     die     Stromlinien 

(^  =  konst.)     für     eine 

Reihe  äquidistanterWerte 

von  tp. 

Die  nächste  langsam- 
ste Normalschwingung  ist 
symmetrisch  und  durch 
die  niedrigste  endliche 
Wurzel  von  Gleichung  (5)  . 

gegeben,    welche    kh  =  2,3650    lautet,    woraus    6  =  1,5244  •  1/^  • 

Das  Oberflächenprofil  hat  jetzt  zwei  Knoten,  deren  Lagen  dadurch 
bestimmt  werden,  daß  man  in  Gleichung  (2)  9>  ==»  0,  g  ^h  setzt; 
hieraus  ergibt  sich: 

|^  =  ±  0,5516.«) 

Die  nächste  Normalschwingung  entspricht  der  kleinsten  endlichen 
Wurzel  von  (9),  usw.') 


1)  Vergl.  Lord  Rajleigh,  Theory  of  Sound^  Bd.  I,  §  170,  wo  die  numerische 
Lösnng  der  Gleichung  vollständig  erörtert  ist. 

2)  Lord  Rayleigh,  The(mf  of  Sound,  §  178. 

8)  Eine  experimentelle  Bestätigung  der  Frequenzen  und  der  Lage  der  Bäuche 
(d.  h.  der  Stellen  von  maximaler  vertikaler  Amplitude)  wurde  fOr  verschiedene 
Normalschwingungen  von  Eirchhoff  und  Hansemann  ausgeführt,  ,,Über  stehende 
Schwingungen  des  Wassers'',  Wied.  Ann.,  10,  1880,  (Kirchhoff,  Ots.  Abk.,  S.  442). 

88* 
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2.  Qreenhill  hat  in  der  schon  genannten  Arbeit  die  symmetrischen 
Schwingungen  von  Wasser  in  einem  Kanal  untersucht,  dessen  Quer- 
schnitt aus  zwei  geraden  Linien  besteht ,  welche  um  60^  gegen  die 
Vertikale  geneigt  sind.  In  der  mathematisch  einfachsten  derartigen 
Schwingung  haben  wir,  unter  Weglassung  des  Zeitfeiktors, 

()P  +  i>  «  iÄ  (y  +  ijsy  +  B,  (14) 

oder 


(15) 


was  ^  =  0  längs  der  Grenzlinien  y  =  +  "[/S  •  ß  ergibt.    Die  Oberflächen- 
bedingung (3)  wird  für  z  =  h  erfüllt,  Yorausgesetzt,  daß 


(16) 


B^2Äh\ 
Die  entsprechende  Form  der  freien  Oberfläche  ist 

^ = ji^L.  -  --T  (^'  -  y")  «^  (*' + =)'        (17) 

also  ein  parabolischer  Zylinder  mit  zwei  Knoten  in  den  Entfernungen 
des  0,5774*®"  Teiles  der  halben  Breite  vom  Mittelpunkt  aus.  Die 
langsamste  Normalschwingung,  welche  offenbar  asymmetrisch  sein 
muß,  ist  noch  nicht  bestimmt  worden. 

3.  Wenn  wir  in  je  einem  der  obigen  Fälle  den  Eoordinaten- 
anfangspunkt  nach  je  einer  Seite  des  Eanales  verlegen  und  dann  die 
Breite  unendlich  groß  werden  lassen,  so  erhalten  wir  ein  System  von 
stehenden  Wellen  in  einem  Meere,  welches  von  einem  schrägen  Ufer 
begrenzt  wird.  Dieses  kann  in  ein  einfallendes  und  reflektiertes 
System  zerlegt  werden.  Die  Reflexion  ist  vollständig,  aber  es  findet 
im  allgemeinen  ein  Phasenwechsel  statt. 

Wenn  die  Neigung  des  Ufers  45^  beträgt,  so  lautet  die  Lösung: 

ff^H { e*' (cos ky  —  sin hy)  +  e-*y (cos ke  +  sin kz) ]  cos  {tst  +  e),    (18) 
Für  eine  Neigung  von  30^  gegen  die  Horizontalebene  haben  wir 

tp=-H\^'^mky  +  e-^''^y^y-^'Um\k{y-y%z)  \ 

^y^e-^'^'^y-=Uos\-k(y  +  y%z)]Gos{6t  +  B)\ 

In  jedem  Falle  ist  6^  =  gk,  wie  in  dem  Falle  von  Wellen  auf  einer 
unbegrenzten  Fläche  tiefen  Wassers. 

Diese  Ergebnisse,  welche  von  Anfang  an  leicht  zu  bestätigen 
wären,  sind  von  Eirchhoff  (L  c.)  gegeben  worden. 
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§  356.  Eine  interessante  Aufgabe,  welche  sich  in  diesem  Zu- 
sammenhange darbietet,  ist  diejenige  der  transyersalen  Schwingungen 
einer  Wassermenge,  welche  sich  in  einem  Kanal  von  kreisförmigem 
Querschnitt  befindet.  Diese  ist  bisher  nicht  genau  gelöst  worden, 
aber  es  mag  bemerkt  werden,  daß  eine  angenäherte  Bestimmung  der 
Frequenz  der  langsamsten  Normalschwingung  auf  Grund  der  Methode 
von  Lord  Rayleigh,  die  in  §  167  dargelegt  wurde,  ausgefClhrt  werden 
kann,  falls  die  freie  Oberfläche  im  Niveau  der  Achse  liegt. 

Wir  wollen  als  „Näherungsform''  eine  solche  annehmen,  wo  die 
freie  Oberfläche  inmier  eben  bleibt  und  einen  kleinen  Winkel  6  mit 
der  Horizontalebene  bildet;  dann  ergibt  sich  nach  §  72,  Nr.  3,  daß 
die  kinetische  Energie  T  durch  die  Gleichung 

'^T={^-1)Qa*e'  (1) 

gegeben  ist,   wobei  a  den  Radius  bezeichnet,   während  wir  für  die 

potentielle  Energie  V 

2F--|(/(»a»0»  (2) 

haben.  Wenn  wir  annehmen,  daß  0  sich  wie  cos  (pt  -\-  e)  verhält, 
so  gibt  dies 

folglich 

ff- 1,169  -l/j.») 

Im  Falle  eines  rechteckigen  Querschnittes  von  der  Breite  2  a 
und  der  Tiefe  a  ist  der  Wert  von  6  durch  Gleichung  (4)  des  §  254 

gegeben,  wo  wir  nach  §  188    i  =        imd  h  =^  a  setzen  müssen.    Dies 

gibt 

(J^-^ÄtanghiÄ.  J,  (4) 

oder  6  =  1,200  .1/  ^  .   Bei  der  vorliegenden  Aufgabe  ist  die  Frequenz 

kleiner,  da  die  kinetische  Energie  infolge  einer  gegebenen  Oberflächen- 
bewegung größer  ist,  während  die  potentielle  Energie  für  eine  ge- 
gebene Deformation  dieselbe  bleibt.     Vergl.  §  45. 

§  357.  Wir  wollen  weiter  die  freien  Schwingungen  einer  Wasser- 
masse betrachten,  welche  zwischen  zwei  transversale  Scheidewände  in 
einem  gleichförmigen  horizontalen  Kanäle  eingeschlossen  ist.  Bevor 
wir  zu  besonderen  Fällen  tibergehen,  wollen  wir  zunächst  das  Wesen 
der  mathematischen  Aufgabe  genauer  betrachten. 


1)  Lord  Rajleigh  findet  als  zweite  Annähenmg  a  ^s  1,1G44    T/  — ;  siehe 
Phü.  Mag.  (6),  47,  S.  666,  1899  {Sc.  Papers,  Bd.  IV,  S.  407). 
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Die  a;- Achse  mag  parallel  zur  Längsrichtung  sein  und  der 
Ursprungspunkt  in  einem  Ende  liegen;  dann  kann  man  sich  das 
Oeschwindigkeitspotential  für  je  eine  der  betreffenden  Normalschwin- 
gungen nach  dem  Fourierschen  Satze  in  der  Form 

g>  =  (Pq  +  Pi  cobJcx  +  P^  GOs2kx  -\ h  P,  cobsJcx-\ )  cos  (öt  +  c)  (1) 

entwickelt  denken ;  wo  k  ^  -j  und  l  die  Länge  der  Ahteilung  be- 
zeichnet. Die  Koeffizienten  P^  sind  hier  Funktionen  von  y  und  z. 
Wenn  die  jer-Achse  senkrecht  nach  oben  gezogen  ist  sowie  die  y-Achse 
horizontal  und  senkrecht  zur  Richtung  des  Eanales,  so  sind  diese 
Funktionen  sowie  die  zulässigen  Werte  von  a  durch  die  Eontinuitats- 
gleichung 

A9>  -  0  (2) 

und  durch  die  Bedingungen^  daß  an  den  Seiten 

|?  =  0  (3) 

und  an  der  freien  Oberfläche 

*V=^|f,  (4) 

ZU  bestimmen.     Da  ^--  für  x=^0  und  a;  =  Z  verschwinden  muB,   so 

t/  sc 

folgt  aus  bekannten  Sätzen^),  daß  jedes  Glied  in  Gleichung  (1)  den 
Bedingungen  (2)^  (3)  und  (4)  unabhängig  genügen  muß;  wir  müssen 
also 

w  +  ??'  -  *'**^' = ^  ^^^ 

haben,  zugleich  mit 

an  der  seitlichen  Grenzfläche,  und 

an  der  freien  Oberfläche. 

Das  Glied  P^  gibt  rein  transversale  Schwingungen,  wie  sie  in 
§  255  besprochen  worden  sind.  Jedes  nachfolgende  Glied  P,  cos  skx 
gibt  eine  Reihe  von  Normalschwingungen  mit  s  transversalen  Knoten- 
linien,  und  0,  1,  2,  3,  . .  .  Enotenlinien  parallel  zur  Längsrichtung. 

Es  wird  für  unseren  Zweck  genügen,  das  Glied  Pj  cos  kx  zu 
betrachten.     Es  ist  klar,  daß  die  Annahme 

9  =  Pj  cos  kx  •  cos  (öt  +  f)  (8) 


1)  Siehe  Stokea,  „On  the  Critical  Values  of  the  Sums  of  Periodic  Series^, 
Camb.  Trans.,  8,  1847  (Math,  and  Fhys.  Papers,  Bd.  I,  S.  236). 
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mit  einer  passenden  Form  von  P^  und  dem,  wie  oben  bestimmten, 
entsprechenden  Werte  von  6  das  Geschwindigkeitspotential  eines  mög- 

liehen  Systemes  stehender  Wellen  von  willkürlicher  Wellenlänge  -x- 

ffir  einen  unbegrenzten  Kanal  gibt,  der  die  yorgeschriebene  Form  des 
Querschnittes  hat.  Wie  in  §  228  dargelegt  wurde,  können  wir  durch 
Superposition  zweier  passend  gewählter  Systeme  stehender  Wellen 
von  dieser  Art  ein  System  fortschreitender  Wellen 

9  =  Pj  cos  (kx  T  et)  (9) 

bilden.  Wir  schließen  darum,  daß  fortschreitende  Wellen  von  einfach 
harmonischem  Profil  und  von  einer  beliebigen  Wellenlänge  in  einem 
unendlich  langen  Kanal  von  gleichförmigem  Querschnitt  immer 
möglich  sind. 

Wir  könnten  weiter  gehen  und  behaupten,  daß  eine  unendlich 
große  Anzahl  von  Wellenformen  mit  einer  gegebenen  Wellenlänge 
möglich  wären,  deren  Wellengeschwindigkeiten  von  einem  bestimmten 
kleinsten  Wert  bis  zu  unendlich  großen  gehen.  Die  Formen  jedoch, 
bei  denen  longitudinale  Knoten  in  einiger  Entfernung  von  den  Seiten 
auftreten,  haben  für  uns  nur  untergeordnetes  Interesse. 

Zwei  extreme  Fälle  müssen  besonders  erwähnt  werden,  nämlich 
die,  wo  die  Wellenlänge  sehr  groß  oder  sehr  klein  gegen  die  Dimen- 
sionen des  Querschnittes  ist. 

Die  wichtigsten  Formen  der  ersteren  Klasse  haben  keine  longi- 
tudinalen  Knoten.  Sie  sind  in  die  allgemeine  Theorie  der  langen 
Wellen  eingeschlossen,  welche  in  den  §§  168  und  169  dargelegt  ist. 
Der  einzige  Zusatz  zu  unseren  bisherigen  Kenntnissen,  welchen  wir 
erwarten  dürfen,  bezieht  sich  auf  die  Gestaltung  der  Wellenkäinme 
in  der  Querrichtung  des  Kanales. 

In  dem  Falle  verhältnismäßig  kurzer  Wellen  ist  die  wichtigste 
Form  diejenige,  wo  die  Kämme  quer  durch  die  Breite  des  Kanals 
mit  allmählich  veränderlicher  Höhe  ziehen,  wobei  die  Wellen- 
geschwindigkeit mit  derjenigen  von  Wellen  in  tiefem  Wasser,  wie 
sie  durch  Gleichung  (6)  des  §  228  gegeben  ist,  übereinstimmt. 

Es  gibt  noch  eine  andere  Form  von  kurzen  Wellen,  welche  auf- 
treten können,  wenn  die  Ufer  geneigt  sind,  und  welche  durch  die 
Bezeichnung  „Randwellen^^  unterschieden  werden  können,  da  die  Am- 
plitude gemäß  einer  Exponentialfunktion  der  Entfernung  vom  Ufer 
abnimmt.  Wenn  nämlich  die  Amplitude  an  den  Rändern  innerhalb 
der  Grenze  liegt,  welche  durch  unsere  Annäherungen  gesetzt  ist,  so 
wird  sie  in  einer  Entfernung  davon,  deren  Projektion  auf  den  Abhang 
eine  Wellenlänge  übersteigt,  überhaupt  unmerklich.  Die  Wellen- 
geschwindigkeit ist  dabei  kleiner  als  bei  Wellen  derselben  Länge 
auf  tiefem  Wasser.  Es  scheint  nicht,  daß  die  hier  besprochene  Be- 
wegungsart sehr  wichtig  ist. 
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Eine  allgemeine  Formel  für  Bandwellen  wurde  von  Stokes^)  ge- 
geben. Verlegen  wir  den  Urspmngspnnkt  nach  dem  Rande,  ziehen 
die  jer-Achee  senkrecht  nach  oben  sowie  die  y-Achse  quer  zum  Kanal, 
und  betrachten  wir  femer  die  Breite  als  unbegrenzt  groß,  so  lautet 
die  fragliche  Formel 

9  =-  £?e-*(yco.^-..in/jr)  ^5Qg  k(x-  et),  (10) 

wo  ß  die  Neigung  des  Ufers  gegen  die  Horizontalebene  und 

*  (11) 


■ii '"  f) 


ist.  Es  wird  dem  Leser  keine  Schwierigkeit  bereiten,  dieses  Resultat 
zu  bestätigen. 

§  268.  Wir  gehen  zur  Betrachtung  einiger  besonderen  Falle 
über.  Wir  wollen  die  Fn^e  als  eine  solche  von  stehenden  Wellen 
in  einem  unendlich  langen  Kanal  oder  in  einer  Abteilung  desselben 
behandeln,  welche  von  zwei  transversalen  Scheidewänden  begrenzt 
wird,  deren  Abstand  ein  Vielfaches  von  der  Hälfte  der  willkürlichen 

Wellenlänge  -r-  beträgt,  aber  die  Untersuchungen  können  leicht,  wie 

oben,  so  verändert  werden,  daß  sie  auf  fortschreitende  Wellen  passen. 
Wir  werden  deshalb  gelegentlich  unsere  Resultate  durch  die  Wellen- 
geschwindigkeit ausdrücken. 

1.  Die  Lösung  für  den  Fall  eines  rechteckigen  Querschnittes  mit 
horizontalem  Bett  und  vertikalen  Seiten  kann  aus  den  Ergebnissen 
der  §§  188  und  254  sofort  hingeschrieben  werden.  Die  Knotenlinien 
sind  transversal  bzw.  longitudinal,  außer  in  dem  Falle,  wo  zwei  ver- 
schiedene Normalschwingungen  hinsichtlich  der  Periode  zusammen- 
fallen; dann  sind  verwickeitere  Schwingungsformen  möglich.  Dies 
wird  z.  B.  im  Falle  eines  quadratischen  Beckens  eintreten. 

2.  Bei  einem  Kanäle,  dessen  Querschnitt  aus  zwei  um  45^  gegen 
die  Vertikale  geneigten  Linien  besteht,  haben  wir  zunächst  eine 
Schwingungsform,  die  von  Kelland^)  aufgefunden  wurde,  nämlich: 

q)==  A  cosh     -  cosh  77^-  cos  kx  •  cos  {öt  +  e),  (1) 

wobei  die  a;-Achse  mit  der  Grundlinie  des  Kanals  zusammenfällt. 
Dies  erfüllt  oflFenbar  die  Gleichung 

A9?  =  0 
und  macht 

1)  „Report  on  Recent  Researches  in  Hydrodynamics",  Brit.  Ass,  Bep.y  1846 
{Math,  and  Phys.  Papers,  Bd.  I,  S.  167). 

2)  „On  Wave8*\  Trans.  R.  S,  Edin.,  14,  1839. 
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für  y  —  +  jef  bzw.  =  -—  jgr.  Die  Oberflächenbedingoiig  (4)  des  §  257 
ergibt  dann 

'''^^«^^,  (3) 

WO  h  die  Höhe  der  freien  Oberfläche  über  der  Grondlinie  ist.  Wenn 
wir  6  =^kc  setzen,  so  ist  die  Wellengeschwindigkeit  c  durch 

gegeben,  wo  ^  =  -t"  ^  wenn  k  die  Wellenlänge  ist 
Wenn  y  klein  ist,  so  reduziert  sich  dies  auf 

c^{^gh)\  (5) 

in  Übereinstimmung  mit  Gleichung  (13)  des  §  169,  da  die  mittlere 
Tiefe  jetzt  durch  ^h  ausgedrückt  wird. 

Wenn  andererseits  y  verhältnismäßig  groß  ist,  so  haben  wir 

c«=  ^-_.  (6) 

Die  Formel  (1)  zeigt  jetzt  ein  rasches  Anwachsen  der  Amplitude 
nach  den  Seiten  zu.  Wir  haben  hier  in  der  Tat  ein  Beispiel  von 
den  „Randwellen'',  und  die  Wellengeschwindigkeit  stimmt  mit  der 
überein,  welche  erhalten  wird,  wenn  man  in  der  Stokes'schen  Formel 
/S  =  45®  setzt. 

Die    übrigen   Normalschwingungen,    welche    in   Bezug    auf   die 
mittlere  Ebene  x  ^0  symmetrisch  sind,  werden  durch  die  Formel 

(f  =^  C  (cosh  ay  cos  ße  +  ßy  cosh  ass)  cos  kx  •  cos  {öt  +  e)       (7) 

gegeben,  vorausgesetzt,  daß  a,  /3,  6  passend  bestimmt  sind.  Dies  er- 
füllt offenbar  die  Bedingung  (2),  und  die  Kontinuitätsgleichung  gibt 

a^-ß^^k\  (8) 

Die  Oberflächenbedingung  (4)  des  §  257,  welche  für  je?  =  A  er- 
füllt werden  muß,  erfordert,  daß 

<y*  cosh  ah  =  ga  sinhaA    1 

•  (9) 

<j*  cos   ßh^—gß  sinßh  j  ^  ^ 

Folglich 

ah  tangh  ah  +  ßh  tangh  ßh^O,  (10) 

Die  Werte  von  a  und  ß  werden  durch  die  Gleichungen  (8)  und  (10) 
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bestimmt,  und  die  entsprechenden  Werte  von  6  sind  dann  durch  je 
eine  der  Gleichungen  (9)  gegeben.     Wenn  wir  fär  einen  Augenblick 

,-ßA  <"> 

schreiben,  so  sind  die  Wurzeln  durch  die  Schnittpunkte  der  Kurve 

X  tangh  X  +  y  tang  y  =  0,  (12) 

deren  allgemeine  Form  leicht  zu  erkennen  ist,  mit  der  Hyperbel 

ar»-y«  =  ft8A2  (13) 

gegeben.  Es  existiert  eine  unbegrenzte  Anzahl  von  reellen  Lösungen^ 
mit  Werten  von  /JA,  welche  in  dem  zweiten,  vierten,  sechsten,  . .  . 
Quadranten  liegen.  Diese  geben  2,  4,  6,  ...  Knoten  in  der  Längs- 
richtung der   freien  Oberfläche.     Wenn  -r-  verhältnismäßig  groß  ist, 

so  haben  wir  nahezu  tangh  ah  =»  1,  und  ßh  ist  bei  der  ein&chsten 
Schwingung  dieser  Klasse  etwas  größer  als  ^;r.  In  diesem  Falle 
rücken  die  beiden  longitudinalen  Knoten  nahe  an  die  Rander,  wenn 
k  abnimmt,  während  die  Wellengeschwindigkeit  praktisch  gleich  der- 
jenigen von  Wellen  der  Länge  X  auf  tiefem  Wasser  wird.  Als  nume- 
risches Beispiel  wollen  wir  annehmen,  daß 

ßh  =  1,1  X  ^ä; 
dann  finden  wir 

ah  =  10,910,    kh  =  10,772,    c  =  1,0064  (|-)* 

Der  Abstand  jeder  Knotenlinie  von  der  nächstliegenden  Kante  ist 
dann  0,12  A. 

Wir  wollen  zunächst  die  asymmetrischen  Normalschwingungen 
betrachten.  Die  Lösung  von  dieser  Art,  welche  derjenigen  Kellands 
analog  ist,  wurde  von  Greenhill  (Z.  c.)  angegeben.     Sie  lautet: 

q>  ==  A  sinh  — --  sinh  -  --  cos  kx  •  cos  (öt  +  e)  (14) 

mit 

ö'=  ^^icoth^.  (15) 

Wenn  kh  klein  ist,   so  ergibt  dies  <J^  =  ^,   sodaß  der  Wert  von  6 

gegen  diejenigen  sehr  groß  ist,  welcher  durch  die  Theorie  der  langen 
Wellen  gegeben  wäre.  Die  Schwingung  ist  in  der  Tat  hauptsächlich 
transversal,  mit  einer  sehr  allmählichen  Veränderung  der  Phase  ent- 
lang des  Kanals.  Die  Mittellinie  der  Oberfläche  ist  natürlich  eine 
Knotenlinie.  Wenn  kh  groß  ist,  so  erhalten  wir  Rand  wellen  wie 
v^orher. 
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Die  übrigen  asymmetriBchen  Schwingongen  sind  durch 
9  =  -A  (einh  ay  sin  ßz  +  sin  ßy  sinh  az)  cos  kx  •  cos  {tst  +  b)     (16) 

bestimmt.     Dies  ergibt  in  derselben  Weise  wie  vorher 

a«  -  /J8  =  JfcÄ  (17) 

und 

6^  sinh  ah  =  ga  cosh  ckA| 

<y*sin   ßh-^gßcoB   ßhy 
folglich 

ah  coth  aA  =  ßh  cot  /JA.  (19) 


(18) 


Es  existiert  eine  unbegrenzte  Anzahl  von  Lösungen  mit  Werten  von 
ßh  in  dem  dritten,  fünften,  siebenten,  . . .  Quadranten,  welche  3,  5, 
7,  . . .  longitudinale  Enotenlinien  ergeben,  von  denen  eine  in  der 
Mitte  liegt. 

3.  Der  Fall  eines  Kanales  mit  ebenen  Seiten,  welche  um  60^ 
gegen  die  Vertikale  geneigt  sind,  ist  von  Macdonald ^)  behandelt 
worden.  Er  entdeckte  eine  sehr  umfassende  Klasse  von  Normal- 
schwingungen, welche  folgendermaßen  hergeleitet  werden  kann. 

Die  Annahme 

9  =  P  cos  kx  '  cos  (öt  +  £),  (20) 

wo 

P^A  cosh kz  +  Bsinh kjs  +  cosh  ^^  (C  cosh  ^-  +  D  sinh  ^J) ,    (21) 

genügt  offenbar  der  Eontinuitätsgleichung;  es  ist  femer  leicht  zu 
zeigen,  daß  sie  für  y  =  ±  YSz 

dy       ^  "     dz 
ergibt,  vorausgesetzt,  daß 

C=2A,    D  =  ^2B.  (22) 

Die  Oberflächenbedingung  (4)  des  §  257  wird  dann  erfüllt,  wenn 

~  i  {A  cosh  kh  +  B  sinh  kh)  =  A  sinh  kh  -{-  B  cosh  hh 

^<f*  /  j        \.  kh        T>    •  1  ^*Ä\         j    '  1  kh        T>       i_  Ä;Ä 
V  iA  cosh  2 B  sinh  -j  =  A  sinh  -x B  cosh  y 

Die  erstere  derselben  ist  mit 

A  =  If  (cosh  kh ,  sinh  A:A) 

B  =  ^\~h  cosh  kh  —  sinh  kh\ 


(23) 


1)  „Waves  m  Ganak'',  Proc.  Lond.  Math.  Soc,,  26,  S.  101,  1894. 
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gleichbedeutend,  und  die  letztere  ergibt 

2©'-3pcoth3^+l  =  0.  (25) 

Setzen  wir  femer  aus  den  öleichongen  (22)  und  (24)  in  (21)  ein, 
so  finden  wir 

P  =  H [cosh  k  {e  -  h)  +  ^  fänh  k  {g  -  h)\  | 

J  ,  .  (26) 

+  22r cosli  W  ^eoBh  k  [{  +  h)  -  jj- sinh  k ((  +  ä) )  | 

Die  Gleichungen  (25)  und  (26)  wurden  von  Macdonald,  wenn 
auch  auf  andere  Weise,  erhalten.  Der  Wert  von  P  an  der  Ober- 
fläche ist: 

P=J?[l+2co8h*?^f  (co8h?|*-4sinhi**)).        (27) 


Die  Gleichung  (25)  ist  in  Bezug  auf  -^  quadratiscL  In  dem 
Fall  einer  Welle,  deren  Länge  -?-  groß  gegen  h  ist,  haben  wir  nahezu 

und  die  Wurzeln  der  Gleichung  (25)  sind  dann  näherungsweise: 

^4  =  i-M     und     ;'-,^.  (28) 

Wenn  wir  ö^kc  setzen,  so  gibt  das  erstere  Resultat  c*=^^Ä,  was 
mit  der  gewöhnlichen  Theorie  der  langen  Wellen  (§§  168  und  169) 
übereinstimmt.  Die  Formel  (27)  gibt  dann  näherungsweise  P  =«  3  -ff; 
dies    ist   von   y   unabhängig,    sodaß    die   Wellenkämme  jetzt   nahezu 

geradlinig   sind.     Die   zweite   der  Wurzeln   (28)  macht  c*  =*  -f- ,    was 

eine  viel  größere  Wellengeschwindigkeit  ausdrückt;  aber  die  oben 
augestellten  Erwägungen  zeigen,  daß  hierin  nichts  Widersinniges  liegt 
Eine  einfache  Rechnung  zeigt,  daß  die  Querschnitte  der  Wellen  jetzt 
parabolische  Gestalt  haben,  \ind  daß  es  also  zwei  Knotenlinien  gibt, 
welche  parallel  zur  Länge  des  Kanals  laufen.  Die  Periode  ist  in  der 
Tat  fast  genau  diejenige  der  symmetrischen  Transversalschwingung, 
welche  in  §  255  besprochen  wurde. 

Wenn  andererseits  die  Wellenlänge  gegen  die  transversalen  Dimen- 
sionen des  Kanales  kurz  ist,  so  ist  kh  groß,  und  nahezu  coth  ^kh^^l. 
Die  Wurzeln  von  (25)  sind  dann  uäherungsweise 

^1  =  1     ^^^     p=2-  (29) 
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Das  erstere  Resultat  ergibt  nahezu  P  ^  H,  sodaß  die  Wellenkämme 
geradlinig  sind^  indem  sie  nur  eine  kleine  Änderung  ihrer  Höhe  nach 

den  Seiten  zu  erfahren.  Der  Wert  6  =»  Yglc  ist  genau  derjenige, 
welchen  man  nach  der  allgemeinen  Theorie  der  Wellen  in  ver- 
hältnismäßig tiefem  Wasser  erwarten  sollte. 

Verlegen  wir  in  diesem  Falle  den  Eoordinatenanfangspunkt  nach 
einem  Rande  der  Wasseroberfläche,  indem  wir  jer  -f-  A  fOr  xr  sowie  y  —YSh 
für  y  schreiben  und  dann  h  unendlich  werden  lassen,  so  erhalten 
wir  den  Fall  eines  Wellenzuges,  welcher  parallel  zu  einem  geneigten 
Ufer  vorwärtsschreitet,  welches  mit  dem  Horizont  einen  Winkel  von 
30^  bildet.     Das  Ergebnis  ist 

(p  -  H[^'+  e-i*(Väjf+*)-  3^^*(v7y-,) }  cos  ia;  •  cos  (at  +  «),  (30) 

wo  ^  **  1/  L  •     Di^s   ^t   sich   unmittelbar  bestätigen.     Im  Abstand 

von  etwa  einer  Wellenlänge  vom  Ufer  reduziert  sich  der  Wert  von 
ip  nahe  an  der  Oberfläche  praktisch  auf 

tp  =  Hff*  cos  Tcx  '  cos  (öt  +  «),  (31) 

wie  in  §  227.  Nahe  an  dem  Rande  wechselt  die  Erhebung  das  Vor- 
zeichen, indem  ein  longitudinaler  Knoten  auftritt,  für  welchen 

^l  ky  =  log,  2,  (32) 

oder  ^  =  0,127. 

Die  zweite  der  beiden  Wurzeln  (29)  gibt  ein  System  von  Rand- 
wellen; die  Ergebnisse  sind  denen  gleichbedeutend,  die  erhalten  werden, 
wenn  man  in  der  Stokes'schen  Formel  /3  =  30^  setzt. 

Sohwingongen  einer  flüssigen  Kugel. 

§  359.  Die  Theorie  der  Schwingungen  einer  Flüssigkeitsmasse 
um  die  Eugelform  unter  der  Wirkung  der  gegenseitigen  Oravitation 
stammt  von  Lord  Kelvin.^) 

Wir  nehmen  den  ürsprungspunkt  im  Zentrum  und  bezeichnen 
den  Radiusvektor  eines  Oberflächenpunktes  mit  a  +  5?  wo  a  der 
Radius  im  ungestörten  Zustande  ist.     Wir  setzen  ferner 


5 = 2^  e.,  (1) 


1)  Sir  W.  Thomson.  ,,Dynamical  Problems  regarding  Elastic  Spheroidal 
Shells  and  Spheroids  of  Incompressible  Liquid*',  Phü.  Trans.  1868  {Math,  and 
Phys.  Papers,  Bd.  m,  S.  884). 
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gleichbedeutend^  und  die  letztere  ergibt 

2(S)'-3p«otb3*^  +  l  =  0.  (25) 

Setzen  wir  femer  aus  den  Gleichungen  (22)  und  (24)  in  (21)  ein, 
80  finden  wir 


P  =  Ä  jcosh  k{e-h)  +  ^  sinh  k(e-h)\ 

+  2Ä^coBh  ^  jcosh  Ä;  (I  +  a)  -  ^  Binh  ft  (;  +  a) } , 


(26) 


Die  Gleichungen  (25)  und  (26)  wurden  Yon  Macdonald ,  wenn 
auch  auf  andere  Weise,  erhalten.  Der  Wert  von  P  an  der  Ober- 
fläche ist: 

P=j|l+2c<„ht»^'^(„.,h!|ü_^.i,hiJ»)|.       (27) 

Die  Gleichung  (25)  ist  in  Bezug  auf  -j-  quadratisch.  In  dem 
Fall  einer  Welle,  deren  Länge  -t-  groß  gegen  h  ist,  haben  wir  nahezu 

.,  Skh        2 

und  die  Wurzeln  der  Gleichung  (25)  sind  dann  näherungsweise: 

,4-1**     und     ;^-  =  ,4.  (28) 

Wenn  wir  6  ^  kc  setzen,  so  gibt  das  erstere  Resultat  c^^'^ghy  was 
mit  der  gewöhnlichen  Theorie  der  langen  Wellen  (§§  168  und  169) 
übereinstimmt.  Die  Formel  (27)  gibt  dann  näherungsweise  P  =«  3  IT; 
dies   ist   von   y   unabhängig,   sodaß    die   Wellenkämme  jetzt   nahezu 

geradlinig   sind.     Die   zweite    der  Wurzeln    (28)  macht  c*  =  ^ ,   was 

eine  viel  größere  Wellengeschwindigkeit  ausdrückt;  aber  die  oben 
angestellten  Erwägungen  zeigen,  daß  hierin  nichts  Widersinniges  liegt 
Eine  einfache  Rechnung  zeigt,  daß  die  Querschnitte  der  Wellen  jetzt 
parabolische  Gestalt  haben,  und  daß  es  also  zwei  Knotenlinien  gibt, 
welche  parallel  zur  Länge  des  Kanals  laufen.  Die  Periode  ist  in  der 
Tat  fast  genau  diejenige  der  symmetrischen  Transversalschwingung, 
welche  in  §  255  besprochen  wurde. 

Wenn  andererseits  die  Wellenlänge  gegen  die  transversalen  Dimen- 
sionen des  Eanales  kurz  ist,  so  ist  Ich  groß,  und  nahezu  coth  f  ftA»l. 
Die  Wurzeln  von  (25)  sind  dann  näherungsweise 
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Das  erstere  Resultat  ergibt  nahezu  P  ==  H,  sodaß  die  Wellenkämme 
geradlinig  sind^  indem  sie  nur  eine  kleine  Änderung  ihrer  Höhe  nach 

den  Seiten  zu  erfahren.  Der  Wert  a » Yg^  ist  genau  derjenige, 
welchen  man  nach  der  allgemeinen  Theorie  der  Wellen  in  ver- 
hältnismäßig tiefem  Wasser  erwarten  sollte. 

Verlegen  wir  in  diesem  Falle  den  Eoordinatenanfangspunkt  nach 
einem  Rande  der  Wasseroberfläche,  indem  wir  ^er  -f-  A  fOr  xr  sowie  y  — -VSä 
für  y  schreiben  und  dann  h  unendlich  werden  lassen,  so  erhalten 
wir  den  Fall  eines  Wellenzuges,  welcher  parallel  zu  einem  geneigten 
Ufer  vorwärtsschreitet,  welches  mit  dem  Horizont  einen  Winkel  von 
30  ^^  bildet.     Das  Ergebnis  ist 

<p^H{^'+  6-i*(v'»y+')-  36-**(^y-') }  cos  Äx  •  cos  (at  +  «),  (30) 

wo  c  —  y~ .     Dies   läßt   sich   unmittelbar  bestätigen.     Im  Abstand 

von  etwa  einer  Wellenlänge  vom  Ufer  reduziert  sich  der  Wert  von 
<p  nahe  an  der  Oberfläche  praktisch  auf 

(f  ^  He^'  cos  kx  •  cos  (öt  +  «),  (31) 

wie  in  §  227.  Nahe  an  dem  Rande  wechselt  die  Erhebung  das  Vor- 
zeichen, indem  ein  longitudinaler  Knoten  auftritt,  für  welchen 

1^/-  ky  =  log,  2,  (32) 

oder  ^«0,127. 

Die  zweite  der  beiden  Wurzeln  (29)  gibt  ein  System  von  Rand- 
wellen; die  Ergebnisse  sind  denen  gleichbedeutend,  die  erhalten  werden, 
wenn  man  in  der  Stokes'schen  Formel  /)  =  30^  setzt. 

Schwingungen  einer  flüssigen  Kugel. 

§  359.  Die  Theorie  der  Schwingungen  einer  Flüssigkeitsmasse 
um  die  Kugelform  unter  der  Wirkung  der  gegenseitigen  Gravitation 
stammt  von  Lord  Kelvin.^) 

Wir  nehmen  den  ürsprungspunkt  im  Zentrum  und  bezeichnen 
den  Radiusvektor  eines  Oberflächenpunktes  mit  a  +  5;  wo  a  der 
Radius  im  ungestörten  Zustande  ist.     Wir  setzen  femer 


OD 


t=2^"  (1) 


1)  Sir  W.  Thomson.  „Dynamical  Problems  regarding  Elaatic  Spheroidal 
Shells  and  Spheroids  of  Incompressible  Liquid'',  Ihü.  Tram.  1868  {Mtxth.  and 
Fhys.  Papers,  Bd.  lU,  S.  884). 
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wo  ^  eine  Kugelflächenfunktion  von  der  ganzzahligen  Ordimng  n  ist. 
Die  Eontinuitätsgleichnng  A9  =»  0  wird  durch 

1      " 

erfüllt,   wo  8^  eine  Kugelflächenfunktion  ist,  und  die  kinematische     . 
Bedingung 

dt"       dr'  W 

welcher  für  r  =  a  zu  genügen  ist,  gibt 

dt  a  '^^'  W 

Das  Gravitationspotential  an  der  freien  Oberfläche  ist  nach  §  199 


oe 


1 

wo  y  die  (^ravitationskonstante  ist.     Setzen  wir 

g^iTcyQa,       r^a  +  ^tny 


so  finden  wir 


Ä  =  kon8t.+i,2'T^T^-  (6) 


Setzen  wir  aus  Oleichungen  (2)  und  (6)  in  die  Druckgleichung 

7  =  If  -  ^ + i^o°«t-  (7) 

ein,  so  finden  wir,  da  p  auf  der  Oberfläche  konstant  sein  soll, 

dt  2n  +  l   ^^»-  W 

Eliminieren  wir  S^  zwischen  den  Gleichungen  (4)  und  (8),  so 
erhalten  wir 

Dies  zeigt,  daß  ^  sich  wie  cos  (p^t  +  e)  verhält,  vorausgesetzt,  daß 

^«   -     2n^l     a  VIO) 

Für  gleiche  Dichte  der  Flüssigkeit  ist  g  mit  a  proportional;  die 
Frequenz  ist  deshalb  von  den  Dimensionen  der  Kugel  unabhängig. 

Die  Formel  ergibt  0^  =  0,  wie  zu  erwarten  war,  da  bei  der 
Deformation,  welche  durch  eine  Kugelflächenfunktion  der  ersten  Ord- 
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nung  ausgedrückt  wird,  die  Oberfläche  immer  kugelförmig  bleibt^  und 
die  Periode  deshalb  unendlich  groß  wird. 

,^ür  den  Fall  n  =-  2,  d.  h.  für  eine  ellipsoidale  Deformation,  wird 
die  Länge  des  isochronen  einfachen  Pendels  f  a  oder  l^mal  so  groß 
als  der  Erdradius  für  eine  homogene  flüssige  Kugel  Yon  gleicher 
Masse  und  gleichem  Durchmesser  wie  die  Erde;  deshalb  ist  für  diesen 
Fall  oder  für  jede  homogene  flüssige  Kugel,  deren  Dichte  ungefähr 
5^  mal  so  groß  als  diejenige  des  Wassers  ist,  die  halbe  Periode 
47°»  12«. 

Eine  Stahlkugel  von  denselben  Dimensionen  ohne  gegenseitige 
Gravitation  ihrer  Teile  könnte  kaum  so  rasch  schwingen,  da  die 
Geschwindigkeit  ebener  Schiebimgswellen  in  Stahl  nur  ungefähr 
10140  Fuß  pro  Sekunde  beträgt, 
wonach  eine  Strecke,  die  dem  Erd- 
durchmesser gleich  ist,  in  nicht 
weniger  als  1^  8™  40*  durchlaufen 
würde."  ^) 

Wenn  die  Oberfläche  in  der 
Form  einer  einfachen  Kugelflächen- 
funktion zweiter  Ordnung  schwingt, 
so  ist  die  Gleichung  der  Bewe- 
gungslinien a;Qi*  =  konst.,  wo  w 
den  Abstand  eines  Punktes  von 
der  Symmetrieachse  bezeichnet, 
welche  als  a;-Achse  genommen  ist 
(siehe  Gleichung  (11)  des  §  95). 
Diese  Linien  sind  für  eine  Reihe  äquidistanter  Werte  der  Konstanten 
in  der  Figur  gezeichnet. 


§  260.     Die  Aufgabe  kann  auch  auf  sehr  bündige  Weise  durch 
die  Methode  der  „Normcdkoardinaten"  (§  167)  behandelt  werden. 
Die  kinetische  Energie  ist  durch  die  Formel 


^=^^//^l?''^ 


(11) 


gegeben,  wo  dS  ein  Element  der  Oberfläche  r  '^  a  ist.     Wenn  die 


1)  Sir  W.  Thomson,  /.  c.  Die  genaue  Theorie  der  Schwingungen  einer 
elastischen  Kugel  gibt  für  die  langsamste  Normalschwingung  einer  Stahlkugel 
von  den  Dimensionen  der  Erde  eine  Periode  von  1^  IS^».  Siehe  Lamb,  „On 
the  Vibration  of  an  Elastic  Sphere",  Proc.  Land.  Math.  Soc.,  18,  S.  212,  1882. 
Die  Schwing^gen  einer  Kugel  von  inkompressibler  Substanz  unter  dem  ge- 
meinschaftlichen Einfluß  von  Gravitation  und  Elastizität  sind  von  Bromwich 
behandelt  worden,  Proc.  Lond.  Math.  Soc.,  80,  S.  98,  1898. 
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Oberfläche  in  der  Form  r  =»  a  +  ^^  schwingt,  so  erhalten  wir  durch 
Einsetzen  aus  Gleichungen  (2)  und  (4) 

T-^  "^fft^dS.  (12) 

Um  die  potentielle  Energie  zu  berechnen,  denken  wir  uns,  daß 
die  äußere  Fläche  gezwungen  würde,  nacheinander  die  Formen 
r  ^  a  +  6^  anzunehmen,  wo  6  von  0  bis  1  geht.  In  jedem  Stadium 
dieses  Vorganges  wäre  das  Gravitationspotential  an  der  Oberfläche 
nach  Gleichung  (6) 

Ä  =  kon8t.+  ^^^öf,.  (13) 

Um  eine  dünne  Schicht  von  der  Dicke  ^dO  hinzuzufügen,  ist  also 
die  Arbeit 

^'^«•^^«•JJS.W  (14) 

erforderlich.  Integrieren  wir  dies  von  0  =  0  bis  zu  0  »  1 ,  so  finden 
wir 

^"^n'+'i^QffVdS.  (15) 

Die  Resultate,  welche  der  allgemeinen  Deformation  (1)  entspre- 
chen, werden  erhalten,  wenn  man  das  Summenzeichen  U  in  Bezug 
auf  n  in  den  Gleichungen  (12)  und  (15)  vorsetzt,  da  die  Glieder, 
welche  Produkte  von  Eugelfunktionen  verschiedener  Ordnung  ent- 
halten, nach  §  87  verschwinden. 

Die  Tatsache,  daß  die  allgemeinen  Ausdrücke  für  T  und  V  sich 
auf  diese  Weise  auf  Summen  von  Quadraten  reduzieren,  beweist,  daß 
jede  Deformation,  die  gemäß  einer  Kugelfunktion  vor  sich  geht,  einer 
möglichen  y^NormalscIiwingung'^  entspricht.  Nehmen  wir  femer  an, 
daß  g^  sich  wie  cos  (ö^t  +  e)  verhält,  so  führt  die  Erwägung,  daß  die 
gesamte  Energie  T  +  V  konstant  sein  muß,  wieder  zu  der  Formel  (10). 

Im  Falle  der  erzwungenen  Schwingungen,  welche  von  einem 
Störungspotential  Sl'  coa(at+  s)  herrühren,  das  die  Gleichung  AÄ'  =  0 
für  alle  Punkte  der  Flüssigkeit  erfüllt,  können  wir  annehmen,  daß 
il'   in    eine   Reihe    von   räumlichen    Kugelfunktionen    entwickelt    sei. 

Wenn  ^  die  Oberflächenerhebung  nach  der  Gleichgewichtstheorie  ist, 
welche  dem  Glied  von  der  Ordnung  n  entspricht,  haben  wir  nach 
Gleichung  (13)  des  §  167  für  die  erzwungene  Schwingung 

?»=      ^ytn,  (16) 

wo  0  die  eingeprägte  Winkelgeschwindigkeit  und  a^  diejenige  der  freien 
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Schwingungen  von  demselben  Typus   bedeutet,  wie   sie   durch   Glei- 
chung (10)  gegeben  ist. 

Die  numerischen  Resultate,  welche  oben  für  den  Fall  n  »  2  ge- 
geben sind,  zeigen,  daß  bei  einer  nicht  rotierenden  Flüssigkeitskugel 
von  denselben  Dimensionen  und  derselben  mittleren  Dichte  wie  die 
Erde  erzwungene  Schwingungen,  welche  die  Eigenschafben  und  die 
Perioden  der  wirklichen  Mond-  und  Sonnenfluten  besitzen,  ungefähr 
die  Amplituden  haben  würden,  welche  durch  die  Oleichgewichtstheorie 
angezeigt  sind. 

261.  Die  Untersuchung  wird  leicht  auf  den  Fall  eines  Ozeans 
Yon  irgendwelcher  gleichförmigen  Tiefe  ausgedehnt,  der  einen  symme- 
trischen kugelförmigen  Kern  bedeckt 

Es  sei  b  der  Radius  des  Kernes,  a  derjenige  der  äußeren  Wasser- 
fläche.    Wenn  die  Form  der  Oberfläche 

CD 

r-a  +  ^t,  (1) 

1 

ist,  so  nehmen  wir  für  das  (^eschwindigkeitspotential  an,  daß 

9'-((»+l)^  +  «^}s.,  (2) 

WO    die   Koeffizienten   so   gewählt   sind,    daß    sie   ö^  ™  0   für  r » 6 

ergeben. 

Die  Bedingung,  daß 

dS  d(p  ,oN 

dt ä7  W 

für  r  ^  tty  gibt 

'A  — »(.+  l)|(«)-_(|pj|.  (4) 

Für  das  Grayitationspotential  an  der  freien  Oberfläche  (1)  haben 
wir 

OD 

^ ^ —  j^  27r+ 1  *^«'  w 

1       ' 

wo    Qq    die    mittlere   Dichte    der    gesamten   Masse   ist.     Setzen   wir 
g  '='  i^yQ^df  so  finden  wir 

Die  Druckbedingung  an  der  freien  Oberfläche  gibt  dann 

(c-+')(9"+-(l)"'lt-(i-.^-.^)»t..     m 

Lftmb,  HydrodTiuunlk.  84 
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Die  Elimination  von  8^  aus  (4)  und  (7)  ergibt 


W  +  *«*S,  =-  0,  (8) 


WO 


<fn 


.  ■<"+"i(;r-(y"i.  _.  .. 


a 


(9) 


Für  (>  =  Po  liaben  wir  (^i  =  0,  wie  zu  erwarten  war.  Für  p  >  po 
ist  der  Wert  von  6^  imaginär;  die  Gleichgewichtslage,  bei  welcher 
die  äußere  FBUshe  der  Flüssigkeit  mit  dem  Kern  konzentrisch  ist,  ist 
dann  labil.     (Vergl.  §  198.) 

Wenn  wir  in  Gleichung-  (9)  6  =  0  setzen,  so  kommen  wir  auf 
das  Resultat  des  Yorhergehenden  Paragraphen  zurück.  Wenn  anderer- 
seits die  Tiefe  des  Ozeans  klein  gegen  den  Radius  ist,  so  finden  wir, 

indem  wir  6  »  a  —  A  setzen  und  das  Quadrat  von  —  vernachlässigen, 

..«  =  „(«  +  l)(l-^^)$,  (10) 

vorausgesetzt,   daß   n   klein   gegen   -j-   ist.     Dies   stimmt  mit  einem 

Resultat  von  Laplace  überein,  welches  auf  eine  mehr  direkte  Weise 
in  §  198  erhalten  wurde. 

Wenn  aber  n  von  derselben  Ghrößenordnung  wie  -j-  ist^  so  haben 
wir,  indem  wir  w  =  Äa  setzen, 

(:r-(i-r"-«"- 

sodaß  Gleichung  (9)  sich  auf 

6* -^  gk  tBLRgh  kh  (11) 

reduziert,  wie  in  §  227.     Wenn  wir  überdies  r  =  a  +  jp  schreiben,  so 
lautet  das  Geschwindigkeitspotential 

9  =  91  cosh  k  (e  +  h),  (12) 

wo  9>^  eine  Funktion  der  Koordinaten  auf  der  Oberfläche  ist,  welche 
jetzt  als  eben  betrachtet  werden  kann.     Vergl.  §  254. 

Die  Formeln  für  die  kinetische  und  potentielle  Energie  werden 
im  allgemeinen  Falle  durch  dieselbe  Methode  wie  im  vorangehenden 
Paragraphen  leicht  berechnet,  nämlich  zu 

T=h9a  y- ';.,      \Lufßn*dS  (13) 


1 


"<"+-)|(s)" -(-.)■ 
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y'^99  2{'-^i)ffin^äS.  (14) 

Das  letztere  Resultat  zeigt  femer,  daß  die  Gleichgewichtslage 
einem  Minimum  der  potentiellen  Energie  entspricht  und  deshalb  völlig 
stabil  ist,  vorausgesetzt^  daß  Q  <  Qq- 

In  dem  Fall,  wo  die  Tiefe  verhältnismäßig  klein  ist,  während  n 
endlich  ist,  erhalten  wir,  wenn  wir  b  ^  a  —  h  setzen, 


OD 


während  der  Ausdruck  für  F  natürlich  ungeändert  bleibt. 

Wenn  die  Amplituden  der  Eugelfunktionen  ^  als  generalisierte 
Koordinaten  betrachtet  werden,  so  zeigt  die  Formel  (15),  daß  für  ver- 
hältnismäßig kleine  Tiefen  die  Trägheitskoeffizienten  sich  umgekehrt 
wie  die  Tiefe  verhalten.  Wir  sind  bei  unseren  Erörterungen  über 
Flutwellen  häufig  Beispielen  dieses  Prinzipes  begegnet. 

Kapillarität. 

§  262.  Der  Einfluß,  welchen  die  Eohäsion  in  gewissen  Fällen 
von  Flüssigkeitsbewegung  ausübt^  ist  schon  lange  im  allgemeinen  er- 
kannt worden,  aber  die  Sache  ist  erst  vor  verhältnismäßig  wenigen 
Jahren  einer  strengen  mathematischen  Behandlung  unterworfen  worden. 
Wir  wollen  zunächst  über  die  bemerkenswerten  Untersuchungen  von 
Lord  Kelvin  und  Lord  Rayleigh  auf  diesem  Gebiet  berichten. 

Es  liegt  außerhalb  unserer  Aufgabe,  die  physikalische  Theorie 
des  Gegenstandes  zu  erörtern.^)  Es  genügt  für  unseren  Zweck,  zu 
wissen,  daß  die  freie  Oberfläche  einer  Flüssigkeit  oder  allgemeiner  die 
gemeinschaftliche  Grenzfläche  zweier  Flüssigkeiten,  welche  sich  nicht 
mischen,  sich  so  verhält,  als  wenn  sie  in  einem  Zustande  gleich- 
förmiger Spannung  wäre,  wobei  die  Spannung  zwischen  zwei  benach- 
barten Teilen  der  Oberfläche,  auf  die  Längeneinheit  der  gemeinschaft- 
lichen Grenzlinie  bezogen,  nur  von  der  Natur  der  beiden  Flüssigkeiten 
und  von  der  Temperatur  abhängt.  Wir  bezeichnen  diese  sogenannte 
„Oberflächenspannung'^  mit  dem  Zeichen  Tj.  Ihr  Wert  in  C.  G.  S.- 
Einheiten (Dynen  pro  Zentimeter)  beträgt  ungefähr  74  für  die  Grenz- 
fläche von  Wasser  und  Luft  bei  der  Temperatur  20^0.*);  mit  stei- 

1)  Siehe  hierüber  MaxwuU,  Encyc.  Britann.,  Artikel  „Capillary  Action^' 
[Sc.  Papers,  Cambridge  1900,  Bd.  II,  S.  ö41),  wo  auf  die  älteren  Aatoren  Bezug 
genommen  ist.  Femer  Lord  Rayleigh,  ,,0n  the  Theory  of  Surface  Forces*',  Fhü. 
Mag.  (5),  80,  S.  286  und  466,  1800  {Sc.  Papers,  Bd.  III,  S.  897). 

2)  Lord  Rayleigh,  „On  the  Tension  of  Water- Surfaces,  Cleau  and  Con- 
taminated,  investigated  by  the  method  of  Ripples'\  Phü.  Mag.  (6),  80,  S.  886, 
1890  {Sc.  Papen,  Bd.  IH,  S.  894). 
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Die  Elimination  von  S^  aus  (4)  und  (7)  ergibt 

^?  +  <».»5.  -  0,  (8) 


WO 


(9) 


Für  (>  =  Po  haben  wir  6^  =  0,  wie  zu  erwarten  war.  Für  p  >  po 
ist  der  Wert  von  6^  imaginär;  die  Gleichgewichtslage,  bei  welcher 
die  äußere  Fläche  der  Flüssigkeit  mit  dem  Kern  konzentrisch  ist,  ist 
dann  labil.     (Vergl.  §  198.) 

Wenn  wir  in  Gleichung  (9)  6  =  0  setzen,  so  kommen  wir  auf 
das  Resultat  des  yorhergehenden  Paragraphen  zurück.  Wenn  anderer- 
seits die  Tiefe  des  Ozeans  klein  gegen  den  Radius  ist,  so  finden  wir, 

indem  wir  6  »  a  —  A  setzen  und  das  Quadrat  von  —  vernachlässigen, 

<,.«  =  n(«  +  l)(l-^^)Ö,  (10) 

vorausgesetzt,   daß   n   klein   gegen   -r-   ist.     Dies   stimmt  mit  einem 

Resultat  von  Laplace  überein,  welches  auf  eine  mehr  direkte  Weise 
in  §  198  erhalten  wurde. 

Wenn  aber  n  von  derselben  Ghrößenordnung  wie  -j-  ist^  so  haben 
wir,  indem  wir  n  ^^  ka  setzen, 

(:-)■-(' -ir-^*. 

sodaß  Gleichung  (9)  sich  auf 

6*  =  gk  isngh  kh  (11) 

reduziert,  wie  in  §  227.     Wenn  wir  überdies  r  =  a  +  jp  schreiben,  so 
lautet  das  Geschwindigkeitspotential 

(f  =  q>i  cosh  A;  (je?  +  Ä),  (12) 

wo  9>^  eine  Funktion  der  Koordinaten  auf  der  Oberfläche  ist,  welche 
jetzt  als  eben  betrachtet  werden  kann.     Vergl.  §  254. 

Die  Formeln  für  die  kinetische  und  potentielle  Energie  werden 
im  allgemeinen  Falle  durch  dieselbe  Methode  wie  im  vorangehenden 
Paragraphen  leicht  berechnet,  nämlich  zu 
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und 


00 


Das  letztere  Resultat  zeigt  ferner,  daß  die  Gleichgewichtslage 
einem  Minimum  der  potentiellen  Enei^e  entspricht  und  deshalb  völlig 
stabil  ist,  vorausgesetzt,  daß  q  <  Qq, 

In  dem  Fall,  wo  die  Tiefe  verhältuismäßig  klein  ist,  während  n 
endlich  ist,  erhalten  wir,  wenn  wir  6  =  a  —  A  setzen, 


00 


während  der  Ausdruck  fQr  F  natürlich  ungeändert  bleibt. 

Wenn  die  Amplituden  der  Kugelfunktionen  ^  als  generalisierte 
Koordinaten  betrachtet  werden,  so  zeigt  die  Formel  (15),  daß  fQr  ver- 
hältnismäßig kleine  Tiefen  die  TnLgheitskoefßzienten  sich  umgekehrt 
wie  die  Tiefe  verhalten.  Wir  sind  bei  unseren  Erörterungen  über 
Flutwellen  häufig  Beispielen  dieses  Prinzipes  begegnet. 

Kapillarität. 

§  262.  Der  Einfluß,  welchen  die  Kohäsion  in  gewissen  Fällen 
von  Flüssigkeitsbewegung  ausübt,  ist  schon  lange  im  allgemeinen  er- 
kannt worden,  aber  die  Sache  ist  erst  vor  verhältnismäßig  wenigen 
Jahren  einer  strengen  mathematischen  Behandlung  unterworfen  worden. 
Wir  wollen  zunächst  über  die  bemerkenswerten  Untersuchungen  von 
Lord  Kelvin  und  Lord  Rayleigh  auf  diesem  Gebiet  berichten. 

Es  liegt  außerhalb  unserer  Aufgabe,  die  physikalische  Theorie 
des  Gegenstandes  zu  erörtern.^)  Es  genügt  für  unseren  Zweck,  zu 
wissen,  daß  die  freie  Oberfläche  einer  Flüssigkeit  oder  allgemeiner  die 
gemeinschaftliche  Grenzfläche  zweier  Flüssigkeiten,  welche  sich  nicht 
mischen,  sich  so  verhält,  als  wenn  sie  in  einem  Zustande  gleich- 
förmiger Spannung  wäre,  wobei  die  Spannung  zwischen  zwei  benach- 
barten Teilen  der  Oberfläche,  auf  die  Längeneinheit  der  gemeinschaft- 
lichen Grenzlinie  bezogen,  nur  von  der  Natur  der  beiden  Flüssigkeiten 
und  von  der  Temperatur  abhängt.  Wir  bezeichnen  diese  sogenannte 
„Oberfläclienspanmmg'^  mit  dem  Zeichen  Tj.  Ihr  Wert  in  C.  G.  S.- 
Einheiten (Dynen  pro  Zentimeter)  beträgt  ungefähr  74  für  die  Grenz- 
fläche von  Wasser  und  Luft  bei   der  Temperatur  20^0.*);  mit  stei- 

1)  Siehe  hierüber  Maxwell^  Encyc.  Britann.,  Aitikel  „Capillary  Action^' 
{Sc.  Papers,  Cambridge  1900,  Bd.  II,  S.  ö41},  wo  auf  die  älteren  Aatoren  Bezug 
genommen  ist.  Femer  Lord  Rayleigh,  ,,0n  the  Theory  of  Surface  Forces^',  JPhü, 
Mag.  (5),  80,  S.  286  und  466,  1890  {Sc.  Papers,  Bd.  III,  S.  897). 

2)  Lord  Bayleigh,  ,,0n  the  Tension  of  Water-Surfaces,  Cleau  and  Con- 
taminated,  investigated  by  the  method  of  Ripples'',  Phü.  Mag.  (6),  80,  S.  886, 
1890  {Sc.  Papen,  Bd.  IH,  S.  894). 

84* 


532  IX.  Oberflächenwellen. 

gender  Temperatur  nimmt  diese  Größe  etwas  ab.  Der  entsprechende 
Wert  für  die  Grenzfläche  von  Quecksilber  und  Luft  beträgt  unge- 
fähr 540. 

Eine  gleichbedeutende  Aussage  ist  die^  daß  die  potentielle  Energie 
eines  Systemes,  in  welchem  die  fragliche  Oberfläche  enthalten  ist^  ein 
Glied  enthält,  welches  dem  Inhalt  der  Fläche  proportional  ist,  wobei 
der  Betrag  dieser  „Oberflächenenerffie^^  pro  Flächeneinheit  gleich  7\ 
ist.^)  Da  die  Bedingung  für  stabiles  Gleichgewicht  die  ist,  daß  die 
Energie  ein  Minimum  sein  muß,  so  ist  die  Oberfläche  bestrebt,  sich 
so  weit  zusammenzuziehen,  als  es  mit  Rücksicht  auf  die  anderen  Be- 
dingungen des  Problemes  möglich  ist. 

Die  hauptsächlichste  Änderung,  welche  durch  die  Berücksichtigung 
der  Oberflächenspannung  in  unsere  früheren  Methoden  eingeführt  wird, 
ist  in  dem  Satze  enthalten,  daß  der  Flüssigkeitsdruck  jetzt  an  einer 
Trennungsfläche  unstetig  ist,  wir  haben  nämlich 


p-p'=T,{y^+-~), 


wo  p  und  p'  die  Drucke  nahe  bei  der  Flache  auf  beiden  Seiten,  sowie 
R^  und  R^  die  Hauptkrümmungsradien  der  Fläche  bedeuten,  welche 
als  negativ  zu  rechnen  sind,  wenn  die  entsprechenden  Krümmungs- 
mittelpunkte auf  der  Seite  liegen,  auf  welche  sich  der  Akzent  bezieht. 
Diese  Formel  wird  leicht  erhalten,  indem  man  die  Kräfte  längs  der 
Normalen  auflöst,  die  auf  ein  rechtwinkliges  Element  einer  dünnen 
Oberflächenschicht  wirken,  das  von  Erümmungslinien  begrenzt  wird; 
aber  es  dürfte  unnötig  sein,  hier  den  Beweis  wiederzugeben,  welcher 
in  den  meisten  neueren  Büchern  über  Hydrostatik  zu  flnden  ist. 

§  263.  Die  einfachste  Aufgabe,  mit  der  wir  wohl  beginnen 
können,  ist  diejenige  von  Weilen  auf  einer  ebenen  Fläche,  welche  die 
gemeinschaftliche  Grenze  zweier  ruhender  Flüssigkeiten  bildet. 

Der  Ursprungspunkt  soll  in  diese  Ebene  verlegt  werden,  und  die 
1/- Achse  senkrecht  zu  ihr;  dann  lauten  die  Geschwindigkeitspotentiale, 
welche  einer  einfach  harmonischen  Deformation  der  gemeinschaft- 
lichen Fläche  entsprechen. 


(p  =  Ce*y  cos  kx  •  cos  (öt  +  a) 
<p'  =  (7'e~*y  cos  kx  •  cos  (pt  +  e) 


(1) 


wobei  die  erstere  Gleichung  sich  auf  die  Seite  bezieht,  wo  y  n^^tiy, 
und  die  letztere  auf  diejenige,  wo  y  positiv  ist.  Diese  Werte  er- 
füllen die  Gleichungen 


1)  Siehe  Maxwell,  Theory  of  Hcat,  London  1871,  20.  Kapitel. 
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und  sie  ergeben  die  Geschwindigkeit  0  für  y  ^  —  <x>,  bzw.  y  =  +  oo. 
Die  entsprechende  Verschiebung  der  Flache  in   der  y- Richtung 
wird  von  der  Form 

Tj  ^acoskx-  sin  {öt  +  e)  (2) 

sein,  und  die  Bedingung,  daß  f ür  y  =  0 

dfi dfp  dtp' 

dt  dy'^^Jy' 

gibt 

öa^  —  kC-^kC  (3) 

Wenn  wir  vorläufig  die  Schwere  außer  acht  lassen,  so  ist  der 
veiunderliche  Teil  des  Druckes  durch 


äf  ""      ~¥  ^^  ^^®  ^^  '  ®^°  (^^  "^  ^ 


(4) 


^  —  -^y  =  —  ^  e"*y  cos  kx  •  sin  ((^^  +  i) 

gegeben. 

Um  die  Druckbedingung  für  die  gemeinschaftliche  Fläche  zu 
finden,  können  wir  die  Kräfte  berechnen,  welche  in  der  y- Richtung 
auf  einen  Streifen  von  der  Breite  ^x  wirken.  Die  Flüssigkeitsdrucke 
auf  den  beiden  Seiten  haben  eine  Resultante  (p'  —  p)  dx,  und  der 
Unterschied  der  Spannungskomponenten  parallel  zur  j^- Achse  an  den 

beiden  Rändern  ist  d  \T^  ^ j .     Wir  erhalten  somit  die  Gleichung 

i,-p'+r,0  =  o,  (5) 

welche  fQr  y  »  0  zu  erf&llen  ist.  Dies  hätte  sofort  als  besonderer 
Fall  der  allgemeinen  Oberflächenbedingung  (§  262)  hingeschrieben 
werden  können.  Setzen  wir  aus  (2)  und  (4)  in  Gleichung  (5)  ein, 
so  finden  wir 

6^  =  -i- , ,  (6) 

was  die  Frequenz  von  Schwingungen  von  der  Wellenlänge  j-  be- 
stimmt. 

Die  kinetische  Energie  der  Flüssigkeitsmasse,  welche  zwischen 
zwei  Ebenen  eingeschlossen  ist,  die  parallel  zu  xy  im  Abstände  1 
gezogen  sind,  ist  pro  Wellenlänge 

x_  X 

T-  ip/[^|f]  dx-U'f[p-%\  dx.  (7) 

Wenn  wir 

ri^  a  cos  kx  (8 ) 
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nehmen^  wo  a  nur  von  t  abhängt ^  und  deshalb  im  Hinblick  auf  die 
kinetischen  Bedingungen 

9)  «=  —  k"^  itf!'^  cos  1cx\ 

9)'=  Ä:""^a6~*y  cos  Äj;   ) 
setzen,  so  finden  wir 

y-i(p  +  pO*-'«*-^-  (10) 

Die  potentielle  Energie,  die  der  Ausdehnung  der  Trennongsfläche 
entspricht,  ist  femer 

Setzen  wir  aus  Gleichung  (8)  ein,  so  gibt  dies 

F-iT.iVX.  (12) 

um  die  mittlere  Energie  beider  Arten  pro  Längeneinheit  der 
a;-Ach8e  zu  finden,  müssen  wir  den  Faktor  X  weglassen. 

Wenn  wir  annehmen,  daß  a  sich  wie  cos(6t  +  e)  yerhalt^  wo  0 
durch  Gleichung  (6)  bestimmt  ist,  so  folgt,  dafi  die  gesamte  Energie 
T+V  konstant  ist. 

Wenn  wir  umgekehrt  annehmen,  daß 

• 

^  =  2^  (a  cos  kx  +  ß  Bin  kx),  (13) 

so  wird  leicht  eingesehen,  daß  die  Ausdrücke  für  T  und  V  sich  auf 

die  Summen  von  Quadraten  von  ä,  ß  bzw.  a,  ß  mit  konstanten  Koeffi- 
zienten reduzieren,  weshalb  die  Größen  a  und  ß  als  Normalkoordinaten 
gelten  können.  Die  allgemeine  Theorie  des  §  167  führt  dann  unab- 
luLngig  zu  der  Formel  (6). 

Kombinieren  wir  wie  in  §  228  zwei  Systeme  von  stehenden 
Wellen,  so  erhalten  wir  einen  Zug  fortschreitender  Wellen 

^  =»  a  cos  (kx  T  (Ji)f  (14) 

welche  sich  mit  der  Geschwindigkeit 

fortpflanzen,  oder  durch  die  Wellenlänge  ausgedrückt, 

Der  Gegensatz  zu  §  228  ist  bemerkenswert;  wenn  die  Wellen- 
länge abnimmt,  ninmit  die  Periode  in  noch  stärkerem  Verhältnis  ab, 
sodaß  die  Wellengeschwindigkeit  wächst. 
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Da  c  sich  wie  X~^  yerhält,   so  ist  die  Gruppengeschwindigkeit 
nach  Gleichung  (3)  des  §  234: 

de 


U^c-X 


dl 


fc. 


(17) 


Die  Tatsache^  daß  die  Ghuppengeschwindigkeit  ftlr  Elapillarwellen  die 
Wellengeschwindigkeit  übersteigt;  tragt  dazu  bei,  einige  interessante  Er- 
scheinungen zu  erk^eu;  von  denen  später  die  Rede  sein  wird  (§§  266 
und  268). 

Als  numerisches  Beispiel  nehmen  wir  den  Fall  einer  freien 
Wasserfläche.  Setzen  wir  (>=■!,  (>' "  0,  T^  —  74,  so  erhalten  wir 
die  folgenden  Resultate,  wo  die  Einheiten  das  Zentimeter  und  die 
Sekunde  sind.^) 


Wellenlänge 

Wellen- 
geschwindigkeit 

Frequenz 

0,60 
0,10 
0,06 

80 
68 
96 

61 

680 

1980 

§  264.  Wenn  die  Schwere  in  Rechnung  gezogen  wird,  so  wird 
die  freie  Oberfläche  im  Gleichgewichtszustand  natürlich  horizontal 
sein.  Nehmen  wir  die  positive  y-Richtung  nach  oben  zu,  so  wird 
der  Druck  an  der  ungestörten  Fläche  näherungsweise  durch 


P_ 

Q 
Q 


^Y  —  fl^y  =  —  (y  +  5^)  «  cos  Jcx  •  sin  (öt  +  e) 


gegeben  sein.     Setzen  wir  dies  in  Gleichung  (5)  des  §  263  ein,  so 
finden  wir 

Q+Q  Q+9 


(2) 


Setzen  wir  0  =  kc,  so  finden  wir  fdr  die  Qescliwindigkeit  eines 
fortschreitenden  Wellenznges 


j^  9  —  f    9 


+ 


9-{-9'  k         Q  +  p 


^k 


1—s 


(i  +  T'k), 


(3) 


1)  Vergl.  Sir  W.  Thomson,  Math,  and  Phya.  Papera,  Bd.  m,  S.  620. 

Die  obige  Theorie  gibt  die  Erklärung  für  die  Eränselnngen,  welche  auf 
der  Oberfl&che  des  Wassers  einer  Fingerschale  beobachtet  werden,  welches  dadnroh 
in  Bewegung  gesetzt  ist,  daß  man  den  Rand  mit  dem  benetzten  Finger  streicht. 
Es  ist  jedoch  zu  beachten,  daß  die  Frequenz  der  Kapillarwellen  bei  diesem 
Experiment  doppelt  so  groß  als  diejenige  der  Schwingungen  der  Schale  selbst 
ist;  siehe  Lord  Rayleigh,  „On  Maintained  Yibrations'',  Phil.  Mag,  (6),  16,  S.  229, 
1S88.    ißc.  Papers,  Bd.  11,  S.  188;  Theory  of  Sound,  2.  Aufl.,  20.  Kap.). 
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wo  wir 

9 


*-=« 


r, 


T' 


(4) 


geschrieben  haben. 

In  den  besonderen  Fällen  T^  «  0  bzw.  ^  —  0  erhalten  wir  die 
Resultate  von  §  231,  Nr.  1,  und  §  263  wieder. 

Es  sind  in  Bezug  auf  die  Formel  (3)  einige  Punkte  zu  be- 
merken.   Obwohl  der  Wert  von  6  beständig  wächst,  wenn  die  Wellen- 

lange  -r-  von  cx)  bis  zu  0  abnimmt,  so  fangt  dennoch  die  Wellen- 
geschwindigkeit c,  nachdem  sie  bis  zu  einem  gewissen  Minimum  ge- 
sunken ist,  wieder  an  zu  wachsen.     Der  Minimalwert  (e^)  ist  durch 

««'-^i^G/y-)'  (5) 

gegeben  und  entspricht  der  Wellenlänge^) 


Durch   X^  und  c^  ausgedrückt  kann  die  Formel  (3)  folgender- 
maßen geschrieben  werden: 


was  zeigt,  daß  es  für  jeden  vorgeschriebenen  Wert  von  ^  der  großer 

als  c^  ist,  zwei   zulässige  Werte  von   ,  gibt,  welche  reziprok  sind. 
Entsprechend  den  Werten 

*  =    1,2  1,4        1,6  1,8        2,0 

finden  wir 

2,476  3,646    4,917  6,322     7,873 

,404  0,274    0,203  0,158    0,127' 


1  =  |2^^ 

im  1 0,^ 


WOZU  wir  die  Angaben 


8in-i^  =  560  26'    45<>35'    38M1'     33M5'    30^ 
c 

hinzufügen,  um  später  darauf  Bezug  nehmen  zu  können. 


1)  Die  Theorie  des  Minimums  der  Wellengeschwindigkeit,  zugleich  mit  dem 
hauptsächlichsten  Inhalt  der  §§  268  und  264,  wurde  von  Sir  W.  Thomson  ge> 
geben,  „Hydrokinetic  Solutions  and  Observations",  Phil,  Mag.  (4),  42,  S.  874, 
1871  {Baltimore  Lectures,  S.  698);  siehe  auch  Nature,  6,  S.  1,  1871. 
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Für  hinlänglich  große  Werte  von  k  wird  das  erste  Olied  in  der 
Formel  (3)  für  c*  groß  gegen  das  zweite;  die  Kraft,  welche  die  Be- 
wegung behen*scht,  ist  dann  hauptsächlich  die  Schwere.  Wenn 
andererseits  A  sehr  klein  ist,  so  überwiegt  das  zweite  Glied  und  die 
Bewegung  wird,  wie  in  §  263,  hauptsächlich  durch  die  Eohäsion  be- 
herrscht,    um  eine  Angabe  über  die  Größen,   die  hier  in  Betracht 

kommen,   zu   machen,  wollen   wir   bemerken,   daß  für  j-  >  10   die 

Wirkung  der  Kohäsion  auf  die  Wellengeschwindigkeit  höchstens  57o 
ungefähr  beträgt,  wahrend  die  Schwere  in  gleichem  Maß  unwirksam 

wird,  wenn  A^<i. 

Es  ist  Yon  Lord  Kelvin  vorgeschlagen  worden,  die  Wellen,  deren 
Länge  kleiner  als  X^  ist,  durch  den  Namen  ,yRiffdn^^  zu  unterscheiden. 

Insoweit  die  relative  Bedeutung  von  Schwere  und  Kohäsion  von 
der  Wellenlänge  abhängt,  kann  sie  auf  die  Gestalt  des  Ausdruckes 
für  die  potentielle  Energie  zurückgeführt  werden,  welche  einer  Ober- 
flächenerhebung 

ly  ==  a  cos  kx  (8) 

entspricht.     Der  Teil  dieser  Energie,   welcher   von  der  Ausdehnung 
der  Grenzfläche  herrührt,  ist  pro  Flächeneinheit 

während  der  Teil,  der  von  der  Schwere  herrührt, 

^9iQ-  q)  «'  (10) 

ist.   Wenn  l  abnimmt,  so  gewinnt  der  erstere  Teil  gegen  den  letzteren 
mehr  und  mehr  an  Wichtigkeit. 

Gebrauchen  wir  dieselben  Zahlenangaben  wie  vorher,  und  setzen 
wir  ^r  =  981,  so  finden  wir  für  eine  Wasserfläche: 


'm 


1,73,    c„-.23,2, 


WO  die  Einheiten  das  Zentimeter  und  die  Sekunde  sind.  Es  liegt 
also  näherungsweise  das  Minimum  der  Wellengeschwindigkeit  bei  un- 
gefähr neun  Zoll  pro  Sekunde  oder  0,45  Seemeilen  pro  Stunde  bei 
einer  Wellenlänge  von  ^  Zoll.  Im  Hinblick  auf  die  numerischen 
Resultate,  welche  bereits  erhalten  wurden,  gibt  dies  für 

c^    27,8       32,5       37,1       41,8       46,4 
die  Werte 

,3        6,3        8,5       10,9       13,6 

JO      0,47      0,35      0,27      0,22 

in  Zentimetern  und  Sekunden. 


(4,1 
1  0,' 
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Wenn  wir  aus  Gleiohnng  (7)  in  die  allgemeine  Fonnel  (3)  des 
§  234  fOr  die  Ghuppengeschwindigkeit  einsetzen,  finden  wir 


i7.c-A||-c(i-^;;-=y) 


(11) 


Folglich  ist  die  Orappengeschwindigkeit  größer  oder  kleiner  als  die 
Wellengeschwindigkeit^  je  nachdem  A  ^  X„.  Für  hinreichend  Lange 
Wellen  ist  die  Orappengeschwindigkeit  pnüktisch  ^e,  während  sie  f&r 
«ehr  knrze  Wellen  sich  dem  Werte  f  c  nähert.*) 

Die  Beziehungen  zwischen  Wellen^nge  und  Wellengeschwindig- 
keit sind  in  der  untenstehenden  Figur  graphisch  dargestellt,  wo  die 
gestrichelten  Kurven  sich   auf  die  Fälle  beziehen,  wo  Schwere  und 
Kapillarität  einzeln  wirken,  wahrend  die  ausgezogene  Kurre  die  ge- 
meinschaftliche Wirkung  beider 
angibt.«)     Wie    in    §  234   dar- 
gelegt wurde,  wird  die  Gruppen- 
geschwindigkeit durch  den  Ab- 
schnitt dargestellt,  den  die  Tan- 
gente   auf    der    Ordinatenachae 
bildet.     Da  von  jedem   Punkte 
dieser    Achse    außerhalb    eines 
gewissen  Abstandes  von  O  zwei 
Tangenten    an    die    Kurve    ge- 
zogen werden  können,  so  gibt 
es  zwei  Werte  der  Wellenlänge, 
welche    einer    vorgeschriebenen 
Gruppengeschwindigkeit  U  ent- 
sprechen.    Diese  beiden  Werte 
~U\  ~~"~~  ^  von   l   fallen   zusammen,   wenn 

U  einen  gewissen  Minimalwert 
erreicht,  der  durch  den  Punkt  bestimmt  wird,  wo  Oc  von  der  Tan- 
gente an  der  Kurve  in  dem  Wendepunkte  getroffen  wird.  Es  läßt 
sich  leicht  zeigen,  daß  wir  dann 

^   -  1^3  +  21/3  =  2,542, 

U  =  0,767  c^ 

haben,  wo  c^,  wie  oben,  das  Minimum  der  Wellengeschwindigkeit  be- 
zeichnet. 

Eine  weitere  Folge  der  Gleichung  (2)  ist  zu  bemerken.     Bisher 
wurde  stillschweigend   vorausgesetzt,  daß   die  untere  Flüssigkeit    die 


.\ 


1)  Vergl.  Lord  Rayleigh,  l.  c,  S.  444. 

2)  Vergl.  §  284. 
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dichtere  sei  (d.  h.  (>  >  q'),  was  allerdings  für  die  Stabilität  erforderlich 
ist^  wenn  T^  yernachlässigt  wird.  Die  genannte  Formel  zeigt  jedoch, 
daß  Stabilität  auch  dann  besteht,  wenn  q  <  (f\  vorausgesetzt^  daß 

d.  h.,  vorausgesetzt,  daß  X  kleiner  als  die  Wellenlänge  X^  ist,  welche 
der  minimalen  Geschwindigkeit  entspricht^  wenn  die  dichtere  Flüssig- 
keit sich  unten  befindet.  In  dem  Falle  z.  B.,  wo  Wasser  oben  und 
Luft  unten  ist,  ist  das  Maximum  der  Wellenlänge,  welches  mit  der 
Stabilität  verträglich  ist,  1,73  cm.  Wenn  die  Flüssigkeiten  zwischen 
zwei  parallele  vertikale  Wände  eingeschlossen  sind,  gibt  dies  eine 
obere  Grenze  für  die  zulässige  Wellenlänge,  und  wir  erkennen,  daß 
(in  der  zweidimensionalen  Form  der  Aufgabe)  Stabilität  besteht, 
wenn  der  gegenseitige  Abstand  der  Wände  nicht  mehr  als  0,86  cm 
beträgt.  Wir  haben  hier  im  Prinzip  die  Erklärung  eines  be- 
kannten Experimentes,  bei  welchem  Wasser  durch  den  atmosphäri- 
schen Druck  in  einem  umgekehrten  Glas  oder  einem  andern  Gefäß 
gehalten  wird,  dessen  Öfihung  von  einem  Netz  mit  genügend  feinen 
Maschen  bedeckt  wird.^) 

§  265.  Wir  wollen  zunächst  den  Fall  von  Wellen  auf  einer 
horizontalen  Fläche  betrachten,  welche  die  gemeinschaftliche  Grenze 
zweier  paralleler  Ströme  U  und  U'  bildet. 

Wenn  wir  die  Methode  des  §  232  anwenden,  so  finden  wir  ohne 
Schwierigkeit,  daß  die  Bedingung  für  stationäre  Wellen  jetzt 

gü'+g'U"  =  f(9-if')  +  kT,  (1) 

lautet,   wo   das   letzte  Glied  von  der  veränderten  Form  der  Druck- 
bedingung  herrührt,  die  an  der  Fläche  erfüllt  werden  soll. 
Dies  kann  in  der  Form 

\     Q  +  Q      /  ^      9  +  9         Q  +  Q         {9  +  9  r^  ^  ^^ 

geschrieben  werden. 

Die  Belativgeschwindigkeit  der  Wellen  in  Bezug  auf  die  mittlere 
Geschwindigkeit  der  Ströme  (§  232)  ist  ±  c,  vorausgesetzt,  daß 

1)  Der  Fall,  wo  die  Flüssigkeiten  in  einem  zylindrischen  Bohre  enthalten 
sind,  wurde  von  Maxwell  gelöst,  Encyc.  Britann,,  Artikel  ,,Capillar7  Action'^, 
Bd.  V,  S.  69  {Sc.  Fapers,  Bd.  ü,  S.  586),  und  mit  einigen  Versnchen  von  Daprez 
verglichen.  Die  Übereinstimmung  ist  besser,  als  zu  erwarten  wäre,  wenn  man 
bedenkt,  daß  die  besondere  Bedingung  außer  acht  geblieben  ist,  die  an  der 
Berührungslinie  der  Oberfläche  mit  der  Wand  des  Rohres  zu  erfölien  ist. 

2)  Vergl.  Sir  W.  fhomson,  Phü,  Mag.  (4),  42,  S.  868, 1871  {BaUimore  Ltctwres, 
8.  690). 
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c»-V-^? 


j^^Aü-uy,  (3) 

WO  Cq  die  Wellengeschwindigkeit  bei  Abwesenheit  der  Ströme  bezeichnet. 
Die  verschiedenen  Schlußfolgerungen ,  welche  aus  Gleichung  (3) 
gezogen  werden  können,  sind  im  ganzen  dieselben  wie  in  dem  ge- 
nannten Paragraphen,  aber  mit  einer  wichtigen  Einschränkung;  da  c^^ 
jetzt  ein  Minimum  besitzt,  nämlich  den  Wert  von  c^,  welcher  durch 
Gleichung  (5)  des  §  264  definiert  ist,  bleibt  das  Gleichgewicht  einer 
ebenen  Flache  f&r  Störungen  aller  Wellenlängen  stabil,  so  lange  als 

\ü-U'\<'-±'.c„,  (4) 


si 


Q 
WO   5  =» 

Q 


Wenn  die  Relatiygeschwindigkeit  der  beiden  Ströme  diesen  Wert 
überschreitet,  so  wird  c  für  Wellenlängen,  die  innerhalb  bestimmter 
Grenzen  liegen,  imaginär.  Es  ist  klar,  daß  bei  der  Methode  des 
§  233  der  Zeitfaktor  e^"^  jetzt  die  Form  e=*^«'+'^'  annehmen  würde, 
wobei 

Der  Faktor  e"^  zeigt  die  Möglichkeit  einer  Störung  von  immer  wach- 
sender Amplitude. 

Für  den  Fall  von  Luft  über  Wasser  haben  wir 

s  =  0,00129,    c^  ^  23,2     (C.  S), 

folglich  ist  der  Maximalwert  von  |  (7—  f/'  | ,  welcher  mit  der  Stabilität 
verträglich  ist,  ungefähr  646  cm  pro  Sekunde  oder  ungefähr  12,5  See- 
meilen pro  Stunde.^)  Für  etwas  größere  Werte  wird  sich  die  In- 
Stabilität  zunächst  durch  die  Bildung  von  kleinen  Wellen  zu  erkennen 
geben,  deren  Länge  ungefähr  ^  Zoll  beträgt;  diese  wachsen  allmählich 
an  Amplitude,  bis  sie  die  Grenzen  überschreiten,  welche  bei  imseren 
Annäherungen  vorausgesetzt  sind. 

§  266.  Wir  gehen  auf  die  Untersuchung  der  Wirkung  einer 
ständigen  Druckstörung  auf  der  Oberfläche  eines  fließenden  Stromes 
nach  den  Methoden  der  §§  240  und  241  zurück,  indem  wir  jetzt  den 
Einfluß  von  Kapillarkräften  berücksichtigen.     Dies   wird  uns,  neben 


1)  Die  Windgeschwindigkeit,  bei  welcher  eine  Wasaerfläche  durch  die  Bil- 
dung von  Kapillarwellen  sich  zu  kräuseln  beginnt,  sodaß  sie  zu  spiegeln  auf- 
hört, ist  viel  kleiner  als  diese  und  wird  durch  andere  Umstände  bestimmt.  Wir 
werden  später  auf  diesen  Punkt  zurückkommen  (Kap.  XI). 
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den  früheren  Resultaten^  eine  Erklärung  für  die  Reihe  von  Riffeln 
geben,  welche  einem  festen  Korper  Yorausgeht,  der  sich  mit  mäßiger 
Geschwindigkeit  auf  ruhigem  Wasser  bewegt,  oder  welche  stromauf- 
wärts von  einem  Störungszentrum  in  einem  gleichförmigen  Strome  liegt. 
Wir  wollen  mit  einer  einfach  harmonischen  Dmckrerteilung  be- 
ginnen.    Wir  nehmen  an,  daß 


*'^  =»  —  a:  +  /3c*y  sin  lex 

-  ==  —  y  +  ßf^^  cos  kx 
c 


(1) 


wobei   die   obere  Fläche   mit   der  Stromlinie  ^  =»  0   zusammenfallen 
soU,  deren  Gleichung  näherungsweise 

j^  —  /3  cos  hx  (2) 

lautet.     Für  einen  Punkt  nahe  unter  dieser  Fläche  finden  wir  wie  in 
§  240  (5)  für  den  yeränderlichen  Teil  des  Druckes 

jPo  =  /Sp  { (Äc*  —  g)  cos  Tcx  +  ^c  sin  ta?},  (3) 

wo  yL  der  Reibungskoeffizient  ist.    In  einem  benachbarten  Punkt  nahe 
über  der  Fläche  müssen  wir 

K-l>o  +  ^10--  /^P  {(*c»  -  <7  -  t^TO  cos  lex  +  y^c  sin  Tcx)     (4) 

haben,   wo   T'  jetzt   für    -  ^    geschrieben  ist.     Dies   ist  dem  reellen 

Teile  von 

ß9  {kc^-g-  k^r  -  t>c)  e**' 

gleich.     Wir  schließen,  daß  dem  eingeprägten  Drucke 

Pq^  C  cos  kx  (5) 

die  Oberflächenform 

entspricht. 

Wir  wollen  zuerst  annehmen,  daß  die  Geschwindigkeit  c  des 
Stromes  die  minimale  Wellengeschwindigkeit  c^  übersteigt,  welche  in 
§  264  untersucht  worden  ist.     Wir  können  dann 

Äc«-^-i«r-r(Ä-xi)(x,-jfc)  (7) 

schreiben,  wo  x^  und  x,  die  beiden  Werte  von  k  sind,  die  der  Wellen- 
geschwindigkeit c  in  stillem  Wasser  entsprechen.    Mit  anderen  Worten, 

2  Ä  2  9S  

und  —   sind  die  Wellenlängen  von  den  beiden  Systemen  freier 

Wellen,  welche  auf  der  Oberfläche  des  fließenden  Stromes  eine  kon- 
stante Lage  im  Raum  behalten  könnten.    Wir  wollen  annehmen,  daß 

Xj  ^  Xj. 
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Durch  diese  Größen  ausgedrückt  kann  die  Formel  (6) 

C     {k  —  Xj)  (x,  —  k)  C08  kx  —  fi'  sin  kx  ^^v 

geschrieben  werden,  wo  /t'  =  ^ .     Dies  zeigt,  daß  für  kleines  ^'  der 

Druck  an  den  Kämmen  am  kleinsten  und  an  den  Wellentälern  am 
größten  ist,  wenn  Tc  größer  als  x,  oder  kleiner  als  Xj  ist,  wahrend 
das  Umgekehrte  stattfindet,  wenn  k  zwischen  Xj  und  x,  liegt.  Im 
Falle  einer  fortschreitenden  Störung,  welche  sich  über  ruhiges  Wasser 
bewegt,  sieht  man  leicht,  daß  diese  Ergebnisse  mit  §  167  (13)  in 
Einklang  sind. 

§  267.  Aus  Gleichung  (8)  können  wir,  wie  in  §  241,  auf  die 
Wirkimg  eines  Druckes  von  dem  Integralbetrage  P  schließen,  der 
auf  eine  Oberflächenlinie  im  Ursprungspunkt  konzentriert  ist  Wir 
finden  nämlich 

OD 

P       CQc  —  «i)(x,  —  k)cQ%kx  —  ft'einifca:  ,,  ^^v 

y~l^\J  (i-«,)'(x.-t)'  +  ^''  "*•  W 

0 

Das  bestimmte  Integral  ist  der  reelle  Teil  von 


J  (ä:-x,)(x, -/:)-»>' 

0 


(10) 


Der  Dissipationskoeffizient  /t'  ist  nur  zu  dem  Zweck  eingeführt,  um 
die  Aufgabe  eindeutig  bestimmt  zu  machen;  wir  wollen  daher  den 
geringen  Gewinn  an  Einfachheit  benutzen,  der  eintritt,  wenn  fi'  unend- 
lich klein  gedacht  wird.  In  diesem  Falle  sind  die  beiden  Wurzeln  des 
Nenners 

t  =  Xj  +  ivj 

A;  =  Xj  —  ivy 
wo 

X,  —  X, 

Das  Integral  (10)  ist  darum  mit 

—  _* (  f  ^"^' /'!_i!Ü^*_l  ai> 

X,- X, -2.»  17  *-(«,  +  . V)       y  fe  _  (x,  _  ,-,)  /  K^^f 

Die  hier  auftretenden  Integrale  haben  die  Formen,  welche  in 
§  241  besprochen  wurden.  Da  x,  >  x^,  so  ist  v  positiv,  und  es  folgt^ 
daß  für  positives  x  das  erstere  Integral  gleich 
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OD 


2aiV«.'+y^^rf*  (12) 

0 

und  des  letztere  gleich 

dk  (13) 


0 

ist.     Für  negatives  x  hingegen  reduziert  sich  das  erstere  auf 


/ 


OD 


dk  (14) 


k  +  %, 

0 

und  das  letztere  auf 

-2%ii*'^'+Jf^dh.  (15) 

Wir  haben  hier  die  Formeln  vereinfacht^  indem  wir  nach  der  Trans- 
formation 1/  »  0  setzten. 

Wenn  wir  jetzt  die  imaginären  Teile  aus  unseren  Ausdrücken 
weglassen^  so  erhalten  wir  die  folgenden  Resultate. 

Wenn  fi'  unendlich  klein  ist,  so  gibt  Gleichung  (9)  fftr  positives  x 

und  für  negatives  x 
wo 

Diese  Funktion  F{x)   kann   nach   §  241  (28)   durch   die   bekannten 

Funktionen 

Ci  x^Xy     Si  Tc^x,    Gi  x^x,    Si  x^^r 

ausgedrückt  werden.  Die  hierdurch  dargestellte  Niveaustorung  ist  für 
positive  wie  für  negative  Werte  von  x  sehr  klein,  welche  die  Hälfte 

der  größeren  Wellenlänge  —    übersteigen. 

Daher  ist  die  Oberfläche  außerhalb  einer  solchen  Entfernung 
stromabwärts   mit   einem   regelmäßigen  Zug  Wellen   von  der  Länge 

—  und  stromaufwärts  mit  einem  Zug  von  der  kürzeren  Wellenlänge 

2  9C 

—  bedeckt.   Es  ergibt  sich  aus  den  numerischen  Resultaten  des  §  264^ 

'S 

daß  das  erstere  Wellensystem  hauptsächlich  durch  die  Schwere  und 
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•das  letztere  durch  die  Eohäsion  beherrscht  wird,  wenn  die  Strom- 
jreschwindigkeit  c  das  Minimum  (c^)  der  Wellengeschwindigkeit  be- 
trächtlich übersteigt. 

Es  ist  bemerkenswert,  daß  im  Gegensatz  zu  dem  Falle  des  §  241 
4Üe  Erhebung  jetzt  für  a;  «  0  endlich  ist;  wir  haben  nämlich  für  a?  =  0 

wie  sich  leicht  aus  den  Gleichungen  (16)  und  (18)  ergibt. 

Die   Figur    zeigt   den    Übergang   zwischen    den    beiden    Wellen- 
49ystemen  für  den  Fall  x,  =  5  x^ . 


Die  allgemeinen  Erwägungen,  welche  bereits  in  §  245  ange- 
-stellt  wurden,  um  eine  ungefähre  Vorstellung  von  den  Wirkungen 
einer  konzentrierten  Druckstörung  zu  gewinnen,  welche  auf  ruhigem 
Wasser  vorwärtsschreitet,  sind  jetzt  durch  den  Umstand  zu  verroll- 
siändigen,  daß  es  zwei  Wellenlängen  gibt,  welche  der  vorgeschriebenen 
Geschwindigkeit  c  entsprechen.  Für  eine  derselben,  die  kürzere,  ist 
^ie  Gruppengeschwindigkeit  größer,  fQr  die  andere  hingegen  kleiner 
als  c.  Wir  können  so  verstehen,  warum  die  Wellen  von  kürzerer 
Wellenlänge  auf  der  Vorderseite,  diejenigen  von  größerer  Länge  dar 
gegen  auf  der  Rückseite  des  Störungszentrums  beobachtet  werden. 

Man  wird  bemerken,  daß  die  Formeln  (16)  und  (17)  für  die 
Höhe  der  Kapillarwellen  stromaufwärts  denselben  Wert  angeben,  wie 
für  diejenige  der  längeren  Wellen,  welche  stromabwärts  liegen;  aber 
dieses  Resultat  wird  sehr  verändert,  wenn  der  Druck  nicht  auf  eine 
mathematische  Linie  konzentriert  ist,  sondern  sich  über  einen  Streifen 
von  merklicher  Breite  erstreckt.  Wenn  z.  B.  die  Breite  des  Streifens 
etwa  den  vierten  Teil  der  Wellenlänge  stromabwärts  nicht  überschreitet^ 
während  sie  jedoch  beträchtlich  größer  als  die  Wellenlänge  der  Riffeln 
stromaufwärts  ist,  wie  es  bei  einer  sehr  mäßigen  Geschwindigkeit 
vorkommen  kann,  so  werden  die  verschiedenen  Elemente  der  Breite 
hinsichtlich  ihrer  Wirkung  stromabwärts  einander  in  der  Hauptsache 
verstärken,  während  wir  stromaufwärts  Interferenz  und  deshalb  eine 
verhältnismäßig  kleine  resultierends  Amplitude  haben  werden. 

Um  diesen  Punkt  zu  erläutern,  nehmen  wir  an,  daß  der  G^samt- 
druck  P  auf  der  Oberfläche  die  Verteilimg 

besitzt.    Diese  ist  um  so  mehr  ausgebreitet,  je  größer  der  Wert  von  6. 
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Das  Rechnungsverfahren  ist  aus  §  242  zu  ersehen.  Das  Resultat 
lautet  für  die  Seite  stromabwärts: 

y--Fr^r=^^"'"'«^'^*  +  ---  (21) 

und  für  diejenige  stromaufwärts: 

wobei  die  Glieder  ausgelassen  sind^  welche  in  einer  Entfernung  von 
ungefähr  einer  halben  Wellenlänge  vom  ürsprungspunkt  unmerklich 
werden.  Die  Exponentialfaktoren  zeigen  die  Verkleinerung,  welche 
von  der  Ausbreitung  des  Druckes  herrührt;  diese  ist  auf  Seite  der 
Kapillarwellen  größer,  weil  x,  >  x^ . 

Wenn  die  Stromgeschwindigkeit  c  kleiner  als  das  Minimum  der 
Wellengeschwindigkeit  ist,  so  sind  die  Faktoren  von 

imaginär.  Jetzt  ist  keine  Unbestimmtheit  vorhanden,  wenn  man  von 
Anfang  an  /t  »=  0  setzt.     Die  Oberflächenform  wird  durch 

0 

gegeben.  Das  Integral  könnte  durch  die  frühere  Methode  umgeformt 
werden,  aber  es  ist  von  vornherein  klar,  daß  sein  Wert  mit  wachsen- 
dem X  wegen  der  mehr  und  mehr  raschen  Schwankungen  des  Vor- 
zeichens von  cos  kx  sich  der  0  nähert.  Die  Niveaustörung  ist  jetzt 
auf  die  Nähe  des  ürsprungspunktes  beschränkt.    Für  a;  =  0  finden  wir 

y ^^-p  (l  +  I  sin-  f\)  .  (24) 

Schließlich  haben  wir  den  kritischen  Fall,  wo  c  dem  Minimum 
der  Wellengeschwindigkeit  genau  gleich,  und  deshalb  tc^  ^^  yc^  ist. 
Das  erste  Glied  in  (16)  oder  (17)  wird  jetzt  unendlich,  während  der 
übrige  Teil  dieses  Ausdruckes  einen  endlichen  Wert  gibt.  Um  für 
diesen  Fall  ein  verständliches  Resultat  zu  erhalten,  ist  es  nötig,  den 
Reibungskoeffizienten  /t'  beizubehalten. 

Wenn  wir 

/i'-2a3r» 
setzen,  so  haben  wir 

(k-xy  +  ifA'^ik-ix  +  m-im)}  {i-(x-w-hiSJ)},    (25) 

sodaß  das  Integral  (10)  jetzt  gleich 


OD 


W  {fr-(r^+  i^j  ^^  -  J  k^r^iir^i^  ^^]     (26) 

0  0 
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gesetzt  werden  kann.  Die  Formeln  des  §  241  zeigen,  daß  für  kleines  uT 
der  wichtigste  Teil  dieses  Ausdruckes  für  Punkte  in  einiger  Ent- 
fernung vom  Ursprungspunkt  auf  beiden  Seiten 

'-+-*.  2;r.V-  (27) 

bet^^^. 

Es  ergibt  sich,  daB  die  Oberflächenerhebung  jetzt  durch 

'^•««--^cosCx^-Jä)  (28) 

gegeben  ist. 

Die  Untersuchung  der  Wirkung  von  Unregelmäßigkeiten  im 
Strombett  nach  der  Methode  des  §  :i44  wird  dem  Leser  überlassen. 

§  268.  Die  Untersuchung  von  Lord  Rayleigh^),  von  welcher 
sich  das  vorausgehende  hauptsächlich  durch  die  Art  der  Behandlung 
der  bestimmten  Integrale  unterscheidet^  wurde  in  der  Absicht  unter- 
nommen, einige  Erscheinungen  genauer  zu  erklären,  welche  von  Scott 
Rüssel*)  und  Lord  Kelvin')  beschrieben  waren. 

,,Wenn  ein  kleines  Hindernis,  wie  z.  B.  eine  Angelschnur,  lang- 
sam in  ruhigem  Wasser  vorwärts  bewegt  wird,  oder  wenn  es  (was 
natürUch  auf  dasselbe  hinauskommt)  in  bewegtem  Wasser  ruhig  ge- 
halten wird,  so  wird  die  Oberfläche  mit  einem  schönen  Wellensystem 
bedeckt,  welches  in  Bezug  auf  das  Hindernis  stationär  ist.  Auf  der 
Seite  stromaufwärts  ist  die  WeUenlänge  kurz,  und  wie  Thomson  ge- 
zeigt hat,  ist  die  Kraft,  welche  die  Schwingungen  beherrscht,  haupi- 
sächlich  die  Kohäsion.  Stromabwärts  sind  die  Wellen  länger,  und 
sie  unterliegen  hauptsächlich  dem  Einfluß  der  Schwere.  Beide  Reihen 
von  Wellen  bewegen  sich  mit  derselben  Geschwindigkeit  relativ  zum 
Wasser;  dies  ist  nämlich  erforderlich,  damit  sie  eine  feste  Li^e  in 
Bezug  auf  das  Hindernis  behalten.  Dieselbe  Bedingung  bestimmt  die 
Geschwindigkeit  und  deshalb  auch  die  Wellenlänge  derjenigen  Teile 
des  Systems,  wo  die  Kämme  schief  zur  Bewegungsrichtuug  stehen. 
Wenn  der  Winkel  zwischen  dieser  Richtung  und  der  Normalen  zur 
Kammlinie  der  Wellen  mit  6  bezeichnet  wird,  so  muß  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit gleich  Vq  cos  ö  sein,  wo  Vq  die  Geschwindigkeit  des 
Wassers  in  Bezug  auf  das  feste  Hindernis  darstellt. 

„Thomson  hat  gezeigt,  daß  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  an 
der  Oberfläche,  wie  auch  die  Wellenlänge  sein  mag,  nicht  kleiner  als 
ungefähr  23  cm  pro  Sekunde  sein  kann.  Das  Wasser  muß  etwas 
schneller  fließen,  damit  das  Wellensystem  ausgebildet  werde.     Auch 

1)  l  c,  S.  468. 

2)  „On  WaveB",  Brit.  Äss,  Bep.,  1844. 

3)  I.  c,  S.  686. 
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dann  ist  der  Winkel  0  einer  Beschränkung  unterworfen ,  die  durch 
t?0  cos  0  =»  23  bestimmt  ist^  und  die  gekrümmte  Kammlinie  der  Wellen 
hat  eine  entsprechende  Asymptote. 

„Der  eingetauchte  Teil  des  Hindernisses  stört  die  Strömung  der 
Flüssigkeit  unabhängig  von  der  Deformation  der  Oberfläche  und  macht 
die  Aufgabe  in  ihrer  ursprünglichen  Form  sehr  schwierig.  Wir 
können  jedoch^  ohne  das  wesentliche  der  Sache  zu  verändern,  an- 
nehmen^  daß  die  Störung  durch  Anwendung  eines  besonderen  Druckes 
in  einem  Punkt  der  Oberfläche  verursacht  sei,  wie  er  durch  elektrische 
Anziehung  oder  durch  den  Stoß  eines  dünnen  Luftstrahles  erzeugt 
werden  kann.  Tatsächlich  bringt  jede  dieser  Methoden,  besonders  die 
letztere,  sehr  schöne  Wellensysteme  hervor."*) 

Die  Ausdehnung  des  Wellensystems  wird  durch  die  Methode  klar, 
welche  am  Ende  des  §  253  dargelegt  wurde. 

Wenn  wir  die  Kapillarität  allein  in  Rechnung  ziehen,  so  gibt  die 
Formel  (17)  des  genannten  Paragraphen 

c*cos»e=  F2  =  ^',  (1) 

gemäß  §  263,  und  die  Form  der  Wellenkämme  wird  demnach  durch 

die  Gleichung*) 

jp  -  a  sec»  e  (2) 

bestimmt.     Dies  ergibt 

a:  =  a  sec  e  (1  ~  2  tang«  0)1 

y  — 3a8ecetange  j'  ^  ^ 

Wenn  Schwere  und  Kapillarität  beide  berücksichtigt  werden,  so 
haben  wir  nach  §  264 

c*  cos»  e  -  7»  -  1^  +  ^-  (4) 

Wenn  wir 


T'\i 


(ö) 


setzen,  so  haben  wir  also 


CO8*0 


cos'a 
WO 


COS«-— •  (7) 


1)  Lord  Rayleigh,  h  e. 

2)  Da  jetzt  U>  V  ist,  so  ergibt  sich  aui  Gleichung  (18)  des  §  268,  dafi 
die  Eonstante  a  negativ  sein  muß. 
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Die  Beziehung  zvischen  p  and  6  bat  dann  die  Form 

CO»' 9  _  1  l_Ji ,   <^^_^\ 

cOi'a"   8  \oco»*o  p      )' 


=  COS*  ö  ±  ycoB*  ff  —  COS*  a 


(8) 
(9) 


Die  vier  geraden  Linien,  für  welche  d  =  ±  o:  gilt,  sind  Aajmptoteii 
der  80  beatimmten  Kurve.  Die  Werte  von  \3i  —  oc  fSr  Terschiedene 
Werte  des  YerhSltnisaes  —  sind  in  §  263  gegeben  worden. 

Wenn  das  Verhältnis  —  bo- 
trächtlich  groß  ist,  so  ist  a  nahe 
gleich  \  % ,  nnd  die  Asymptoten 
bilden  mit  der  x- Achse  aehr  spitze 
WinkeL  Die  obere  der  nebenstehen- 
den Figuren  gibt  den  Teil  der  Karre, 
welcher  für  das  physikalische  Problem 
im  Fallec^lOc^  in  Betracht  kommt.') 
Das  Verhältnis  der  Wellenlängen  der 
Wellen  und  der  Riffeln  in  der  Sym- 
metrieebene ist  dann  natürlich  sehr  groß.  Die  Kurve  sollte  mit  der  ver- 
glichen werden,  welche  die  Grundlinie  der  oberen  Figur  auf  S.  607  bildet. 
Wenn  das  Verhältnis  -  ab- 
nimmt, 80  nimmt  die  Neigung  der 
Asymptoten  zu,  während  die  Spitzen 
auf  beiden  Seiten  der  Achse  sich 
einander  nähern,  zusammenfolleQ 
und  schließlich  verschwinden.')  Das 
Wellensystem  hat  dann  eine  Anord- 
nung von  der  Art,  die  in  der  neben-- 
etehenden  Figur  dargestellt  ist.  Dieee 
ist  für  den  Fall  gezeichnet,  wo  das 
Verhältnis  der  Wellenlängen  in  der 
Symmetrielinie  4 : 1  ist,  was  dem 
Werte  a  =  26'';S4'  oder  c-1,12  c„ 
entspricht ') 
Für  c  <.  c^  verschwindet  das  Wellensystem  ganz. 


a  der  Kuire 


1)  Der  MaBgtab  der  Figur  ^stattet  nicht,   die  Asymptoten 
Retremit  za  zeichnen. 

3)  Ein   Versnchadiftgramm   zeigte,   daß  sie   fiir  c  =  2  c,,{b  =  60°)  fut  m- 
sammenfallen. 

8)  Die  Figar  kann  mit  der  verglichen  werden,  welche  vod  Scott  Biuael, 
i.  c,  gegeben  wurde. 
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§  269.  Ein  anderes  interessantes  Problem  ist  die  Bestimmung 
der  Natnr  des  Gleichgewichtes  einer  zylindrischen  Flüssigkeitssäule 
von  kreisförmigem  Querschnitt.  Dies  enthält  die  Theorie  der  bekannten 
Experimente  von  Bidone,  Savart^  u.  a.,  die  über  das  Verhalten  eines 
Strahles  angestellt  wurden^  welcher  unter  dem  Einfluß  des  Drucks 
aus  einer  kleinen  öflnung  in  der  Wand  eines  Gefäßes  ausfließt.  Es 
ist  klar,  daß  die  gleichförmige  Geschwindigkeit  in  Bichtung  der  Achse 
des  Strahles  das  Wesen  der  Sache  nicht  beeinflußt  und  bei  der 
mathematischen  Behandlung  unbeachtet  bleiben  kann. 

Wir  wollen  zuerst  die  zweidimensionalen  Schwingungen  der  Säule 
betrachten y  wobei  wir  annehmen,  daß  die  Bewegung  in  jedem  Quer- 
schnitt dieselbe  ist.  Gebrauchen  wir  in  der  Ebene  eines  Querschnitts 
Polarkoordinaten,  deren  Ursprung  in  der  Achse  liegt,  so  können  wir 
in  Übereinstimmung  mit  §  263: 

fM 
qp  =  -4.  -i  cos  so  •  cos  {pt  +  b)  (1) 

schreiben,  wo  a  der  mittlere  Radius  ist.    Die  Gleichung  der  Grenze 
wird  für  jeden  Augenblick  durch 

r^a  +  l  (2) 

gegeben  sein,  wo 

g  -  -  1^  cos  so  •  sin  {6t  +  «),  (3) 

wobei  die  Beziehung  zwischen  den  Koeffizienten  durch  die  Bedingung, 
daß  für  r  -  a 

dt"       dr'  ^^ 

bestimmt  worden  ist.    Für  den  yeränderlichen  Teil  des  Druckes  inner- 
halb des  Zylinders,  und  zwar  nahe  bei  der  Oberfläche,  haben  wir 

^  ^-^-  ^  —  6A  cos  sB  '  sin  (öt  +  s),  (5) 

Die  Krümmung  einer  Kurve,  die  unendlich  wenig  von  einem 
Kreis  abweicht,  welcher  seinen  Mittelpunkt  im  Ursprungspimkt  hat 
bestimmt  sich  nach  elementaren  Methoden  zu 

i.      i.  _  ^-  -^^ 
Ä  "  r        r*  de*' 

oder  in  der  Schreibweise  von  (2)  zu 

Die  Oberflächenbedingung 

T 
p  =  ^  +  konst.  (7 ) 
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gibt  deshalb  nach  Einsetzen  aus  Gleichung  (5)^) 

tf.  =  8(,._l)A.  (8) 

Für  s  ^  1  haben  wir  <y  »  0;  bis  auf  unseren  Grad  der  Annähenmg 
bleibt  der  Querschnitt  kreisförmig  und  wird  nur  verschoben,  sodaB 
das  Gleichgewicht  indifferent  ist.  Für  alle  anderen  geradzahligen 
Werte  von  s  ist  0^  positiv,  sodaß  das  Gleichgewicht  für  zweidimen- 
sionale Deformationen  vollständig  stabil  ist.  Dies  ist  von  vornherein 
klar,  da  der  Kreis  die  Fläche  kleinsten  üm&ngs  und  deshalb  der 
kleinsten  potentiellen  Energie  für  eine  gegebene  Größe  des  Quer- 
schnittes ist. 

Im  Falle  eines  Strahles,  welcher  aus  einer  0£Enung  in  der  Foim 
einer  Ellipse,  eines  gleichseitigen  Dreieckes  oder  eines  Quadrates 
fließt,  wird  eine  Störung  von  dem  Typus  s  »  2,  3  oder  4  bestimmt. 
Da  die  Bewegung  stationär  ist,  so  zeigt  der  Strahl  ein  System  von 
stationären   Wellen,    deren    Länge    gleich    der    Geschwindigkeit    des 

Strahles  multipliziert  mit  der  Periode  —  ist.*) 

§  270.  Lassen  wir  jetzt  die  Beschränkung  auf  zwei  Dimensionen 
faUen,  und  nehmen  wir  an,  daß 

9  =  9i  cos  kz  •  cos  (öt  +  «),  (9) 

wo  die  j?- Achse  mit  derjenigen  des  Zylinders  zusammenfällt,  und  qp^ 

eine  Funktion  der  übrigen  Koordinaten  x  und  y  ist.    Setzen  wir  dies 

in  die  Kontinuitätsgleichung 

A9  =  0 

ein,  so  erhalten  wir 

(A,-t»)9),  =  0,  (10) 

WO 

Wenn  wir  • 

X  =^  r  cos  ö,     y  =  r  sin  ö 

setzen,  so  kann  dies  in  der  Form 

"^  +  7-^  +  ^^^-^^^-^  (11) 


1)  Bezüglich  der  ursprünglichen  Untersuchung  vermittels  der  energetischea 
Methode  siehe  Lord  Rayleigh,  „On  the  Instability  of  Jets",  Prac.  Lond,  Math. 
Soc.y  10,  S.  4,  1876,  und  „On  the  Capillary  Phenomena  of  Jets'',  Proc.  Boy.  Soe., 
29,  S.  71,  1871)  {Sc.  Papers,  Bd.  I,  S.  361  und  877;  Theory  of  Sound,  2.  Aufl., 
Kap.  20).  —  Die  letztere  Arbeit  enthält  einen  Vergleich  der  Theorie  mit  dem 
Experiment. 

2)  Es  ist  vorausgesetzt,  daß  die  Wellenlänge  groß  gegen  den  Umfang  des 
Strahles  ist.  Andernfalls  muß  die  Formel  (18)  (s.  u.)  gebraucht  werden,  und 
zwar  mit  a  =  kc,  wo  c  die  Geschwindigkeit  des  Strahles  ist. 
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geschrieben  werden.  Diese  Gleichung  besitzt  die  Gestalt,  welche  in 
den  §§  101  und  189  untersucht  wurde,  nur  daß  das  Vorzeichen  von 
Tc^  entgegengesetzt  ist.  Die  Lösuugen,  welche  für  r  =»  0  endlich  sind, 
sind  deshalb  von  der  Form 

9,  =  B/,(ftr)^«)se,  (12) 

wo,  wie  in  §  209  (11), 

^'(^)  "  ¥~^\  V  +  2(2«H-2)  +  2.  4(2«+ 2)  (2« +  4)  "•  /  ^^^^ 

Schreiben  wir 

9  =  BI,{kr)  cos  80  cos  kz  •  cos {öt  +  «),  (14) 

so  haben  wir  folglich  nach  Gleichung  (4) 

^ B  ^^IßiM  cos  sO  cos  kz  .  sin  (öt  +  s).  (15) 


aa 


Um  die  Summe  der  Hauptkrümmungen  zu  finden,  bemerken  wir, 
daß  zufolge  der  Sätze  von  Euler  und  Meunier  über  die  Krümmung 
von  Flächen  die  Ejrümmung  eines  Schnittes,  der  von  einem  normalen 
Hauptschnitt  unendliqh  wenig  abweicht,  bis  auf  kleine  Größen  der 
«ersten  Ordnung  dieselbe  ist  wie  diejenige  des  Hauptschnittes  selbst. 
Es  genügt  deshalb  für  das  yorliegende  Problem,  die  Krümmungen 
«ines  Querschnittes  des  Zylinders  bzw.  eines  Schnittes  durch  die  Achse 
zu  berechnen.  Dies  sind  die  Hauptschnitte  im  ungestörten  Zustand, 
und  die  Hauptschnitte  der  gestörten  FUrChe  werden  mit  diesen  un- 
endlich kleine  Winkel  machen.  Für  den  transversalen  Querschnitt 
gilt  die  Formel  (6),  während  der  achsiale  Querschnitt  die  Krümmung 

—  ^  besitzt;  daher  ist  die  gesuchte  Summe  der  Krümmungen: 
±,     1   _  1  _  1  /f.  .   ^\  _  ^1^ 

^~-B  ^''-J^^''^-  {k^a^  +  5»  -  1)  cos  sd  cos  kz  •  sin  {öt  +  b)    (16) 
Femer  ist  an  der  Oberfläche 

:P  «  1? 6BI^{ka)  cos  se  cos  ke  •  sin  {öt  +  «).  (17) 

Die  Oberflächenbedingung  des  §  262  gibt  dann 

**  -  ^^^  (**«'  +  «*  -  1)  •  ^.-  (18) 

Für  s  >  0  ist  <y*  positiv;  aber  in  dem  Falle  der  Symmetrie  um  die 
Achse  {s  »  0)  wird  6^  negativ  sein,  wenn  &a  <  1;  das  bedeutet,  daß 

das  Gleichgewicht  für  Störungen  labil  ist,  deren  Wellenlänge  -r-  den 
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Umfang  des  Strahles  übertrifft.  Um  die  Form  der  Störung  zu  finden, 
f&r  welche  die  Instabilität  am  größten  ist^  müssen  wir  den  Wert  von 
Tca  kennen,  welcher 

ZU  einem  Maximum  macht.  Hierfür  findet  Lord  Rayleigh  A^a'  =  0,4858^ 
also  für  die  Wellenlange  maximaler  Instabilität 

^  =  4,508  X  2a. 

Es  besteht  daher  ein  Streben,  perlenähnliche  Schwellungen  und 
Kontraktionen  dieser  Wellenlänge  mit  immer  wachsender  Amplitude 
zu  erzeugen,  bis  der  Strahl  schließlich  in  einzelne  Tropfen  zerfallt.^) 

§  271«  Dies  führt  naturgemäß  zu  der  Erörterung  der  kleinen 
Schwingungen  eines  Flüssigkeitstropfens  um  die  Kugelform.')  Wir 
wollen  die  Frage  ein  wenig  veraUgemeinem,  indem  wir  annehmen, 
daß  wir  eine  Flüssigkeitskugel  von  der  Dichte  q  haben,  die  Ton  einer 
imendlichen  Masse  einer  anderen  Flüssigkeit  mit  der  Dichte  q'  um- 
geben wird« 

Es  möge  der  Ursprungspunkt  im  Zentrum  liegen,  und  die  Gestalt 
der  gemeinschaftlichen  Grenzfläche  sei  in  jedem  Augenblick  durch 

r^a  +  l^a  +  S^'sm{6t  +  b)  (1) 

gegeben,  wo  a  der  mittlere  Radius  und  S^  eine  Kugelflächenfunktion 
Ton  der  Ordnung  n  ist.  Die  entsprechenden  Werte  des  Geschwindig- 
keitspotentials sind  dann  für  innere  Punkte 


6a  r" 


'P  =  --^],nS,-<iOB{<St+B)  (2) 

und  für  äußere  Punkte 


aa    0"+* 


da  diese  für  r  =^  a 

et ^9 d^>' 

dt  dr  er 

1)  Wenn  wir  nämlich  eine  Anzahl  möglicher  Störungsformen  mit  den  Zeit> 

faktoien  e°^\  e"*',  e^*\  •  •  •  haben,  wo  «i  >  a,  >  ^'s  >  '  •  »  ^^^  diese  gleichzeitig 
erregt  werden,  so  wird  die  Amplitude  der  ersten  gegen  diejenigen  der  anderen 
Komponenten  in  den  Verhältnissen  e^"*"*'^',  c^**»""*»^',  •  •  •  wachsen.  Die  Kom- 
ponente mit  dem  größten  a  wird  deshalb  schließlich  vorherrschen. 

Die  Instabilität  eines  zylindrischen  Strahles^  welcher  von  einer  anderen 
Flüssigkeit  umgeben  wird,  ist  von  Lord  Rayleigh  erörtert  worden:  ,.0n  the  In- 
stability  of  Cylindrical  Fluid  Surfaces",  Fhil  Mag.  (6),  34,  S.  177,  1892  {Sc,  Papers, 
Bd.  m,  S.  594).  Für  einen  Luftstrahl  in  Wasser  findet  man  für  die  Wellenlänge 
maximaler  Instabilität  den  Wert  6,48  x  2  a. 

2)  Lord  Rayleigh,  l  c,  S.  560;  Webb,  Me^s.  of  Math.,  9,  S.  177,  1880. 
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ergeben.   Die  veränderlichen  Teile  des  inneren  und  des  äußeren  Druckes 
an  der  Fläche  sind  dann  durch 


p  =  . . .  -f-  ? —  S^  •  sin  (öt  +  e) 
p'^ ^^1  Sn  •  8in(<y^  +  b) 


(4> 


gegeben. 

Um  die  Summe  der  Krümmungen  zu  finden,  verwenden  wir 
einen  bekannten  Satz  der  Geometrie  des  Raumes.  Wenn  R^y  22,  die 
Hauptkrümmungsradien,  und  X,  ^^  v  die  Richtungskosinusse  der  Nor- 
malen im  Punkte  {Xy  y,  e)  der  Fläche  der  Schar 

F{Xy  Xy  z)  =-  konst., 

welche  durch  diesen  Punkt  geht,  bezeichnen,  so  haben  wir 

R^^  R^'^  dx'^  dy^  dz'  W 

worin 


VF,'  +  F,'  +  F? 


F 


VF/'+F'  +  F,' 


F. 

V  '■ 


zu  setzen  sind.    Da  das  Quadrat  von  ^  zu  vernachlässigen  ist,  so  kann 
die  Gleichung  (1)  des  harmonischen  Sphäroides  auch 

r^a  +  t,    '  (6) 

geschrieben  werden,  wo 

g.-Js,.Bin(tf<  +  a),  (7) 

d.  h.  g^  ist  eine  räumliche  Eugelfunktion  von  der  Ordnung  n.     Wir 
finden  also 


(8) 


folglich 

Setzen  wir  aus  den  Gleichungen  (4)  und  (9)  in  die  allgemeine  Ober- 
flächenbedingung des  §  262  ein,  so  finden  wir 

**  =  «(«  + l)(«-l)("  +  2)H^r+iylWl^'  (10) 
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Wenn  wir  (>'  =-  0  setzen,  so  gibt  dies 

<»«-n(n-l)(n  +  2)A.  (n) 

Die  wichtigste  Normalschwingung  ist  diejenige,  für  welche  n  «=  2; 
wir  haben  dann 

Setzen  wir  für  einen  Wassertropfen  Tj  =■  74,  p  =  l,  so  finden  wir 
also  f&r  die  Frequenz 

—  =  3,87  a~^  Schwingungen  pro  Sekunde, 

wenn  a  der  Radius  in  Zentimetern  ist.  Der  Radios  einer  Kugel, 
welche  in  einer  Sekunde  schwingen  würde,  ist  a  «=»  2,47  cm,  also  etwas 
kleiner  als  ein  Zoll. 

Der  Fall  einer  kugelförmigen  Luftblase,  welche  von  Flüssigkeit 
umgeben  ist,  wird  erhalten,  wenn  wir  in  Gleichung  (10)  p  »  0  setzen; 
wir  haben  dann 

<T«  =  («  +  l)(n-l)(«  +  2)A.  (12) 

Für  gleiche  Dichte  der  Flüssigkeit  ist  die  Frequenz  einer  gegebenen 
Schwingung  größer  als  in  dem  Falle,  der  durch  (11)  dargestellt 
wird,  und  zwar  wegen  der  Verringerung  der  Trägheit;  vergL  §  91 
(7)  und  (8). 
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Expansionswellen. 

§  272.  Ein  Lehrbuch  der  Hydrodynamik  würde  kaam  voll- 
ständig sein,  ohne  einiges  über  diesen  Gegenstand  zu  bringen,  zum 
mindesten  schon  aus  dem  Grunde^  weil  alle  Flüssigkeiten  mehr  oder 
weniger  kompressibel  sind,  und  weil  es  nur  durch  Berücksichtigung 
dieser  Kompressibilität  möglich  wird,  daß  wir  solchen  offenbar  unnatür- 
lichen Resultaten  wie  in  §  20  entgehen,  wo  gefunden  wurde,  daß 
eine  Druckänderung  sich  momentan  durch  eine  Flüssigkeitsmasse  fort- 
pflanzen solle. 

Wir  werden  demgemäß  in  diesem  Kapitel  die  allgemeinen  Gesetze 
der  Fortpflanzung  kleiner  Störungen  untersuchen,  wobei  wir  jedoch 
solche  Einzelheiten  meistenteils  übergehen,  welche  eigentlich  in  die 
Theorie  des  Schalles  gehören. 

In  den  meisten  Fällen,  die  wir  betrachten  wollen,  werden  die 
Druckänderungen  unendlich  klein  sein  und  können  deshalb  den 
Änderungen  der  Dichte  proportional  gesetzt  werden,  also 

wo  X  =  (»   i-   ein   gewisser   Koeffizient    ist,   welcher    als   y,Volumen- 

dastieitäV^  bezeichnet  wird.  Für  eine  gegebene  Flüssigkeit  ändert  sich 
der  Wert  von  x  mit  der  Temperatur  und,  wenn  auch  in  geringem  Grade, 
mit  dem  Druck.  Für  Wasser  bei  15^  C.  beträgt  x  -  2,22  •  10^^  Dynen 
pro  qcm.  Für  Quecksilber  bei  derselben  Temperatur  ist  x  =  5,42  •  10^^ 
Der  Fall  der  Gase  wird  sogleich  betrachtet  werden. 

Ebene  Wellen. 

§  273.  Wir  werden  zunächst  den  Fall  ebener  Wellen  in  einem 
gleichförmigen  Medium  betrachten. 

Wenn  die  Bewegung  eindimensional  in  der  ^-Richtung  Tor  sich 
geht,  so  ist  die  Bewegungsgleichung  bei  Abwesenheit  äußerer  SjiLfte 

di^^dx"        Q  dx"        Q  dg  dx'  ^^^ 
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während  die  KontinuitiLtsgleichung  (4)  des  §  8  sich  auf 

reduziert. 

Wenn  wir 

Q^Q,(1+S)  (3) 

setzen,  wo  Qq  die  Dichte  im  ungestörten  Zustand  bezeichnet,  so  kann  $ 
als  die  „Kondensation"  in  der  x- Ebene  bezeichnet  werden.  Setzen 
wir  dies  in  (1)  und  (2)  ein,  so  finden  wir  unter  der  Annahme,  daß 
die  Bewegung  unendlich  klein  sei, 

du      _  *  ^f  /Ä\ 

dt  ^     Vo  ^^  ^^ 

und 
wenn 


VA..-  c^) 


wie  oben.     Eliminieren  wir  s,  so  haben  wir 
wo 

■djn 


^0       Lö^J(>=eo  ^ 


Die  Gleichung  (7)  besitzt  die  Form,  welche  in  §  169  behandelt 
wurde,  und  die  yollständige  Lösung  ist  deshalb 

u  =  f{ct  -  x)  +  F{ct  +  X),  (9) 

was  zwei  Systeme  7on  Wellen  darstellt,  welche  mit  konstanter  Ge- 
schwindigkeit c  sich  in  der  positiven  bzw.  negativen  a:-Richtung  fort- 
pflanzen. Aus  (5)  ergibt  sich,  daß  der  entsprechende  Wert  von  s 
durch 

CS  =  f{ct  ''X)'-'F{ct  +  x)  (10) 

gegeben  ist. 

Für  eine  einfache  Welle  haben  wir 

w  =  ±  CS,  (11) 

da  die  eine  oder  die  andere  der  Funktionen  f  und  F  null  ist.  Das 
obere  oder  das  untere  Vorzeichen  ist  zu  nehmen,  je  nachdem  die 
Welle  sich  in  der  positiven  oder  negativen  Richtung  bewegt.  Man 
sieht  leicht,  daß  für  diesen  Fall  die  Annäherungen,  welche  in  (4) 
und  (5)  enthalten  sind,  berechtigt  sind,  wenn  u  überall  klein 
gegen  c  ist. 
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Es  besteht  eine  ToUige  Analogie  zwischen  der  obigen  angeiuLherten 
Theorie  nnd  derjenigen  der  langen  Wasserwellen  nnter  dem  EinfloB 

der  Schwere.    Wenn  wir  ^  für  s  und  gh  ftlr  —  schreiben,  so  werden 

die  obigen  Gleichungen  (4)  und  (5)  mit  den  Gleichungen  (3)  und  (5) 
des  §  168  identisch. 

§  374.     Mit  dem  Wert  von  x^  der  in  §  272  gegeben  ist,  finden 
wir  für  Wasser  bei  15°  C. 

c  =  1490  m/sek. 

Die  Zahl,  die  Ton  Colladon  und  Sturm  bei  ihren  Versuchen  auf  dem 
Genfer  See  erhalten  wurde,  war  1437  bei  einer  Temperatur  Ton  8®  C.^) 
Wenn  wir  im  Falle  eines  Gases  annehmen,  daß  die  Temperatur 
konstant  sei,  so  wird  der  Wert  Ton  x  durch  das  Gesetz  von  Boyle, 
nämlich 

^--\  (1) 

Po        Qo^  ^  ^ 

bestimmt.     Wir  haben  somit 

»^  =  Po,  (2) 

und  folglich 

(3) 


Dies  ist  als  die  „Newtonsche^^  Schallgeschwindigkeit  bekannt.^) 
Wenn  wir  mit  H  die  Höhe  einer  „homogenen  Atmosphäre'^  des  Gkses 
bezeichnen,  haben  wir  p^  =*  gg^H,  und  deshalb 

c  =  i9H)\  (4) 

was  mit  der  Formel  (13)  des  §  169  yerglichen  werden  kann,  die  die 
Geschwindigkeit  langer  Wasserwellen  unter  dem  Einfluß  der  Schwere 
angibt.     Für  Luft  bei  0^  C.  haben  wir  als  entsprechende  Werte 

p^  =  76  X  13,60  X  981, 
()o- 0,00129 

in  absoluten  G.  G.  S.- Einheiten;  folglich 

c  =  280  m/sek. 

Dies  liegt  beträchtlich  unter  dem  Werte,  der  durch  direkte  Beob- 
achtungen gefunden  ist. 

1)  Ann.  de  Chim.  et  de  Phys.,  86,  1827.  Es  mag  erwähnt  werdoD,  daß  die 
Schallgeschwindigkeit  in  Wasser,  welches  in  einer  Röhie  enthalten  ist,  doioh 
die  Nachgiebigkeit  der  Wand  unter  umständen  beträchtlich  vermindert  werden 
kann.  Siehe  Helmholtz,  Fortschritte  der  Physik,  4,  S.  119,  1848  {Ges,  Ahh.,  Bd.  I, 
S.  242);  Korteweg,  Wied,  Ann.,  5,  S.  526, 1878;  Lamb,  Manch.  Mem.,  42,  No.  1, 1898. 

2)  Principia,  Lib.  H,  Sect.  VIII,  Prop.  48. 
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Laplace  hat  Theorie  und  Beobachtung  in  Einklang  gebracht.^) 
Wenn  ein  Gas  plötzlich  zusammengedrückt  wird,  so  steigt  seine 
Temperatur,  sodaß  der  Druck  mehr  als  der  Yolumenvermindening 
gemäß  wächst;  ähnliches  gilt  natürlich  für  den  Fall  einer  plötzlichen 
Ausdehnung.  Die  Formel  (1)  bezieht  sich  nur  auf  den  Fall,  wo  die 
Ausdehnungen  und  Verdünnungen  so  allmählich  vor  sich  gehen,  daß 
genügend  Zeit  für  den  Temperaturausgleich  durch  Wärmeleitang  und 
Strahlung  Torhanden  ist.  In  den  meisten  Fällen  hingegen  gehen  die 
Dichteänderungen  außerordentlich  rasch  vor  sich;  die  Wärmeströmung 
Ton  einem  Element  zu  einem  anderen  hat  kaum  begonnen,  bevor  ihre 
Richtung  umgekehrt  wird,  sodaß  praktisch  jedes  Element  sich  so 
verhält;  als  ob  es  Wärme  weder  gewänne  noch  verlöre. 

Von  diesem  Gesichtspunkt  aus  ist  die  Formel  (1)  durch  das 
„adiaboHsch^^^  Gesetz  ,    , 

zu  ersetzen,  wo  y  das  Verhältnis  der  beiden  spezifischen  Wärmen  des 
Gases  ist,  wie  in  den  Lehrbüchern  der  Thermodynamik  dargelegt 
wird.     Dies  ergibt 

X  =  yp^  (6) 

und  deshalb 


y  Po 


(7) 


Wenn  wir  y  »  1,410^)  setzen,  so  ist  das  frühere  Resultat  mit  1,187 
zu  multiplizieren,  folglich 

c  =  332  m/sek., 

was  mit  den  besten  direkten  Bestimmungen  sehr  gut  übereinstimmt 
Das  Vertrauen,  welches  die  Physiker  gegenüber  der  Richtigkeit 
der  Laplaceschen  Ansicht  hegen,  ist  so  stark,  daß  es  jetzt  gebräuch- 
lich ist,  die  Formel  i'7)  umgekehrt  anzuwenden,  um  die  Werte  von  y 
für  verschiedene  Gase  und  Dämpfe  aus  der  Beobachtimg  der  SchaU- 
geschwindigkeiten  in  ihnen  zu  berechnen. 

Streng  genommen  müsste  ein  ähnlicher  Unterschied  zwischen 
dem  adiabatiscben  und  isothermen  Elastizitätskoefüzienten  einer  tropf- 
baren Flüssigkeit  oder  eines  festen  Körpers  gemacht  werden,  aber  die 
DifiPerenz  ist  praktisch  unwesentlich.  Für  Wasser  z.  B.  ist  das  Ver- 
hältnis der  beiden  Volumenelastizitäten  zu  1,0012  berechnet  worden.*) 

1)  Es  wird  gewöhnlich  auf  folgende  Arbeit  verwiesen,  „Sur  la  vitesse  du 
son  dans  Tair  et  dans  Teau^S  -^^^^  ^^  Chim.  et  de  Phys.,  8,  S.  388,  1816 
{Mecanique  Celeste,  12.  Buch,  8.  Kap  ,  1828).  Aber  Poisson  nimmt  in  einer  Arbeit 
vom  Jahre  1807  (siehe  8.  567)  auf  diese  Darlegung  Bezug,  als  wenn  sie  ^  " 
von  Laplace  gegeben  sei. 

2)  Dieser  Wert  ist  durch  direkten  Versuch  gefunden. 
a)  Everett,   Units  and  PhysiccU  Constants, 
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Die  Wirkungen  der  Wärmestrahlung  und  -leitung  bei  Luftwellen 
sind  theoretiscli  von  Stokes^)  und  Ton  Lord  Rayleigh')  untersucht 
worden.  Wenn  die  Schwingungen  zu  rasch  sind^  um  einen  völligen 
Temperaturausgleich  zu  gestatten,  aber  nicht  so  rasch ,  daß  sie  die 
Übertragimg  von  Wärme  zwischen  benachbarten  Elementen  ganz  aus- 
schließen, so  nimmt  die  Amplitude  der  Wellen  allmählich  ab,  indem 
sie  fortschreiten,  und  zwar  infolge  der  Dissipation  der  Energie,  welche 
bei  den  thermischen  Prozessen  vor  sich  geht.  Die  Wirkung  der 
Wärmeleitung  wird  im  nächsten  Kapitel  zusammen  mit  derjenigen 
der  Zähigkeit  besprochen  werden. 

Nach  dem  Gesetze  von  Charles  und  Dalton  ist  —  proportional 

mit  1  +  0,00366  •  ö,  wo  ö  die  Temperatur  in  Celsiusgraden  ist.  Darum 
wird  die  Schallgeschwindigkeit  der  Quadratwurzel  der  absoluten  Tem- 
peratur proportional  sein.  Für  mehrere  der  permanenteren  Gase,  welche 
ungefähr  denselben  Wert  von  y  besitzen,  zeigt  die  Formel  (7),  daß 
die  Geschwindigkeit  der  Quadratwurzel  aus  der  Dichte  umgekehrt 
proportional  ist,  vorausgesetzt,  daß  die  relativen  Dichten  unter  den 
gleichen  Bedingungen  von  Druck  und  Temperatur  bestimmt  werden. 

§  375.  Die  Theorie  ebener  Schallwellen  kann  auch  durch  die 
Methode  von  Lagrange  sehr  einfach  behandelt  werden  (§§  13  und  14). 

Wenn  %  die  Verrückung  eines  Teilchens  zur  Zeit  t  bestimmt^ 
dessen  ungestörte  Abszisse  x  ist,  so  wird  die  Flüssigkeitsschicht, 
welche  ursprünglich  zwischen  die  Ebenen  x  und  x  '\'  6x  eingeschlossen 
war,  zur  Zeit  i  •\-  61  von  den  Ebenen 

rc  +  g     und     x -f  g  +  (l -f  ||)  da; 
begrenzt,  sodaß  die  Kontinuitätsgleichung 

?(l  +  ||)-9o  (1) 

lautet,  wo  (»Q  die  Dichte  im  ungestörten  Zustand  ist.  Wenn  5  die 
Kondensation  ^^-^  bezeichnet,  haben  wir  also 

^"^  dx 


1)  „An  Ezamination  of  the  Possible  effect  of  the  Radiation  of  Heat  on 
the  Propagation  of  Sound'S  mü.  Mag,  (4),  1,  S.  806,  1861  {MaOh.  and  Fhys. 
Papera,  Bd.  m,  S.  142). 

2)  Theory  of  Sound,  §  247.  In  einer  neueren  Arbeit  „On  the  Cooling  of 
Air  bj  Radiation  and  Conduction,  and  on  the  Propagation  of  Sound",  Fhü,  Mag.  (6), 
47,  S.  808,  1899  (Sc.  Päpera,  Bd.  IV,  S.  376)  schließt  Lord  Rajleigh  aus  experi- 
mentellen Ghründen,  daß  die  Leitung  in  dieser  Hinsicht  viel  wirksamer  als  die 
Strahlung  ist. 


560  ^*  Expansionswellen. 

Die  Bewegnngsgleichungy  welche  erhalten  wird,  indem  man  die 
Kräfte  betrachtet,  die  auf  die  Flächeneinheit  der  Schicht  wirken,  lautet: 

Diese  Gleichungen  sind  genau,  aber  in   dem  Falle   kleiner  Be- 
wegungen können  wir 

l>=l>o  +  ««  (4) 

•und 

»  =  -  ?*  (5) 

schreiben.     Setzen  wir  in  Gleichung  (3)  ein,  so  finden  wir 

wo  c*  =  *  •  Die  Lösung  von  (6)  ist  die  gleiche  wie  in  den  §§169 
und  273.  ' 

§  376.     Die  kinetische  Energie  eines  Systemes  ebener  Wellen 
ist  durch 

T^\Q^fffu^dxdydB  (1) 

gegeben,  wo  w  die  Geschwindigkeit  im  Punkte  {Xy  y,  z)  zur  Zeit  ^  ist. 
Die  Berechnung  der  „inneren  Energie^  macht  einige  Mühe. 
Wenn  t;  das  Volumen  der  Masseneinheit  ist^  so  ist  die  Arbeit^  welche 
•diese  bei  der  Ausdehnung  vom  wirklichen  Volumen  auf  das  normale 
Volumen  Vq  leistet, 

fidv.  (2) 

r 

Setzen  wir 

so  finden  wir  für  die  innere  Energie  E  ^)  der  Masseneinheit 

E^{p^s  +  {},7c-p^)s^]v^,  (3) 

wenn  wir  die  Glieder  höherer  Ordnung  vernachlässigen.  Für  die 
innere  Energie  der  Flüssigkeit^  welche  im  ungestörten  Zustand  einen 
gegebenen  Raum  einnimmt,  haben  wir  folglich  den  Ausdruck 

W^fffEQdxdydz=^QjffE(l+s)dxdydz^fjy{p^s+ix8')dxdydg,  (4) 


1)  Gemäß  dem  strengen  Gebrauche  der  neueren  Thermodynamik  wird  dieser 
Namen  nur  gebraucht,  wenn  die  Ausdehnungen  und  Verdichtungen  adiabatisch 
sind.  Im  Falle  der  isothermen  Beziehungen  gibt  der  Ausdruck  (8)  die  Vermehrong 
der  Größe,  welche  als  ^^freie  Energie^^  bekannt  ist. 
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da  Q^Vf^ »  1.  Wenn  wir  einen  Raum  betrachten^  der  so  groß  ist,  daß 
die  Verdichtungen  und  Verdünnungen  sich  ausgleichen,  so  haben  wir 

fffsdxdydB^O,  (5) 

und  deshalb 

W^^%fff^dxdydB.  (6) 

Bei  einer  fortschreitenden  ebenen  Welle  haben  wir  c«  »  ±  w  und 
deshalb  T »  TT.  Die  Gleichheit  der  beiden  Energien  in  diesem  Falle 
kann  auch  aus  dem  allgemeineren  Gedankengang  erschlossen  werden, 
welcher  in  §  173  dargelegt  wurde. 

In  der  Theorie  des  Schalles  bietet  natürlich  der  Fall  einfach 
harmonischer  Schwingungen  besonderes  Interesse.     Wenn  a  die  Am- 

plitude  einer  fortschreitenden  Welle  von  der  Periode  —  ist,  können 

wir  in  Übereinstimmung  mit  §  275  (6)  annehmen,  daß 

I  =  a  cos  Qcx  —  6t  -\-  fi),  (7) 

wo  Ä;  =     ,  und  die  Wellenlänge  somit  k  =  ,     ist.     Die  Formeln  (1) 

C  n 

und  (6)  ergeben  dann  für  die  Energie  in  einem  prismatischen  Baume, 

der    die   Flächeneinheit    als    Querschnitt    und    die   Länge  X    in    der 

2; -Richtung  hat^ 

T+W^\Q,6^an,  (8) 

also  dasselbe  wie  die  kinetische  Energie  der  ganzen  Masse,  wenn 
diese  mit  der  Maximalgeschwindigkeit  6a  bewegt  würde. 

Der  Betrag  der  Energie,  welche  pro  Flächeneinheit  durch  eine 
Ebene  gelassen  wird,  die  sich  mit  den  in  ihr  gelegenen  Teilchen  be- 
wegt, lautet  pro  Zeiteinheit 

Ofc 

P  Yt""  P^^  ^^^  (^^  —  6t  +  s).  (9) 

Die  Arbeit,  welche  Ton  dem  konstanten  Teile  des  Druckes  in  einer 
vollständigen  Periode  geleistet  wird,  ist  null.  Für  den  veränderlichen 
Teil  haben  wir 

Ap  =  xs  =»  —  X  ö^  =  xka  sin  {kx  —  6t  -\-  s).  (10) 

Setzen  wir  in  Gleichung  (9)  ein,  so  finden  wir  für  den  Mittelwert 
der  pro  Zeiteinheit  durchgelassenen  Energie 

^x6ka^  =»  \Qfi6^a?  X  c,  (11) 

Die  Energie,  welche  in  einer  Anzahl  von  vollständigen  Perioden  durch- 
gelassen wird,  ist  also  genau  diejenige,  welche  den  Wellen  entspricht, 

L»mb,  Hydrodynamik.  86 
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die  in  der  gleichen  Zeit  durch  die  Ebene  hindurchgehen,  wie  zu 
erwarten  war,  weil  die  Gruppei^eschwindigkeit  mit  der  Wellen- 
geschwindigkeit (vergL  §  235)  identisch  ist,  da  c  Ton  l  nicht  abhängt. 

Wellen  mit  endlicher  Amplitude. 

§  277.    Wenn  p  eine  Funktion  von  q  allein  ist,  so   geben   die 
Gleichungen  (1)  und  (2)  des  §  275  ohne  Annäherung 

dn  ^  9*  dp  a^£        ' 

Auf  Grund  der  isothermen  Annahme,  daß 


(1) 


(2) 


(3) 


.    ,    j.  Po         9o' 

wird  dies 

dH       Po  dx* 

Auf  die  gleiche  Weise  führt  die  adiabatische  Beziehung 

i  -  &  (*) 

\   ^dx) 

Die  genauen  Gleichungen  (3)  und  (5)  können  mit  der  ähnlichen 
Gleichung  für  lange  Wellen  in  einem  gleichförmigen  Kanal  yer- 
glichen  werden,  §  172  (3). 

Es  ergibt  sich  aus  (1),  daß  die  Gleichung  (6)  des  §  275  als 
genau  zu  betrachten  wäre,  wenn  p  und  q  in  einer  solchen  Beziehung 
stönden,  daß  , 

9*  ^  =  P.*'^*-  (6) 

Daher  können  ebene  Wellen  mit  endlicher  Amplitude  dann  und  nur 
dann  ohne  Gestaltswechsel  fortgepflanzt  werden,  wenn 

i,-l,,  =  9.^(l-^«).  (7) 

Eine  derartige  Beziehung  gut  für  keine  bekannte  Substanz,  gleichviel 
ob  bei  konstanter  Temperatur,  oder  bei  Abwesenheit  von  Wärme- 
gewinn oder  -Verlust  infolge  von  Leitung  und  Strahlung.^)  Daher 
müssen  Schallwellen  von  endlicher  Amplitude  unausbleiblich  einen 
Gestaltswechsel  erfahren,  indem  sie  sich  vorwärtsbewegen. 

1)  Die  Beziehung  würde  ein  negatives  p  ergeben,  wenn  g  unter  einen  be- 
stimmten Wert  sinkt. 
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§  278.  Die  Gesetze  für  die  Fortpflanzung  von  Wellen  mit  end- 
licher Amplitude  sind  unabhängig  und  durch  yerschiedene  Methoden 
von  Eamshaw  und  Riemann  untersucht  worden.  Es  soll  hier  über 
diese  Untersuchungen  kurz  berichtet  werden  ^  indem  wir  betreffs 
weiterer  Einzelheiten  auf  die  Originalarbeiten  und  auf  die  vollständige 
Behandlung  des  Gegenstandes  von  Lord  Rayleigh  verweisen.^) 

Riemanns  Methode*)  ist  in  diesem  Buche  bereits  (§  185)  auf  die 
Behandlung  der  entsprechenden  Frage  fQr  die  Theorie  langer  Wasser- 
wellen angewendet  worden.  Er  geht  von  den  Eulerschen  Gleichungen 
des  §  273  aus,  welche  in  der  Form 

CQ    .       dg  du  ,jjv 

geschrieben  werden  können. 
Wenn  wir 

setzen,  wo  /*((>)  noch  unbestimmt  ist,  so  finden  wir,  wenn  wir  (2) 
mit  /*'((>)  multiplizieren  und  zu  (1)  addieren. 

Wenn  wir  jetzt  /*((>)  so  bestimmen,  daß 

{r(9)}»-i^,  (4) 


so  kann  dies 


Q*  dg 

dP     ,  dP  ^/  ,     N    dP  ,;;x 

geschrieben  werden.     Auf  die  gleiche  Weise  erhalten  wir 
Die  Bedingung  (4)  wird  durch 

befriedigt.     Setzen  wir  dies  in   die  Gleichungen  (5)  und  (6)  ein,  so 


1)  Theory  of  Sound,  XI.  Kap. 

2)  ,,Übei  die  Fortpflanzung  ebener  Lnftwellen  yon  endlicher  Schwingungs- 
weite", GöU.  Abk.,  8,  S.  48,  1868-69  {Werke,  2.  Aufl.,  Leipzig  1892,  S.  167). 
Siehe  auch  H.  Weber,  Partielle  Differentialgleichungen  der  mathenMOischen 
Physik,  Bd.  U,  S.  469. 
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finden  wir 


^•p-h-IS3'+"W']lf 


(8) 


Folglich  ist  dP  »  0^  oder  P  konstant,  für  einen  geometrischen  Punkt, 
welcher  sich  mit  der  Geschwindigkeit 


bewegt,  während  Q  für  einen  Punkt  konstant  ist,  dessen  Geschwin- 
digkeit 

dx  /dp\k 


(^)*+»  (10) 


ist.  Deshalb  pflanzt  sich  ein  gegebener  Wert  von  P  yorwärts  und 
ein  gegebener  Wert  von  Q  rückwärts  fort,  mit  Geschwindigkeiten, 
welche  durch  (9)  bzw.  (10)  gegeben  sind. 

Diese  Resultate  setzen  uns  in  stand,  die  Bewegung  in  irgend 
einem  gegebenen  Falle  auf  allgemeine  Weise  zu  verstehen.  Wenn 
die  anfängliche  Störung  auf  den  Raum  zwischen  den  beiden  Ebenen 
X  ^  a  und  x  ^b  beschränkt  ist,  so  können  wir  annehmen,  daß  P 
und  Q  beide  für  x  >  a  und  x  <b  verschwinden.  Das  Gebiet,  in 
welchem  P  veränderlich  ist,  wird  sich  vorwärts  bewegen,  und  das- 
jenige, in  welchem  Q  veränderlich  ist,  wird  sich  rückwärts  bew^en, 
bis  nach  einer  gewissen  Zeit  diese  Gebiete  getrennt  sind  und  zwischen 
sich  einen  Raum  lassen,  für  welchen  P  =  0,  ^  =  0  ist,  und  wo  die 
Flüssigkeit  deshalb  ruht.  Die  ursprüngliche  Störung  ist  dann  in 
zwei  fortschreitende  Wellen  gespalten,  welche  sich  nach  entgegen- 
gesetzten Richtungen  bewegen.  Für  die  vorwärtsschreitende  Welle 
haben  wir  ^  =  0  und  deshalb 

«  =  Ap),  (11) 

sodaß  Dichte  wie  Geschwindigkeit  der  Teilchen  sich  mit  der  Ge- 
schwindigkeit fortpflanzen,  die  durch  Gleichung  (9)  bestimmt  ist. 
Mögen  wir  das  isotherme  oder  das  adiabatische  Gesetz  für  die  Aus- 
dehnung annehmen,  immer  wird  diese  Fortpflanzimgsgeschwindigkeit 
größer  ausfallen,  je  größer  q  ist.  Das  Gesetz  für  das  Fortschreiten 
der  Welle  kann  erläutert  werden,  indem  man  eine  Kurve  mit  x  als 
Abszisse  und  q  als  Ordinate  sticht,  sowie  jeden  Punkt  dieser  Kurve 
sich  mit  der  gehörigen  Geschwindigkeit  vorwärts  bewegen  läßt,  wie 
sie  durch  (9)  und  (11)  gegeben  ist.  Da  die  Teile  sich  rascher 
bewegen,    welche    größere    Ordinaten    haben,    so    wird    die    Kurve 
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schließlich   in   einem   Punkte   senkrecht   zu  x  werden.     Die    Größen 

^y  ^-  werden  dann  unendlich;  die  vorhergehende  Methode  gibt  uns 

keinen  Aufschluß  über  den  weiteren  Verlauf  der  Bewegung.  (Vergl. 
§  185.) 

§  378.  Ähnliche  Resultate  können  aus  der  Untersuchung  von 
Eamshaw^)  abgeleitet  werden^  welche  jedoch  weniger  allgemein  ist, 
da  sie  nur  auf  eine  fortschreitende  Welle  paßt,  die  bereits  entstanden 
sein  soll. 

Der  Einfachheit  wegen  wollen  wir  annehmen,  daß  p  und  q  durch 
das  Gesetz  Ton  Boyle 

P  -=  <^9  (1) 

verknüpft  seien.  Wenn  wir  y  ^  x-\-  i  schreiben,  sodaß  y  die  absolute 
Koordinate  des  Teilchens  für  die  Zeit  t  bezeichnet,  dessen  ungestörte 
Abszisse  x  ist,  so  lautet  die  Gleichung  (3)  des  §  277: 

Dies  wird  durch 


befriedigt,  vorausgesetzt,  daß 


(^(191" 


C« 


dl)" 


Ein  erstes  Integral  von  (2)  ist  deshalb 

'^  =  0±clog||.  (5) 

Um  das  allgemeine  Integral  von  (5)  zu  erhalten,  müssen  wir  a 
zwischen  den  Gleichungen 

y  =  «a;  +  (C  ±  c  log  «)  ^  +  9  (a) 

0  ^  ax  ±ct  -\-  aq>\a) 

eliminieren,  wo  tp  willkürlich  ist.*)     Nun  ist 

^y  ^  Po 

dx        Q  ^ 

sodaß  wir,  wenn  u  die  Geschwindigkeit  des  Teilchens  x  bezeichnet, 

dy 


(6) 


«  =  ^^V„C±clog^  (7) 


1)  „On  tbe  Mathematical  Theory  of  Sound'',  Phil.  Trans.,  160,  S.  188,  185^ 

2)  Siehe  Forsjth,  Differential  EquationSy  9.  Kap. 
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haben.     An  den  äußeren  Grenzen  der  Welle  werden  wir 

tt  -  0,     p  -  Po 
haben.     Es  folgt,  daß  C  ^0,  und  deshalb 


+  -"- 

c 


Q^QoB        .  (8) 

Für  eine  fortschreitende  Welle  müssen  darum  q  und  u  durch 
diese  Beziehung  yerknüpft  sein.  Wenn  diese  am  Anfang  erfüllt  wird, 
so  ist  die  Funktion  %  welche  in  Gleichung  (6)  auftritt,  aus  den  Be- 
dingungen zur  Zeit  t  ^0  durch  die  Gleichung 

9>'(^)--a:  (9) 

ZU  bestimmen. 

Um  Resultate  zu  erhalten,  welche  Ton  der  besonderen  Form  der 
Welle  unabhängig  sind,  betrachten  wir  zwei  Teilchen  (durch  die 
Sufaxe  Toneinander  unterschieden),  welche  so  miteinander  verknüpft 
sind,  daß  der  Wert  Ton  p,  der  für  das  erste  Teilchen  zur  Zeit  ^  gilt, 
für  das  zweite  Teilchen  zur  Zeit  ^  gefunden  wird. 

Der  Wert  von  a  =•  —  ist  für  beide  derselbe,  und  deshalb   folgt 

aus  Gleichung  (6)  mit  C  =  0 

Die  letztere  Gleichung  kann 

geschrieben  werden,  was  zeigt,  daß  der  Wert  p  von  Teilchen  zu  Teil- 
chen mit  der  Geschwindigkeit  --c  fortgepflanzt  wird.  Die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit im  Räume  lautet  hingegen 

^1  =  T  c  ±  c  log  a  =  q=  c  +  w.  (12) 

Dies  steht  mit  den  Resultaten  Riemanns  im  Einklang,  da  bei  der 
„isothermen"  Annahme  1/ j^  =  ^• 

Für  eine  Welle,  die  sich  in  der  positiven  Richtung  bewegt,  sind 
die  unteren  Vorzeichen  zu  nehmen.  Wenn  eine  Verdichtung  (p  >  q^ 
stattfindet,  so  ist  u  nach  Gleichung  (8)  positiv.  Es  folgt  daraus,  daß 
die  dichteren  Teile  der  Welle  beständig  schneller  als  die  verdünnteren 
fortschreiten  und  sie  schließlich  einholen;  die  nachfolgende  Bewegung 
liegt  dann  außerhalb  des  Bereichs  unserer  Rechnung. 
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Eliminieren  wir  x  aus  den  Gleichungen  (6)  und  schreiben  wir 
für  c  log  a  seinen  Wert  —  w,  so  finden  wir  für  eine  Welle,  die  sich 
in  der  positiven  Richtung  bewegt, 

y-{c  +  u)t-^  F{a),  (13) 

wo  F  eine  willkürliche  Funktion  ist.  Infolge  der  Gleichung  (8)  ist 
dies  mit 

u-f{y'-'ic  +  u)t)  (14) 

gleichbedeutend.  Diese  Formel  stammt  Ton  Poisson.^)  Ihre  Deutung 
hinsichtlich  der  Veränderung  einer  Welle  beim  Fortschreiten  führt 
zu  denselben  Resultaten  wie  oben  und  bildet  den  Inhalt  einer  Arbeit 
von  Stokes.^) 

§  280.  Die  Bedingungen  für  eine  Welle  von  permanentem 
Typus  sind  in  sehr  einfacher  Weise  von  Rankine  untersucht  worden.') 

Es  seien  A  und  B  zwei  Punkte  einer  idealen  Röhre  vom  Quer- 
schnitt 1,  in  der  Fortpflanzungsrichtung  gelegen,  welche  mit  derjenigen 
der  positiven  x-Richtung  zusammenfalle,  und  es  seien  die  Werte  des 
Druckes,  der  Dichte  und  der  Geschwindigkeit  der  Teilchen  in  A  und  B 
durch  p^y  Q^y  Wj  bzw.  p^^  Qf,  u^  bezeichnet. 

Wenn  wir,  wie  in  §  174,  überall  eine  Geschwindigkeit  c  gleich 
und  entgegengesetzt  derjenigen  der  Welle  hinzufügen,  führen  wir  die 
Aufgabe  auf  eine  solche  der  stationären  Bewegung  zurück.  Da  jetzt 
der  gleiche  Betrag  an  Materie  in  der  Zeiteinheit  jeden  Querschnitt 
der  Röhre  durchkreuzt,  haben  wir 

Qi  (o  -  tii)  =  (),  (c  -  fij,)  =  w,  (1) 

wo  m  die  Masse  bezeichnet,  welche  in  der  Zeiteinheit  von  einer 
Ebene,  die  sich  mit  der  Welle  bewegt,  durchlaufen  wird,  gemäß  der 
ursprünglichen  Form  der  Aufgabe.  Diese  Größe  m  wird  von  Rankine 
als  die  „Massengeschwindigkeif^  bezeichnet. 

Weiter  ist  die  gesamte  Kraft,  welche  auf  die  Masse  zwischen  A 
tmd  B  wirkt,  in  der  Richtung  BA  gleich  p^  —  Pu  und  der  Betrag, 
um  welchen  das  Bewegungsmoment  dieser  Masse  nach  derselben 
Richtung  pro  Zeiteinheit  wächst,  ist 

m  (c  —  mJ  —  m  (c  —  u,). 
Folglich 

Pa-i>i  =  wK-Wi).  (2) 

1)  ,,Mömoire  aar  la  Theorie  du  Son",  Journ.  de  VEcoU  Polytechn.,  7, 
S.  867,  1807. 

2)  „On  a  Difficulty  in  the  Theory  of  Sound",  Phü.  Mag.  (8),  28,  8.  849, 
1848  {Math,  and  Phys.  Papers,  Bd.  II,  S.  61). 

8)  „On  the  Thermodynamic  Theory  of  Waves  of  Finite  Longitndinal  Dis- 
turbance",  Phil  Trans.,  160,  S.  277,  1870  (Mise.  Sc.  Papers,  S.  680). 
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Mit  (1)  vereinigt  gibt  dies 


m*  .   m* 


l'.  +  ^  =  A  +  ^-  (3) 

Es  könnte  also  eine  Welle  von  endlicher  Amplitude  nicht  nngeandert 
fortgepflanzt  werden^  ausgenommen  in  einem  Medium,  wo 

m' 
p  -] =-  konst.  (4) 

Zu  diesem  Schlüsse  sind  wir  bereits  auf  andere  Weise  in  §  277  gre- 

langt.     Es  mag  bemerkt  werden ,  daß  fili  t;  »  —  die  Beziehung  (4) 

im  y^uMandsdiagrammf^  durch  eine  gerade  Linie  dargestellt  wird. 

Wenn  die  Änderung  der  Dichte  klein  ist,  so  kann  jedoch  die 
Beziehung  (4)  fQr  wirkliche  Flüssigkeiten  als  näherungsweise  gültig 
betrachtet  werden,  Torausgesetzt,  daß  m  den  passenden  Wert  hat. 
Setzen  wir 

(>  =  (>o(l  +  «) 

P^Po  +  ^^     >  (5) 

so  finden  wir 

0^  =  i,  (6) 

wie  in  §  273. 

Der  Umstand,  daß  in  wirklichen  Flüssigkeiten  eine  fortschreitende 
WeUe  von  endlicher  Amplitude  bestandig  ihre  Gestalt  ändern  muß, 
sodaß  die  Dichteänderungen  nach  der  Vorderseite  zu  mehr  und  mehr 
schroff  werden,  hat  yerschiedene  Autoren  dazu  geführt,  über  die 
Möglichkeit  einer  Diskontinuitätswelle  nachzudenken. 

Es  ist  zuerst  von  Stokes^)  gezeigt  worden,  imd  später  auch  von 
einigen  anderen  Autoren,  daß  die  Bedingungen  für  die  Konstanz  der 
Masse  und  die  Konstanz  des  Bewegungsmomentes  beide  für  eine 
solche  Welle  erfüllt  werden  können.  Der  einfachste  Fall  ist  der, 
wo  die  Werte  von  q  und  u  keiner  Veränderung  unterliegen,  außer 
in  der  Diskontinuitätsebene.  Wenn  in  der  vorhergehenden  Unter- 
suchung von  den  Querschnitten  A  und  B  der  eine  nach  der  EUnter- 
Seite  und  der  andere  nach  der  Vorderseite  dieser  Ebene  gelegt  wird, 
so  haben  wir  nach  Gleichung  (3): 


1)  l  c,  S.  567. 


Bedingungen  fOr  peimanenten  Typus.  569 

^^  u,  -  ti,  -  ^  -  ^  =  +  ((^^  -ftH_?i -£._))*.  (9) 

Das  obere  oder  untere  Vorzeichen  ist  zu  nehmen ,  je  nachdem  q^ 
größer  oder  kleiner  als  q^  ist^  d.  h.  je  nachdem  die  Welle  eine  Yer- 
dichtungs-  oder  Yerdünnungswelle  ist.  Die  Resultate  enthalten  nur 
Unterschiede  der  Geschwindigkeit,  wie  zu  erwarten  war,  da  eine  be- 
liebige gleichförmige  Geschwindigkeit  des  ganzen  Mediums  super- 
poniert  werden  kann. 

Wir  können  z.  B.  annehmen,  daß  die  Größen  p^^  q^^  u^,  welche 
den  Zustand  des  Mediums  auf  der  Vorderseite  bestimmen^  willkürlich 
gegeben  sind;  es  sei  auch  die  Dichte  Qy^  der  Luft  für  die  fort- 
schreitende Welle  Torgeschrieben,  Femer  wird  eine  bestimmte  Be- 
ziehung* zwischen  p^,  q^^  und  p^,  q^  vorausgesetzt,  welche  sich  auf 
physikalische  Betrachtungen  gründet.  Die  übrigen  Größen  m,  c,  u, 
werden  dann  durch  die  Gleichungen  (7),  (8)  und  (9)  bestimmt. 

Diese  Resultate  haben  jedoch  an  Interesse  verloren,  seitdem 
Lord  Rayleigh^)  darauf  aufmerksam  gemacht  hat,  daß  in  wirklichen 
Flüssigkeiten  die  Energiegleichung  nicht  gleichzeitig  mit  (1)  und  (2) 
erfüllt  werden  kann.  Lidem  wir  den  Überschuß  an  Arbeit  berechnen^ 
die  in  der  Zeiteinheit  auf  die  Flüssigkeit  geleistet  wird,  welche  bei  B 
in  den  Raum  AB  eintritt,  über  diejenige,  die  von  der  Flüssigkeit 
geleistet  wird,  die  ihn  bei  Ä  verläßt,  und  die  Zunahme  der  kinetischen 
Energie  davon  abziehen,  erhalten  wir 

P%  (c  -  Wg)  -i>i  (c  -  Ui)  -  ^m  { (c  -  u^y  -  (c  -  u,)«}, 
oder 

oder 

i(A+i>8)(t*i-««2).  (10) 

Diese  Formen  sind  infolge  der  Bewegungsgleichung  (2)  äquivalent. 
Das  entsprechende  Resultat  für  die  Masseneinheit  wird  erhalten,  wenn 
man  durch  m  dividiert.  Wenn  wir  für  m^  —  Uo  aus  (1)  oder  (9)  ein- 
setzen, erhalten  wir  ,  .  .  ,  .  ,,,^ 

HPi  +  Ä)(t'«-V,  (11) 

wo  V  für  —  geschrieben  ist. 

Wenn  die  beiden  Zustände  des  Mediums  durch  zwei  Punkte  A 
und  B  im  Zustandsdiagramm  dargestellt  werden,  so  ist  der  Ausdruck  (11) 
gleich  dem  Flächeninhalt,  welcher  zwischen  die  gerade  Linie  AB,  die 
1?- Achse,  sowie  die  Ordinaten  von  A  und  B  eingeschlossen  ist.  Wenn 
der  Übergang  von  B  zu  A  ohne  Gewinn  oder  Verlust  von  Wärme 
ausgeführt  wird,  so  werden  die  fraglichen  Punkte  auf  derselben 
jfidiabatischen  Kurvet'  liegen,  und  die  Zunahme  der  inneren  Energie 

1)  Theory  of  Sound,  §  268. 
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wird  durch  den  Inhalt  der  Flache  dargestellt  werden  ^  die  yon  dieser 
Kurve^  der  v- Achse  und  den  äußeren  Ordinaten  eingeschlossen  wird. 
Für  ein  wirkliches  Gas  ist  die  Adiabate  nach  oben  zu  konkav;  letzterer 
Flächeninhalt  ist  folglich  dem  absoluten  Wert  nach  kleiner  als  der 
erstere.  Wenn  wir  die  Vorzeichen  berücksichtigen,  welche  den  Flächen 
zuzuschreiben  sind,  so  finden  wir,  daß  für  eine  Kondensationswelle 
(^1  <  ^i)  ^^^  ^^^  ^^^  Medium  geleistete  Arbeit  größer  ist^  als  dem 
Zuwachs  der  kinetischen  und  inneren  Energie  entspräche;  für  eine 
Verdüiinungswelle  (t\  >  t;,)  hingegen  ist  die  abgegebene  Arbeit  größer 
als  der  entsprechende  scheinbare  Energieverlust. 

Es  folgt,  daß  die  Energiegleichung  für  Diskontinuitätswellen  nicht 
erfüllt  werden  kann,  außer  in  dem  Falle  eines  hypothetischen  Mediams, 
dessen  adiabatische  Kurven  gerade  Linien  sind.  Dies  ist  minder  Be- 
dingung identisch,  welche  bereits  für  die  Permanenz  der  Form  bei 
stetigen  Wellen  erhalten  worden  ist. 

In  der  obigen  Untersuchung  sind  dissipative  E[räfte,  wie  Zähig- 
keit sowie  Wärmeleitung  und  -Strahlung,  nicht  in  Betracht  gezogen 
worden.  Praktisch  würde  eine  Diskontinuität  eine  gewisse  Temperatur- 
dijBPerenz  zwischen  den  Teilchen  der  Flüssigkeit  auf  beiden  Seiten  der 
Diskontinuitätsebene  bedingen,  sodaß,  abgesehen  von  der  Zähigkeit, 
eine  Dissipation  von  Energie  infolge  der  thermischen  Wirkungen  an 
dieser  Ebene  notwendig  stattfinden  würde.  Ob  bei  Berücksichtigung 
dieses  Umstandes  die  Beziehung  zwischen  den  beiden  Zuständen  mit 
der  Energiegleichung  in  Einklang  gebracht  werden  kann,  ist  eine 
physikalische   Frage,    auf  welche  wir   uns   nicht   einlassen  werden.^) 

1)  Dies  ist  zum  Teil  von  Rankine  erörtert  worden,  welcher  darauf  aufmerksam 
macht,  daß  der  Gesamtbetrag  der  Wärme  0  sein  muß,  welcher  von  irgend  einem 
Teile  des  Mediums  beim  Übergang  von  einem  Zustand  zum  anderen  absorbiert  wird. 

In  einigen  Untersuchungen  von  Hugoniot,  welche  von  Hadamard  in  seinen 
„Le9ons  sur  la  propagation  des  ondes  et  les  ^quations  de  Thydrodynaniique^^ 
Paris  1908,  gedeutet  sind,  ist  der  im  Text  gegebene  Beweis  umgekehrt  worden. 
Es  ist  die  Möglichkeit  einer  Diskontinuitäts welle  postuliert,  und  es  ist  aus- 
einandergesetzt worden,  daß  die  Energiegleichung  befriedigt  werden  wird,  wenn 
wir  den  Ausdruck  (10)  dem  Zuwachs  der  inneren  Energie  (siehe  Gleichung  (8) 
des  §  11)  gleichsetzen.  Aus  diesem  Grunde  wird  geschlossen,  daß  der  Übergang 
von  einem  Zustand  zu  dem  anderen  durch  das  Gesetz 

i  iPl  +  Pt)  i%  —  Vi)  = 7  iPi  Vi  —  Pt  V,) 

7  —  1 

geregelt  sei:  „Teile  est  la  relation  qu'Hugoniot  a  substituee  ä  [pv^ b=i  consiJ] 
pour  exprimer  que  la  condensation  ou  dilatation  brusque  se  fait  sans  absorption 
ni  ddgagement  de  chaleur.  On  lui  donne  actuellement  le  nom  de  loi  adiabatique 
dynamique,  la  relation  [pv^  =  const.],  qui  convient  aux  changements  lente,  ^tant 
d^signee  sous  le  nom  de  loi  adiahatique  statique^*^  (Hadamard,  S.  192).  Aber  es 
ist  kein  physikalischer  Grund  für  das  vorgeschlagene  Gesetz  erbracht  worden. 
Betreffs  einer  anderen  Erörterung  dieses  Gegenstandes  verweisen  wir  auf 
H.  Weber,  Partielle  Differentialgleichungen,  Bd.  II,  Kap.  22. 
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Es  scheint  aber,  daß  die  Möglichkeit  einer  diskontinuierlichen 
Yerdünnungswelle  jedenfalls  ausgeschlossen  ist,  da  es  leicht  durch 
graphische  Darstellung  zu  beweisen  ist,  daß  dies  eine  Abnahme 
der  Entropie  bei  einem  nichtumkehrbaren  Prozeß  bedingen  würde. 

Kugelwellen. 

§  281.  Wir  woUen  zunächst  annehmen,  daß  die  Störung  um 
einen  festen  Punkt  symmetrisch  ist,  den  wir  als  Anfangspunkt  nehmen 
wollen.  Die  Bewegung  ist  notwendig  wirbelfirei,  sodaß  ein  Geschwin- 
digkeitspotential (p  existiert,  welches  eine  Funktion  Ton  r,  dem  Ab- 
stand vom  ürsprungspunkte,  und  Ton  t  allein  ist.  Wenn  wir,  wie 
Torher,  die  Quadrate  kleiner  Größen  yernachlässigen,  so  haben  wir 
nach  Gleichung  (3)  des  §  20: 


J'i- 


dt 

In  der  Bezeichnungsweise  der  §§  272  und  273  können  wir 

/dp  ___  r%d8  __   o 

schreiben,  folglich 

'^*  =  lf-  (1) 

Um  die  Eontinuitätsgleichung  zu  bilden,  bemerken  wir,  daß  in- 
folge des  Unterschiedes  des  Flusses  durch  die  innere  und  äußere 
Fläche  der  Raum  zwischen  den  Kugeln  r  und  r  +  ör  Masse  Ton  dem 
Betrag 

pro  Zeiteinheit  gewinnt.    Da  derselbe  Betrag  auch  durch 
ausgedrückt  wird,  haben  wir 

Dies  hätte  auch  durch  eine  immittelbare  Umformimg  der  allgemeinen 
Eontinuitätsgleichung  (4)  des  §  8  erhalten  werden  können.  Im  Falle 
unendlich  kleiner  Bewegungen  wird  dies 

dt       r'  dr\    dr)  W 

Durch  Einsetzen  aus  Gleichung  (1)  erhalten  wir  folglich 

dt*       r*  dr  V    dr)  ^) 
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Dies  kann  in  die  bequemere  Fonn 

gebracht  werden,  sodaß  die  Lösnng 

rq>^f(r-ct)  +  F{r  +  ct)  (6) 

lautet.  Die  Bewegung  besteht  also  aus  zwei  Systemen  von  Kugel- 
wellen, von  denen  das  eine  nach  außen  und  das  andere  nach  innen  mit 
der  Geschwindigkeit  c  fortschreitet.  Betrachten  wir  fBr  einen  Augen- 
blick das  erste  System  allein,  so  haben  wir 

CS y/"(r-cO, 

was  zeigt,  daß  eine  Verdichtung  mit  der  Geschwindigkeit  c  nach 
außen  fortgepflanzt  wird,  jedoch  beim  Vorwärtsschreiten  abnimmt, 
indem  ihr  Betrag  dem  Abstand  vom  Ursprungspunkte  umgekehrt 
proportional  ist.  Die  Geschwindigkeit,  welche  von  demselben  Wellen- 
zug herrührt,  ist 

Wenn  r  wächst,  so  kommt  das  zweite  Glied  immer  weniger  gegen 
das  erste  in  Betracht,  sodaß  schließlich  die  Geschwindigkeit  nach 
demselben  Gesetz  wie  die  Verdichtung  fortgepflanzt  wird. 

Wir  bemerken,  daß  wir  beim  Vorhandensein  divergierender  oder 
konvergierender  Wellen  allein 

r  ä7  (^^)  ^  ^  ^^  (^) 

haben;  dies  entspricht  der  Gleichung  (11)  des  §  273. 

Für  manche  Zwecke  wird  die  Formel  eines*  Systemes  divergierender 
Wellen  passender  in  der  Form 

4«r<p  =  /•(<- 3  (8) 

geschrieben.     Da  dies 

ergibt,   so   kann   man  sich  das  fragliche   System  durch   eine   Quelle 
der  Stärke  f{t)  im  ürsprungspunkte  hervorgerufen  denken;  vergl.  §  194. 
Es  folgt  aus  (1),  daß 

fsdt^O,  (10) 

vorausgesetzt,  daß  die  Anfangs-  imd  Endwerte  von  tp  beide  verschwinden. 
Dies  wird  immer  der  Fall  sein,  wenn  die  Quelle  f{t)  nur  für  eine 
endliche  Zeit  in  Wirkung  ist.     Der  Umstand,  daß  eine  divergierende 
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Eugelwelle  immer  notwendig  sowohl  verdichtete  wie  verdünnte  Teile 
enthalten  muß,  wurde  zuerst  von  Stokes  bemerkt.^)    Vergl.  §  195. 

Wie  in  dem  Falle  von  ebenen  fortschreitenden  Wellen  (§  276) 
ist  die  Energie  eines  Systemes  divergierender  Eugelwellen  halb  kine- 
tisch und  halb  potentiell.  Dies  folgt  aus  dem  allgemeinen  Satze  des 
§173  und  kann  auch  unabhängig  bewiesen  werden.  Wir  haben 
nämlich  identisch 


Wenn  wir 


^d^M-rr-ic»-) 


schreiben;   so  gibt  dies  nach  (7)  in  dem  Falle  eines   divei^erenden 
Wellensystemes 

Folglich: 

QC  OD 

f\9(^  '  4tnr^dr  ^f^gc^s^  -  Ajtf^dr,  (12) 

0  0 

wenn  rq)*   an   der   inneren   und   äußeren    Gb'enze    des   Systemes   ver- 
schwindet.*) 

§  282.  Die  Bestimmung  der  Funktionen  f  und  F  in  Gleichung  (6) 
durch  die  Anfangsbedingungen  kann  für  den  unbegrenzten  Raum 
folgendermaßen  ausgeführt  werden. 

Wir  wollen  annehmen ,  daß  die  Qeschwindigkeits-  und  Eonden- 
sationsverteiluDgen  zur  Zeit  ^  »  0  durch  die  Formeln 

dt     *^^n 

ausgedr&ckt    sind,   wo  ^   und  %   willkürliche   Fnnktionen    bedeuten. 
Dorch  Vergleich  mit  (6)  erhalten  wir 


(14) 


1)  ,,0n  Some  Points  in  the  Received  Theorj  of  Sound^',  JP^t'l.  Mtig.  (8) 
84,  S.  52,  1849  (Math,  and  Phys.  Papers,  Bd.  II,  S.  82).  Siehe  auch  Lord 
Rayleigh,  Theory  of  Sound,  §  279. 

2)  Lamb,  Proc.  Lond.  Math.  Soc,,  86,  S.  160,  1902. 
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Aii8  der  letzteren  Gleichnsg  folgt  durch  Integration 

-fiz)  +  F{z)  =  ^Jzx  iz)  +  C.  (15) 

0 

Die  Bedingung,  daß  keine  Erzeugung  oder  Vernichtung  von  FlüBsig- 
keit  im  Ursprungspunkte  stattfindet,  gibt  femer 

f{-z)  +  F{z)^0,  (16) 

Die  Formeln  (14)  und  (15)  bestimmen  die  Funktionen  f  und  F  für 
positive  Werte  fär  jer;  (16)   bestimmt  f  für  negative  Werte   von  z.^) 
Das  Endresultat  kann  in  der  Form 

r9-\ir-  ^0  ^{r-ct)  +  ^{r  +  et)  ^  (r  +  et)  +  ^Jnip) dz   (17) 
oder 

r,p i^{et-r)il,{et-r)-\-\{ct  +  r)rl>{ct-\-r)  +  ^^f$x{z)de    (18) 


ct-r 


geschrieben  werden,  je  nachdem  r  größer  oder  kleiner  als  c^  ist. 

Als  ein  sehr  einfaches  Beispiel  wollen  wir  annehmen,  daß  die 
Luft  anfänglich  in  Ruhe  ist,  und  daß  die  Anfangsstörung  aus  einer 
gleichförmigen  Kondensation  s^  besteht,  welche  auf  eine  Kugel  vom 
Radius  a  beschränkt  ist.  Wir  haben  dann  ^  {z)  =»  0,  während  %  (z)  =  c*«^ 
oder  =  0,  je  nachdem  z^  a.  In  einer  Entfernung  r>a  vom  Ur- 
sprungspunkte wird  die  Bewegung  erst  beginnen,  wenn  t  = ,  und 

sie  wird   aufhören,  wenn  t^^  —  —  -     Für  die    zwischenliegende   Zeit 

werden  wir 

rq>-\es,{a'-(r-et)}*  (19) 

und  deshalb 

:- = '-i^  (20) 

haben.  Die  Störung  ist  jetzt  auf  eine  Kugelschale  von  der  Dicke  2  a 
beschränkt;  die  Kondensation  s  ist  in  der  äußeren  Hälffce  der  Schale 
positiv  und  in  der  inneren  Hälfte  negativ. 

Wir  werden  bald  einen  Ausdruck  für  den  Wert  von  q>  im  Ur- 
sprungspunkte für  alle  Werte  von  i  nötig  haben,  welcher  beliebigen 
Anfangsbedingungen  entsprechen  soll.    Wir  haben  nach  (6)  und  (16) 

[9,>=o  =  lim  nr-ct)  +  F(r  +  ct) 

=  ii'J  1^"!+'^  -^^''  - »:)  »  2F'  (et), 


1)  Lord  Bayleigh,  TJieorie  of  Sound,  §  279. 
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oder  nach  Gleichung  (14)  und  der  ans  ihr  folgenden  Gleichung, 

i9']r=o-'-at[tt(ct)}  +  txict).  (21) 


Allgemeine  Gleichnng  der  Schallwellen. 

§  283.  Wir  gehen  zu  dem  allgemeinen  Falle  der  Fortpflanzung 
von  Luftwellen  über.  Wir  yemachlässigen  wie  bisher  kleine  Größen 
zweiter  Ordnung,  sodaß  die  Bewegungsgleichung  wie  in  §  281 

lautet.    Schreiben  wir  (>  =  p^  (1  +  s)  in  der  allgemeinen  Kontinuitäts- 
gleichung (4)  des  §  8,  so  haben  wir  mit  derselben  Annäherung 

dt  "  dx*  "^  dy*  "^  de^ '  ^^ 

Die  Elimination  von  s  aus  (1)  und  (2)  gibt 

^  =  c'(f'^  +  |^  +  ^-),  (3) 

dt*  \dx*       oy*       dz*)'  ^  ' 

oder  in  nnserer  früheren  Schreibweise, 


at* 


c«A9.  (4) 


Da  diese  Gleichung  linear  ist,  so  wird  sie  durch  das  arithmetische 
Mittel  einer  Anzahl  partieller  Lösungen  9i7  9>2'  9^87  •  *  -  ^i^^Ut.  Wie 
in  §  38  wollen  wir  uns  eine  unbegrenzte  Anzahl  rechtwinkliger 
Achsensysteme  gleichförmig  um  einen  Punkt  P  als  Ursprung  an- 
geordnet denken y  und  es  seien  9^,  g)^;  ^)^^  ...  die  Geschwindigkeits- 
potentiale der  Bewegungen,  welche  in  Bezug  auf  diese  Systeme  die- 
selben sind,  wie  die  ursprüngliche  Bewegung  9  in  Bezug  auf  das 
System  x,  y,  is.  In  diesem  Falle  wird  das  arithmetische  Mittel  q>  der 
Funktionen  9^,  97,,  9)3,  ...  das  Geschwindigkeitspotential  einer  Be- 
wegung sein,  die  in  Bezug  auf  den  Punkt  P  symmetrisch  ist  und 
deshalb  unter  die  Untersuchung  des  §  282  fällt,  vorausgesetzt,  daß  r 
die  Entfernung  eines  beliebigen  Punktes  von  P  bezeichnet.  Mit  an- 
deren Worten,  es  sei  9  eine  Funktion  von  r  und  ty  welche  durch  die 
Gleichung 

definiert  ist,  wo  q)  irgend  eine  Lösung  von  (4)  und  doj  der  räumliche 
Gesichtswinkel  ist,   unter  welchem  ein  Element  der  Eugelfläche  mit 
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dem  Radins  r   in  P  erscheint,  das   diesen  Punkt  als  Zentrum    hat; 
dann  ist^) 

Folglich 

r^-f{r-ct)  +  F{r  +  ct).  (7) 

Der  Mittelwert  von  9  über  einer  Kugel,  welche  irgend  einen 
Punkt  P  des  Mediums  als  Mittelpunkt  hat,  ist  deshalb  deDselben 
Gesetzen  unterworfen  wie  das  Geschwindigkeitspotential  einer  sym- 
metrischen Störung  von  kugelförmiger  Gestalt.  Wir  sehen  sogleich, 
daß  der  Wert  von  9  in  P  zur  Zeit  t  von  den  Mittelwerten  abhängt, 

welche   9   und  ^-   ursprünglich    in   den  Punkten   einer  Kugel    vom 

Radius  et  hatten,  welche  um  P  als  Zentrum  beschrieben  ist,  sodaß 
die  Störung  sich  nach  allen  Richtungen  mit  der  gleichförmigen  Ge- 
schwindigkeit c  ausbreitet.  Wenn  z.  B.  die  ursprüngliche  Störung 
sich  nur  auf  einen  endlichen  Teil  27  des  Raumes  erstreckt,  so  wird 


die  Störung  in  einem  Punkte  P  außerhalb  27  nach  einer  Zeit    -   be- 

ginnen,  wird  eine  Zeit    *    -^  dauern  und  dann  völlig  aufhören,  wobei 

r^  und  r,  die  Radien  zweier  Kugeln  bezeichnen,  mit  P  als  Mittel- 
punkt beschrieben,  von  denen  die  eine  27  gerade  ausschließt,  die  an- 
dere gerade  einschließt. 

Um   die  Lösung  von  (4),   die  im  wesentlichen  bereits  erhalten 
ist,  in  einer  mathematischen  Form  auszudrücken,  nehmen  wir  für  q> 

und  >j?  zur  Zeit  ^  =  0  die  Werte 
et 


(8) 


Die   Mittelwerte   dieser   Funktionen   auf  einer   Kugel,    die   mit    dem 
Radius  r  um  den  Punkt  [x,  y,  z)  als  Mittelpunkt  beschrieben  ist,  sind: 

q>  ^  ^^JJ  tl;(x  +  lryy  +  mr,  e  +  nr)dbi, 

al  ^  Ljj  X^^  +  ^'^yy  +  ^^y  ^  +  w^rf^, 
wo    L  niy  n  die   Richtungskosinusse  eines  Radius  dieser  Kugel  sind, 


1)  Dieses  Resultat  wurde  auf  eine  andere  Weise  von  Poisson  erhalten^ 
„Memoire  sur  la  thäorie  du  son",  Jourti.  de  VEcole  Polytechn.,  7,  S.  884 — 888,  1S07. 
Die  Bemerkung,  daß  dieses  sogleich  auf  die  vollständige  Lösung  von  (4)  filhrt, 
stammt  von  Liouville,  Joiirn.  de  Math.,  1,  S.  1,  1866. 
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und    dcS    den    entsprechenden    elementaren    Raumwinkel    bezeichnet. 

Wenn  wir 

l   »  sin  0  cos  OD, 

m  "-  sin  0  sin  o, 

n  «cos  ö 
setzen,  so  werden  wir 

dJJS  -^  SIEL  Ode d(o 

haben.    Bei  Vergleich  mit  §  282  (21)  sehen  wir  daher,  daß  der  Wert 
von  q)  im  Punkte  (x,  y,  e)  für  eine  folgende  Zeit  t 

<p  ^  r~ä7  '^11  l('(^H-c^8Üi^  <^8  (D,  y  +  c^  sin  0  sin  (D; 

0  +  et  cos 6)  sin  6 d6d(o 

+  —  /  /  X  (^  +  ^^  sin  d  cos  Q,  y  +  c^  sin  d  sin  (D,  j?  -|-  et  cos  0) 

sin  0  dO  dm 

lautet,  was  der  Ausdruck  ist,  den  Poisson  gegeben  hat.^) 

§  284.    Der  Ausdruck  för  die  kinetische  Energie  der  Flüssig- 
keit, die  in  einem  gegebenen  Gebiet  enthalten  ist,  lautet: 

Folglich 

dT  CCC ß^  ^9    t   dtp  dq>    ,   dtp  dq)\  j    j    j 

wo   q)  für  -^  steht.     Vermittels  des  Qreenschen  Satzes  (§  43)  kann 

dies  in  die  Form 
dT 


dt 


-PojJ  ^'^^^^^^jjj  v^v^^dyä^ 


gebracht  werden.     Wenn 

W  =  ^xJJfs*dxdyde~^^JJJq>*dxdyde,       (2) 

l.^(^T+W)^-,Jf^'^dS.  (3) 


flo  haben  wir 


1)  „Memoire  enr  rint^gration  de  quelques  ^uations  lin^aires  aux  diffS- 
rences  partielles,  et  particnli^rement  de  Täquation  gän^iale  da  mouTement  des 
fluides  ^lastiques*^  M^.  de  VÄcad,  des  Sciences,  8,  S.  ISl,  1819. 

Andere  Beweise  siehe  bei  KirchholT,  Mechanik^  S8.  Vorlesimg,  and  Lord 
Bayleigh,  Theory  of  Sound,  §  278. 
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Wir  haben  gesehen  (§  276),  daß  unter  einer  gewissen  Bedingung  W 
die  innere  Energie  darstellt.^) 

Die    vollständige   Deutung   der   Gleichung   (3)   mag   dem   Leser 
überlassen    bleiben.     In   verschiedenen  wichtigen  Fallen,   z.  B.   wenn 

die  Begrenzung  fest  ( ^  ==  0\  oder  frei  (q>  =  0)  ist,  verschwindet  das 
Flachenintegral,  und  wir  haben 

T+W^  konst.  (4) 

Dies  führt  zu  einem  Beweis  für  die  Eindeutigkeit  der  Bewegung, 
welche  aus  einer  gegebenen  anfänglichen  Verteilung  von  Geschwindig- 
keit und  Kondensation  entsteht.  Es  seien  q)^  und  q>^  zwei  verschiedene 
Werte  des  Geschwindigkeitspotentials,  welche  die  vorgeschriebenen 
Anfangsbedingungen  erfüllen.  Bei  der  Bewegung,  für  welche  9>«»9>i — q)^, 
würde  dann  T  +  W  bestandig  null  sein,  da  es  am  Anfang  verschwindet 
Da  jedes  Element  von  T  und  W  wesentlich  positiv  ist,  erfordert  dies, 
daß  die  Ableitungen  von  q)  in  Bezug  auf  x,  y,  z,  t  alle  verschwinden; 
g)^  und  9>2  können  sich  also  nur  um  eine  Eonstante  unterscheiden.') 
Der  Satz  gilt  natürlich  für  alle  Falle,  wo  wir  das  Verschwinden  des 
FlächenintegraU  in  (3)  voraussagen  können. 

Einfache  Schwingungen. 

§  285.  In  dem  Falle  einer  einfach  harmonischen  Bewegung, 
wo  der  Zeitfaktor  ef^*  ist,  nimmt  die  Gleichung  (4)  des  §  283  die  Form 

(A  +  *»)^  =  0  (1) 

an,  vorausgesetzt,  daß 

*==f  (2) 

Bei  Vergleich  mit  §  276  ergibt  sich,  daß  -r-  die  Länge  ebener  Wellen 

von  der  angenommenen  Periode  —  ist. 

Wenn  Symmetrie  um  den  ürsprungspunkt  herrscht,  so  haben 
wir  nach  §  281  (5)  oder  nach  Umformung  von  (1): 

'-^'^  +  h»r<P^O.  (3) 

Die  Lösung  hiervon  lautet: 

j  Bin  kr    ,    ^.coa  kr    «s  .  .^ 


1)  Siehe  jedoch  die  Anmerkung  auf  S.  560. 

2)  Kirchhoff,  Mechanik,  23.  Vorlesung. 

3)  Der  Zeitfaktor  ist  hier  und  an  anderen  Stellen  der  Kürze  wegen  aos- 
gelassen. 
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Wenn  die  Bewegung  im  ürsprungsponkte  endlich  ist,  müssen 
wir  JB  =»  0  haben,  und  (4)  reduziert  sich  auf 

Es  mag  bemerkt  werden,  daß  diese  Lösung  durch  Superposition  von 
Systemen  ebener  Wellen  erhalten  werden  kann,  deren  Fortpflanzungs- 
richtungen gleichförmig  verteilt  sind.  Für  ein  System  ebener  Wellen, 
dessen  Fortpflanzungsrichtung  mit  der  a;-Achse  einen  Winkel  0  bildet, 

haben  wir 

(p  =,  e-<*'-co-»,  (6) 

und  der  Mittelwert  für  alle  Richtungen  durch  den  Anfangspunkt  ist 

Tt 

9  -  ^    fe-'^'^'^  .  25r  sin  ödö  =  ^^'  (7) 

0 

Wir  können  aus  (5)  einen  Schluß  auf  den  allgemeinen  Fall 
ziehen,  auf  welchen  Gleichung  (1)  sich  bezieht.  Wir  haben  gesehen 
(§  283),  daß  der  Mittelwert  von  (p  auf  einer  Engel  vom  Radius  r, 
welche  um  einen  Punkt  0  als  Zentrum  beschrieben  ist^  einer  Gleichung 
von  der  Form  (3)  genügt.  In  der  Schreibweise  des  genannten  Para- 
graphen haben  wir 

—       sin  kr  zqx 

wo  q)Q  den  Wert  von  q)  in  0  bezeichnet.  Dies  setzt  voraus,  daß  q> 
keine  Singularitäten  innerhalb  der  Kugel  hat,  auf  welche  r  sich  be- 
zieht. *)    Vergl.  §  38. 

Kehren  wir  zu  dem  Falle  der  Symmetrie  zurück,  so  ist  zu  be- 
merken, daß  die  Lösung  auch 


.-ikr  Jkr 


q>^C^-+D-^-  (9) 

geschriebell  werden  kann.     Im  Hinblick  aaf  §  281  (8)  ist  klar,  daß 
die  Formel 

das  divergierende  Wellensystem  darstellt,  welches  von  einer  Einheits- 
quelle im  ürsprungspunkte  herrührt. 

§  286.     Die   allgemeine   Theorie    der  Funktionen  ^    welche   der 
Gleichung 
(A  +  Ä«)  9>  =  0  (1) 

1)  Dieser  Satz  stammt  von  H.  Weber,  Orelles  Journ.^  69,  1868. 
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genügen  y  ist  von  Helmholtz^),  Lord  Bayleigh*)  u.  a.*)  entwickelt 
worden.  Sie  ist  in  manchen  Punkten  analog  zu  der  Losung  der 
Laplaceschen  Gleichung  Ag)  =  0,  die  in  der  Tat  ein  besonderer  Fall 
ist^  den  man  erhält^  indem  man  c  »  oo  oder  <;  =»  0  setzt. 

Die  typische  Lösung  von  (1)^  aus  der  alle  anderen  abgeleitet 
werden  können^  ist  die,  welche  einer  Einheitsquelle  entspricht,  nämlich: 

WO  r  die  Entfernung  von  der  Quelle  bezeichnet. 

Wenn  (p  und  q>'  irgend  zwei  Funktionen  sind,  welche  zugleich 
mit  ihren  ersten  und  ihren  zweiten  Ableitungen  in  einem  endlichen 
Gebiet  endlich  und  einwertig  sind,  so  ergibt  sich  aus  dem  Greenschen 

Satze,  daß 

SSif  %  -  'P'  ll)  dS=fffiq>'Aq>  -  q>^q>')dxdydj,.      (3) 

Wenn  außerdem  9  und  tp'  beide  die  Gleichung  (1)  erfüllen,  so 
verschwindet  das  Glied  auf  der  rechten  Seite,  und  wir  haben 

ff-'  % "« -ff'<'  %  «•        w 

Hieraus  leiten  wir  durch  genau  dasselbe  Verfahren*)  wie  in  §  57 
die  Formel 

»'  -  -  hff'^  II « + f./A  Ä  (^-)  »^  (^) 

ab,  welche  den  Wert  von  g)  für  einen  beliebigen  Punkt  P  des  Ge- 

bietes  gibt,  ausgedrückt  durch  die  Werte  von  g?  und  ^  an  der  Ghrenze. 

Das  Zeichen  r  bedeutet  hier  die  Abstöjide  der  einzelnen  Flachen- 
elemente von  P,  und  wir  sehen,  daß  man  sich  den  Wert  von  tp  durch 
eine  bestimmte  Verteilung  einfacher  und  doppelter  Quellen  auf  der 
Grenzfläche  herrorgerufen  denken  kann.^) 

Wenn  wir  femer  mit  r  die  Entfernung  von  einem  Punkte  P' 
bezeichnen,  welcher  außerhalb  des  Gebietes  liegt,  so  haben  wir 

1)  „Theorie  der  Laftechwingongen  in  Röhren  mit  offenen  Enden",  CrelUs 
Joum.y  67,  S.  1,  1869  {Wisa.  Abk.,  Bd.  II,  S.  808). 

2)  Theory  of  Sound,  Bd.  II. 

8)  Betreffs  der  neueren  mathematischen  Theorie  siehe  Pockels,  „Über  die  par- 
tielle Differentialgleichung  Au-\-k*u  =»  0'',  Leipzig  1891^  und  Sommerfeld,  I.  c,  S.  76. 

4)  D.  h.  wir  setzen  q>'  =  —  e-'*'',  wo  r  den  Abstand  von  einem  bestimmten 

T 

Punkte  bezeichnet,   und  wir  isolieren  diesen  Punkt  (falls  er  in  das  betrachtete 
Gebiet  fällt),  indem  wir  eine  kleine  Eugelfläche  um  ihn  legen. 
6)  Helmholtz,  I.  c. 
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Es  ist  zu  bemerken ;  daß,  wie  in  §  58,  die  besondere  Verteilung 
von  Quellen  auf  der  Gb'enzfläche,  die  durch  Gleichung  (5)  ausgedrückt 
wird,  nur  eine  aus  einer  unbegrenzten  Anzahl  derartiger  Verteilungen 
ist,  welche  genau  denselben  Wert  von  q)  für  die  Punkte  innerhalb 
des  Gebietes  ergeben  würden.  Addieren  wir  z.  B.  die  Formeln  (5)  und 
(6),  so  erhalten  wir  eine  andere  solche  Verteilung,  welche  überdies 
auf  unendliche  Weise  abgeändert  werden  kann,  indem  wir  die  Lage 
von  P'  ändern.*) 

Die  Sätze  (5)  und  (6)  gelten  für  den  Fall  eines  unendlichen  Ge- 
bietes, welches  innen  von  einer  oder  mehreren  geschlossenen  Flächen 
begrenzt  wird,  vorausgesetzt,  daß  (p  in  unendlicher  Entfernung  JR  vom 
Ursprungspunkte  sich  der  Form 

9'C^g-  (7) 

nähert.     Wir  können  dies  anders  ausdrücken,   indem  wir  sagen,  daß 
im  Unendlichen  keine  Quellen  vorhanden  sein  sollen. 

Wir  können  die  Analogie  mit  der  Theorie  des  gewöhnlichen 
Potentiales  einen  Schritt  weiter  führen  und  den  Wert  von  q)  für  einen 
Punkt  eines  endlichen  Gebietes  durch  einfache  Quellen  allein  oder 
durch  doppelte  Quellen  allein  ausdrücken,  die  auf  der  Grenzfläche 
verteilt  sind.     Es  ist  nämlich 

f'-hff(-'P-''lU^)'^'  W 

WO  die  Hilfsfunktion  q)'  den  Bedingungen  unterworfen  ist,   daß  sie 
der  Gleichung 

(A  +  *»)  <p'  =  0  (10) 

im  übrigen  Teile  des  unendlichen  Raumes   genügen  und  im  Unend- 
lichen sich  der  Form  (7)  nähern  muß,  während  an  der  Grenzfläche 

9)'  =  ip,     bzw.     |J-|J-  (11) 

Der  Beweis  geschieht  wie  in  §  58. 

Es  würde  jedoch  falsch  sein,  zu  schließen,  daß,  wie  in  dem  Falle 
des  gewöhnlichen  Potentials,  notwendigerweise  eine  Funktion  q)  existiert, 
welche  in  einem  gegebenen  Raum  die  Gleichung  (1)  erfüllt  und  auch 

1)  Larmor,  /.  c,  S.  76. 


oder 


582  ^'  Expansionswellen. 

der  Bedingung  genügt,  daß  (p  oder  ^  an  der  Grenzfläche  willkürlich 

▼orgeschriebene  Werte  annehmen  soll  Der  angenommene  Existential- 
satz  gilt  zwar  in  der  Regel;  aber  er  versagt  für  eine  Reihe  bestimmter 
Werte  von  k,  welche  den  Normalschwingangen  der  Lnftmasse  ent- 
sprechen,  die  den  Raum  einnimmt,  wenn  die  Örenzbedingnng  9>  =»  0 

bzw.  0^  =  0  lautet. 

dn  • 

Aus  demselben  Grunde  können  die  Formeln  (8)  und  (9)  nicht 
ohne  Einschränkung  auf  den  Fall  eines  unendlichen  Gebietes  ange- 
wendet werden,  da  die  Bestimmung  der  Hilfsfunktion  q>'  unmöglich 
sein  kann. 

um  diese  Punkte  aufzuklären,  wollen  wir  annehmen,  daß  inner- 
halb einer  Engel  vom  Radius  a  und  mit  dem  Mittelpunkt  O 

sin  kB  ,-  ^. 

wo  jR  die  Entfernung  von  0  bezeichnet.  Wenn  wir  in  dem  äußeren 
Räume 

g>'  =  sin  Äa ^ (13) 


setzen,  so  werden  die  Bedingungen  fQr  die  Gültigkeit  der  Formel  (8) 
erfüllt,  und  wir  finden 

Es  wäre  nicht*  schwer,  rückwärts  zu   beweisen,  daß   dies  für  B  <^a 
der  Gleichung  (12)  und  für  JB  >  a  der  Gleichung  (13)  äquivalent  ist. 
Femer   wollen  wir  eine  Oberflächenverteilung  einfacher  Quellen 
suchen,  welche  für  den  Raum  außerhalb  der  Kugel 

9  =  V  (15) 

ergeben  soll.  Der  Wert  von  9'  für  den  inneren  Raum,  der  mit  diesem 
an  der  Grenze  zusammenfäUt,  ist: 

^  =8inTa '-iT-'  (^^) 

und  wir  erhalten  somit 

9  =  2 ^i.  -  ff-    -  dS.  (17) 

^        ^na  Bin  ka  jj       r  ^      "^ 

Die  Bestimmung  von  9'  wird  aber  immer  unmöglich,  wenn  k  eine 
Wurzel  von  sin  ka  =  0  ist.  Wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so 
ergibt  sich  tatsächlich,    daß   eine  gleichförmige  Verteilung  einfocher 
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.Quellen  auf  einer  Eugel  mit  dem  Radius  a  gar  keine  Wirkung  auf 
äußere  Punkte  ausübt. 

Wenn  alle  Dimensionen  des  betrachteten  Raumes  klein  gegen 
die  Wellenlänge  sind,  so  können  wir  in  (Gleichung  (5)  luLherungs- 
weise  c"'**'  =»  1  setzen,  und  die  Formel  nimmt  wie  in  §  57  die  Gestalt 

an.  In  Abständen,  die  klein  gegen  die  Wellenlänge  sind,  können 
deshalb  die  Veränderungen  von  q?  berechnet  werden,  als  wenn  es  die 
Gleichung  A9>  =  0  erfällte.  Dieser  Satz  ist  ftlr  die  angenäherte  Be- 
handlung verschiedener  akustischer  Fragen  besonders  nützlich  (vergl. 
§§  293  und  294). 

Wir  bemerken  noch,  daß  wir  nach  Wiedereinführung  des  Zeit- 
faktors die  Formel  (8) 

schreiben  können.  Dies  läßt  sich  nach  dem  Fourierschen  Doppel- 
integralsatz verallgemeinern,  welcher  in  der  Form 


OD  OD 


<p(t)-iifd<!fq>(r)&''i'-^)dr  (20) 


•  OD 


geschrieben  werden  kann.  Wenn  wir  mit  q>(t)  den  Wert  bezeichnen, 
welchen  9  im  Punkte  (^,  y,  z)  zur  Zeit  t  hat,  gleichviel  ob  dieser 
Punkt  innerhalb  des  Gebietes  oder  auf  dessen  Begrenzung  liegt,  und 

mit  f(t)  den  Wert,  welchen  ^  in  einem  Punkte  der  Grenzfläche  hat, 

dann  erhalten  wir 

vorausgesetzt,  daß  in  dem  letzten  Glied  die  Raumdifferentiation  sich 
nur  insofern  auf  r  bezieht,  als  dieses  Zeichen  ezplicite  vorkommt. 
Diese  bemerkenswerte  Formel  gibt  den  Wert  von  g>  in  einem  be- 
liebigen Zeitpunkt  für  den  Punkt  P,  ausgedrückt  durch  die  vorher- 

gehenden  Werte  von  97  und  ^     ^  den  Punkten  einer  geschlossenen 

Fläche,   welche  P  umgibt.     Sie  ist  zuerst  von  Kirchhoff ^)  aus  der 


1)  „Zur  Theorie  der  Lichtstrahlen",  Berl  Ber.  1882,  S.  641  {Ges.  Ähh.,  Bd.  11, 
S.  22).  Es  sind  verschiedene  andere  Beweise  gegeben  worden :  vergl.  Larmor,  l.  c, 
S.  76,  und  Love,  Proc.  Lond.  Math.  80c.  (2),  1,  S,  87,  1903. 
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allgemeinen  Gleichung  (4)  des  §  283  auf  andere  Weise  erhalten  worden« 
Es  ist  von  verschiedenen  Autoren  angenommen  worden,  dafi  sie  die 
eigentliche  mathematische  Formulierung  des  yjHuifgens'schen  Prinsipes^ 
für  die  Akustik  enthalte;  aber  es  ist  bereits  im  Zusammenhang  mit 
dem  besonderen  Fall  (5)  bemerkt  worden,  daß  diese  Darstellung  Ton 
q)  in  hohem  Grade  willkürlich  und  unbestimmt  ist. 


Anwendungen  der  Eugelftinktionen. 

§  287.     Die  Losung  der  Gleichung 

(A  +  Ä:«)9-0  (1) 

kann  folgendermaßen  ausgeführt  werden,  wenn  die  Grenzbedingungen 
sich  auf  Eugelflächen  beziehen. 

Wir  wollen  annehmen,  daß  der  Wert  von  y  auf  einer  Kugel- 
flache  vom  Radius  r,  die  ihren  Mittelpunkt  im  Ursprung  hat,  in 
eine  Reibe  von  Eugelflächenfunktionen  entwickelt  sei,  deren  Koeffi- 
zienten Funktionen  von  r  sind.    Wir  schreiben  deshalb 

q>  =  i:B,q>„,  (2) 

wo  9>^  eine  raumliche  Eugelfnnktion  von  dem  QnÄ  n,  und  R^  eine 
Funktion  von  r  allein  ist.    Nun  ist 


(3) 


und  infolge  der  Definition  einer  räumlichen  Eugelfunktion  haben  wir 
und 

Folglich 

A(U.y.)-(AÜ.  +  -^)<p.-(^.«  +  -l^^)9,,.       (4) 

Setzen  wir  in  Gleichung  (1)  ein,   so  müssen  die  Glieder  in  q>^  die 
Gleichung  unabhängig  erfüllen,  folglich 

Dies  kann  durch  Reihen  integriert  werden.    Nehmen  wir  an,  daft 

iJ.  =  I!A„  {krr, 
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so    findet    man    für    die    Beziehung    zwischen    aofeinanderfolgenden 

Koeffizienten 

m(2n  +  l+m)A^  +  A^^,  =  0. 

Dies  gibt  zwei  aufsteigende  Reihen ,  wobei  die  eine  mit  m  «  0  und 
die  andere  mit  m  «=  —  2n  —  1  beginnt;  nämlich: 

-"n       ^\^        2(2n+8)  ■^2.4(2n+3)(2n+6)        "/ 

-h  XJr  ^1  —  2(i_2n)  "^  2.4(1— 2n)(8  —  2n)  / ' 

wo  A  und  J5  willkürliche  Eonstanten  sind.  Wenn  wir  also  9„  =  *^  S^ 
setzen,  sodaß  S^  eine  Eugelflächenfimktion  von  der  Ordnung  n  ist, 
so  kann  die  allgemeine  Lösung  von  (1)  in  der  Form 

9>  =  2:{At,{kr)  +  BV,ihr))r'S,  (6) 

geschrieben  werden,  wo 

^«(ö  ™  1 .  8  . . .  (2n  +  1)  \        2  (2n  +  3)"^2  •  4  (2n  +  3)  (2n  +  6)  ).     ,  . 

l^...(2n-l)/ f^_ V Y'^'^^ 

^nW  gSB  +  i  \-^      2(1  — 2w)^2.4(l  — 2n)(3  — 2n)  / 

Das  erste  Glied  von  (6)  ist  allein  zu  behalten,  wenn  die  Be- 
wegung im  Eoordinatenanfangspunkt  endlich  ist. 

Die  Funktionen  ^^  (f)  und  W^  (g)  können  auch  in  endlicher  Form 
ausgedrückt  werden,  nämlich  durch 

Dies  ist  mit  (7)  leicht  in  Übereinstimmung  zu  bringen,  wenn  man 
sin  g  und  cos  ^  nach  Potenzen  von  ^  entwickelt,  sowie  die  Differen- 
tiationen ausführt.     Als  besondere  Fälle  haben  wir 


..        sinf  ,.v        Bing       coag 

%(i)  --^,  ^1  (S)  =  -75 ^ 


Mt)-(^-^)^i^t- 


Scosi; 


(9) 


Die  Formeln  (6)  und  (8)  zeigen,  daß  die  allgemeine  Lösung  der 
Gleichung 

^  +  ^^^^  +  1^.-0,  (10) 

1)  Dies  ist  eine  kleine  Abweichung  von  der  Scbieibweise,  die  Heine  ge- 
braucht hat  (Eugelfunktionen ,  Bd.  I,  S.  82).  Es  mag  bemerkt  werden,  da0  die 
Formel  (6)  einen  unmittelbaren  Beweis  des  Satzes  (8)  in  §  286  gibt. 
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welche  erhalten  wird,  wenn  man  in  öleichnng  (5)  g  f&r  kr  schreibt, 

lautet. 

Dies   ist  leicht  zu  bestätigen;   denn  wenn  B^  eine  Losung  von 
(10)  ist,  so  finden  wir,  daß  die  entsprechende  Gleichung  fOr  R^^i  durch 

befriedigt  wird,  und  durch  wiederholte  Anwendungen  dieses  Resultates 
ergibt  sich,  daß  (10)  durch 

^.-(m)"^  (12) 

erfüllt  wird,  wobei  Üq  die  Lösung  von 

bezeichnet,  nämlich 

iJ^  = -^^'^±^^\  (13)1) 

Es  empfiehlt  sich,  eine  besondere  Bezeichnung  fflr  diejenige 
Kombination  der  Funktionen  tniO  ^^d  VP{^)  zu  haben,  welche  auf 
den  Fall  divergierender  Wellen  paßt.     Wir  schreiben 

f'  ^^>  =  (-  sh)"  "7  =  ^-  (^)  -  *^»  (Ö  •  (14) 

Besondere  Fälle  sind: 


^(0 


(15) 


^x(0  =  (*.  +  f)«-'^' 

Die  allgemeine  Formel  lautet: 

f  m       ^'^''^fl    |^(^+^)   I   (n-l)n(n  +  l)(n  +  2)  ,       1  ♦  2  ♦  3 .    ■  2n      \      --.. 

/«W—  ^  +  1    l^-r     2i^:      "^  2.4.(iJ)»  "^  ^2.4.6...2n(»g)''j      ^     ' 

1)  Die  obige  Rechnung,  welche  in  der  mathematischen  Physik  yielfach 
Anwendung  findet,  ist  in  der  einen  oder  anderen  Form  von  verschiedenen  Autoren 
gegeben  worden,  seit  Laplace  ,,Sur  la  diminution  de  la  dur^e  du  jour  par  le 
refiroidissement  de  la  Terre",  Ccmn.  dts  Tenips  pour  l'An  1828,  S.  246,  1820  {MSe, 
Celeste^  11.  Buch,  4.  Kap.).  Betreffs  Angaben  über  die  Geschichte  dieses  Gegen^ 
Standes,  als  einer  Aufgabe  der  Differentialgleichungen,  siehe  Glaisher,  „On  Ri<>- 
cati's  Equation  and  its  Transformations^^  PhiL  Trans,,  1881. 
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Dies  kann  durch  mathematische  Induktion  oder  vermittels  der  Diffe- 
rentialgleichung bewiesen  werden,  die  durch /J,(5)  erfüllt  wird.^)  Wenn 
wir  die  reellen  und  imaginären  Teile  einzeln  einander  gleichsetzen,  so 
werden  die  Funktionen  tn  (5)  ^^^  ^n  (Ö  durch  cos  f ,  sin  f  imd  end- 
liche algebraische  Reihen  ausgedrückt. 

Die  Funktionen  ^,(f),  ^„(S);  fnÜ)  genügen  alle  Rekursions- 
formeln von  den  Typen: 

*;(ö — tt,^dt),  (17) 

it:  (5)  +  (2n  +  1)  *,  (g)  -t,.,  (0;  (18) 

diese  sind  bei  Reduktionen  häufig  von  Nutzen. 

§  288.  Eine  einfache  Anwendung  der  vorausgehenden  Rechnung 
geschieht  auf  die  Schwingungen  von  Luft,  welche  in  einem  kugel- 
förmigen Gefäß  enthalten  ist. 

1.  Wir  wollen  zuerst  die  freien  Schwingungen  bei  fester  Be- 
grenzung betrachten.  Da  die  Bewegung  im  Anfangspunkt  endlich 
ist,  haben  wir 

ip^Än,,(kr)r-S,-<^'",  (1) 

zugleich  mit  der  Orenzbedingung 

Äa^/  (ha)  +  n^^  (Jca)  -  0,  (2) 

wo  a  der  Radius  ist.  Dies  bestimmt  die  zu^sigen  Werte  von  k  und 
deshalb  auch  von  <y(=Äc). 

Es  ist  aus  §  287  (8)  klar,  daß  diese  Oleichung  sich  immer  auf 

tang  ka  —  F(ka)  (3) 

zurückführen  läßt,  wo  F(l'a)  eine  rationale  algebraische  Funktion  ist. 
Die  Wurzeln  können  dann  ohne  Schwierigkeit  berechnet  werden, 
nämlich  entweder  durch  eine  Reihe  oder  durch  eine  Methode,  welche 
von  Fourier  ersonnen  wurde.*) 

Im  Falle  der  rein  radialen  Schwingungen  (n  »  0)  haben  wir 

g>~A  '^  *"  c*"'  (4) 

mit  der  Ghrenzbedingung 

tang  ka  —  ka,  (5) 

was  die  Frequenzen  der  Normalschwingungen  bestimmt.  Die  Wurzeln 
dieser  Gleichung,  die  bei  verschiedenen  physikalischen  Problemen 
auftritt,  werden  am  bequemsten  durch  eine  Reihe  berechnet.*)     Die 

1)  Stokes,  l.  c,  S.  590.    Die  Bezeichnung  ist  venchieden. 

2)  TMorie  analytique  de  la  Chaleur,  Paris  1822,  §  286. 

3)  Euler,  Introductio  inAtuilysin  InfinitorutHy  Laosannae  1748,  Bd.  II,  S.  819; 
Lord  Rayleigh,  T?ieory  of  Sound,  §  207 
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welche  erhalten  wird,  wenn  man  in  Gleichung  (5)  i  f&r  kr  Bchreibt^ 

lautet. 

Dies  ist  leicht  zu  bestätigen;  denn  wenn  B^  eine  Losung  von 
(10)  ist,  so  finden  wir,  daß  die  entsprechende  Gleichung  fOr  H^^i  durch 

befriedigt  wird,  und  durch  wiederholte  Anwendungen  dieses  Resultates 
ergibt  sich,  daß  (10)  durch 

erfüllt  wird,  wobei  Üq  die  Lösung  von 

bezeichnet,  nämlich 

ij^^^t  *«"';.  (13)1) 

Es  empfiehlt  sich,  eine  besondere  Bezeichnung  für  diejenige 
Kombination  der  Funktionen  tn(t)  ^^^  ^(S)  zu  haben,  welche  auf 
den  Fall  divergierender  Wellen  paßt.     Wir  schreiben 

fn  (0  =  (-  tlf)"  "/^  =•   5"-  (5)  -  »>.  (0 .  (14) 

Besondere  Fälle  sind: 


(15) 


Die  allgemeine  Formel  lautet: 
/  (t)  =  *"^"  -  1 1  +?-(^i)  +  (n-l)n(n  +  l)(n  +  2)   ....       ^  •  «  •  »  •  "  «n      ) ^ 

1)  Die  obige  Rechnung,  welche  in  der  mathematischen  Physik  yielfach 
Anwendung  findet,  ist  in  der  einen  oder  anderen  Form  von  verschiedenen  Antoien 
gegeben  worden,  seit  Laplace  ,,Sur  la  diminution  de  la  dur^e  du  jonr  par  le 
refroidissement  de  la  Terre",  Conn.  des  Temps  pour  l'An  1828,  S.  246,  1820  {A£4e. 
Celeste^  11.  Buch,  4.  Kap.)-  Betreffs  Angaben  über  die  Geschichte  dieses  Gegen* 
Standes,  als  einer  Aufgabe  der  Differentialgleichungen,  siehe  Glaisher,  ^On  Rio- 
cati's  Equation  and  its  Transformations^',  Phil,  Trans,,  1881. 
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Dies  kann  durch  mathematisclie  Induktion  oder  vermittels  der  Diffe- 
rentialgleichung bewiesen  werden,  die  durch /),(5)  erfüllt  wird.  ^)  Wenn 
wir  die  reellen  und  imaginären  Teile  einzeln  einander  gleichsetzen,  so 
werden  die  Punktionen  ^^  (g)  und  ^^  (£)  durch  cos  f ,  sin  f  und  end- 
Uche  algebraische  Reihen  ausgedrückt. 

Die  Funktionen  tn{t)f  ^«(Ö>  fniO  genügen  alle  Rekursions- 
formeln von  den  Typen: 

<a)--e*.+i(5),  (17) 

tt:  (0  +  (2n  + 1)  ^.  (ö  -  v»«-!  (e);  (18) 

diese  sind  bei  Reduktionen  häufig  von  Nutzen. 

§  288.  Eine  einfache  Anwendung  der  vorausgehenden  Rechnung 
geschieht  auf  die  Schwingungen  von  Luft,  welche  in  einem  kugel- 
förmigen Gefäß  enthalten  ist. 

1.  Wir  wollen  zuerst  die  freien  Schwingungen  bei  fester  Be- 
grenzung betrachten.  Da  die  Bewegung  im  Anfangspunkt  endlich 
ist,  haben  wir 

(|P  =  ^^,(Ä:r)f-S,.c'%  (1) 

zugleich  mit  der  Grenzbedingung 

kaif^'  (ka)  +  n^^  (ka)  -  0,  (2) 

wo  a  der  Radius  ist.  Dies  bestimmt  die  zuUUisigen  Werte  von  k  und 
deshalb  auch  von  6{=^kc), 

Es  ist  aus  §  287  (8)  klar,  daß  diese  Gleichung  sich  immer  auf 

die  Form  i.        ?  t^t/t   n  /o\ 

tang  ka  —  F{ka)  (3) 

zurückführen  läßt,  wo  F(ka)  eine  rationale  algebraische  Funktion  ist. 
Die  Wurzeln  können  dann  ohne  Schwierigkeit  berechnet  werden, 
nämlich  entweder  durch  eine  Reihe  oder  durch  eine  Methode,  welche 
von  Fourier  ersonnen  wurde.*) 

Im  Falle  der  rein  radialen  Schwingungen  (n  »  0)  haben  wir 

q>^A  '%y-  c""  (4) 

mit  der  Ghrenzbedingung 

tang  ka  —  ka,  (5) 

was  die  Frequenzen  der  Normalschwingungen  bestimmt.  Die  Wurzeln 
dieser  Gleichung,  die  bei  verschiedenen  physikalischen  Problemen 
auftritt,  werden  am  bequemsten  durch  eine  Reihe  berechnet.')     Die 


1)  Stokes,  l.  c.y  S.  590.    Die  Bezeichnung  ist  venchieden. 

2)  Theorie  analytique  de  la  ChaUur,  Paris  1822,  §  286. 

3)  Euler,  Introductio  in  Analysin  Infinitorum^  Lausannae  1748,  Bd.  II,  S.  819; 
Lord  Rayleigh,  T?ieory  of  Sound,  §  207 
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Werte,  welche  von  Schwerd  für  die  ersten  Wurzeln  erhalten  wurden, 
sind  durch  ^) 

^-1,4303,    2,4690,    3,4709,    4,4774,    5,4818,    6,4844     (6) 

gegeben,   wo   die   numerischen  Werte  sich  der  Form  m  +  ^  nähern, 

wenn  m  ganzzahlig  ist.     Diese  Zahlen  geben  das  Verhältnis  -r-  des 

Durchmessers  der  Engel  zur  Wellenlänge.  Nehmen  wir  die  reziproken 
Werte,  so  finden  wir 

^  =  0,6992,    0,4067,    0,2881,    0,2233,    0,1824,    0,1542.    (7) 

Im  Falle  der  zweiten  und  der  höheren  Wurzeln  you  (5)  geben  die 
Wurzeln   Yon   niederer  Ordnung   die  Lagen   der  sphärischen  Knoten 

(^  — Oj.  Bei  der  zweiten  Normalschwingung  ist  z.  B.  ein  sphäri- 
scher Ejioten  Torhanden,  dessen  Radius  durch 

r         1,4808        ^  K  Q.  „ 

gegeben  ist. 

In  dem  Falle  n  =»  1  lassen  wir  die  o;- Achse  mit  derjenigen  der 
Funktion  S^  zusammenfallen  und  schreiben  :r»-rcosd;  dann  haben  wir 

j  /Bin kr       coßibrX  ^      ...  >o. 

9»  -  ^  (itvr  -  -jT" )  cos  Ö  .  e"",  (8) 

und  die  Gleichving  (2)  lautet: 

t«mg  ka  =  2^.-«-.  •  (9) 

Die  Wurzel  0  kommt  nicht  in  Betracht.  Die  nächste  Wunel  gibt 
für  das  Verhältnis  von  Durchmesser  zu  Wellenlänge 

—  -  0,6625, 

und  die  höheren  Werte  des  Verhältnisses  nähern  sich  der  Reihe  nach 
den  ganzen  Zahlen  2,  3,  4,  ... .  In  dem  Falle  der  kleinsten  Wurzel 
haben  wir 

^  =  1,509. 

Bei  dieser,  der  wichtigsten  aller  Normalschwingungen,  schwingt  die 
Luft  etwa  in  derselben  Weise  hin  und  her,  wie  in  einer  doppelt  ver- 
schlossenen Pfeife.     Im  Falle  einer  der  höheren  Wurzeln  geben  die 

1)  Angegeben  bei  Verdet,  Legons  d'Optique  Physiqtte,  Paris  1869 — 70,  Bd,  l, 
S.  266. 
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Wurzeln  von  niedrigerer  Ordnung  die  Lagen  der  kugelförmigen  Knoten 
(■^  ^  0] .    Bezüglich  der  weiteren  Bearbeitung  des  Problemes  müssen 

wir  auf  die  Untersuchung  von  Lord  Rayleigh  yerweisen.^) 

2.  Um  die  Bewegung  der  Luft  infolge  einer  vorgeschriebenen 
Schwingung  der  Grenzfläche  in  der  Richtung  der  Normalen,  etwa 

I?  -  S. .  e^",  (10) 

zu  finden^  haben  wir 

9>  =  Ail;^(kr)r^Sn  •  e*"^'  (11) 

mit  der  Bedingung 

Ä  [katlf^'(ka)  +  nfl;^(ka)]  a«-^  =  1, 
und  deshalb 

y  =  /«y  .  a H" S. .  c"".  (12) 

Wie  zu  erwarten  war^  wird  dieser  Ausdruck  unendlich^  wenn  ka  eine 
Wurzel  Yon  (2)  ist,  d.  h.  immer  wenn  die  Periode  der  eingeprägten 
Schwingung  mit  derjenigen  einer  Normalschwingung  zusammenfäUt, 
welche  von  einer  Eugelfunktion  derselben  Ordnung  n  abhängt. 

Setzen  wir  ka  »  0,  so  kommen  wir  auf  den  Fall  einer  inkom- 
pressiblen  Flüssigkeit  zurück.  Die  Formel  (12)  reduziert  sich  näm- 
lich auf 

'P-^i^'^n-^"  (13) 

wie  in  §  91.  Es  ist  wichtig,  zu  bemerken,  daß  das  gleiche  Resultat 
auch   im  Falle  eines  Gases   näherungsweise  gilt,  wenn  ka  klein  ist, 

2  Ä 

d.  h.  wenn  die  Wellenlänge  -j- ,  die  der  wirklichen  Periode  entspricht, 

groß  gegen  den  Umfang  der  Kugel  ist.  Wir  haben  hier  ein  Beispiel 
eines  allgemeinen  Satzes,  der  in  §  286  aufgestellt  wurde  und  der  dem- 
nächst ausgedehnte  Anwendung  finden  wird  (§§  293  und  294). 

3.  Um  die  Bewegung  eines  Gases  innerhalb  eines  Raumes  zu 
bestimmen,  der  von  zwei  konzentrischen  Kugeln  begrenzt  wird,  haben 
wir  die  TollsiSndige  Formel  (6)  des  §  287  nötig.  Der  einzige  inter- 
essante Fall  ist  jedoch  der,  wo  die  Radien  nahezu  gleich  sind;  dieser 
kann  auf  unabhängige  Weise  leicht  gelöst  werden.^) 

Schreiben  wir  die  Gleichung  (A  +  ä:*)  9>  —  0  in  Polarkoordinaten 
r,  d,  o,  so  lautet  sie: 

1)  „On  the  Vibrations  of  a  Gas  contained  within  a  Rigid  Spherical  EnTe- 
lope",  Proc.  Lond.  Math.  Soc,,  4,  S.  98,  1872;  TJ^eory  of  Sound,  §  881. 

2)  Lord  Rayleigh,  Iheory  of  Sound,  §  888.  Die  direkte  LOsoDg  ist  von 
Chree,  Meas.  of  Math.^  16,  S.  20,  1886,  gegeben. 
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wo  /[t  «  COS  0,    Wenn  jetzt  o^  =■  0  für  r  =»  a  und  r  —  ft,  wo  a  und  6 

nahezu  gleich  sind^  so  können  wir  die  radiale  Bewegung  ganz  ver- 
nachlässigen,  sodaß  die  Gleichung  sich  auf 

reduziert.     Es   ergibt  sich   genau   ¥rie   in   §  198 ,    daß    die    einzigen 
Lösungen,  die  anf  der  ganzen  Kngelfläche  endlich  sind,  die  Form 

9  =  S,  (16) 

besitzen,  wo  S^  eine  Kugelflächenfunktion  von  der  ganzzahligen  Ord- 
nung n  ist,  und  daß  die  entsprechenden  Werte  von  k  durch 

JfcÄa«  -  n  (n  +  1)  (17) 

gegeben  sind. 

Bei  der  wichtigsten  Nonnalschwingung  n  =»  1  schwingt  das  Gas 
durch  den  Äquator  der  Funktion  S^  hin  und  her,  indem  es  in  den 
äußersten  Phasen  an  dem  einen  Pole  verdichtet  und  an  dem  anderen 

verdünnt  wird.     Da  in  diesem  Falle  ha  =  ]/2 ,  so  haben  wir  för  die 

entsprechende  Wellenlänge        =  2,221 . 

Bei  dem  nächsten  Fall  n  =  2  hängt  die  Schwingungsform  von 
der  Beschaffenheit  der  Kugelfunktion  S^  ab.  Wenn  diese  eine  ein- 
fache ist,  so  ist  der  Äquator  ein  Knoten.     Die  Frequenz  ist  durch 

ka  =  l/6  oder  r—  =  1,283  bestimmt. 

§  289.  Wir  wollen  zunächst  die  Fortpflanzung  von  Wellen 
Yon  einer  Kugelfläche  nach  außen  in  einem  unbegrenzten  Medium 
betrachten.  ^) 

Wenn  an  der  Oberfläche  (r  ^  a)  eine  Normalgeschwindigkeit 

r  =  S,.  e""  (1) 

vorgeschrieben  ist,  so  lautet  die  angenäherte  Lösung  von  (A  +  i*)  9>  =«0 
in  der  Schreibweise  des  §  287: 

■       'P-CJ„ikr)-r'S„.e"".  (2) 

Die  Bedingung 

-a:  =  V'",  (3) 

welche  an  der  Kugelfläche  (r  ==  a)  zu  erfüllen  ist,  gibt 

1)  Dieses  Problem  wurde  in  einer  etwas  verschiedenen  Weise  von  Stokes 
gelöst,  ,,0n  the  Communication  of  Vibrations  from  a  Vibrating  Body  to  a  sor- 
rounding  Gas",  Phä.  Trans.,  1868  {Math,  and  Phys.  Papers,  Bd.  IV,  S.  299). 
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"^~  |Ä:a/;'(Ä:a)  +  n/;(Ä:a))a"-~^'  ^^^ 

In  Entfernungen  r,  welche  groß  gegen  die  Wellenlänge  -r-  sind^ 
haben  wir  näherongsweise 


^n^^ikr 


sodaß  Gleichung  (2) 

<p  -  iSl  —r-  «-  (6) 

lautet,  oder  in  reeller  Form 

|^|co,t(cf-r  +  0  ,,. 

Die   Geschwindigkeit    für    die   Fortpflanzung   der   Enei^e   nach 
außen  ist: 


-ffp'^^ä^,  (8) 


WO  dcS  ein  elementarer  Raumwinkel  ist,  und  r  als  groß  betrachtet 
werden  kann.     Da 

P-Po  +  QoYt'  (^) 

so  finden  wir  für  den  Mittelwert  von  (8) 


1  QpC 

~i  k 


utn 


C,*\-ffs„*dcS.  (10) 


Dies  hätte  sogleich  aus  den  Resultaten  des  §  276  hingeschrieben 
werden  können,  da  die  Wellen,  welche  in  einer  bestimmten  Richtung 
ausgesendet  werden,  danach  streben,  schließlich  eben  zu  werden. 

Wenn  n  >  0,  so  befindet  sich  die  Normalgeschwindigkeit  in 
entgegengesetzten  Phasen  auf  irgend  zwei  Gebieten  der  Kugelfläche 
r  =^  a,  welche  durch  eine  Enotenlinie  S^  «  0  getrennt  sind.  Hier- 
durch entsteht  eine  seitliche  Bewegung  der  Luft  nahe  an  der  Kugel, 
nämlich  von  Stellen  aus,  die  sich  nach  außen  bewegen,  zu  den  Stellen 
hin,  die  sich  nach  innen  bewegen.  Wenn  die  Wellenlänge  nicht  zu 
klein  ist,  wird  dies  die  Wirkung  haben,  die  Intensiiät  der  fort- 
gepflanzten Schwingungen  in  einiger  Entfernung  zu  vermindern,  in 
Vergleich  zu  dem  Falle,  wo  die  Normalgeschwindigkeit  überall  dieselbe 
Phase  hätte.  Diese  Wirkung  wird  bei  höherer  Ordnung  der  Kugel- 
flächenfunktion mehr  hervortreten,  iufolge  der  größeren  Anzahl  von 
Abteilungen,  in  welche  die  Kugelfläche  durch  die  Knotenlinien  geteilt 
wird.     Überdies  wird  für  dieselbe  Kugelfunktion  S^  und  für  eine  be- 
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«timmte  Frequenz  -r—  der  Einfluß  der  seitlichen  Bewegung  rasch  zu- 
nehmen, wenn  die  Wellengeschwindigkeit  c  und  somit  die  Wellen- 
länge -r-  yermehrt   wird.     Dies   erklärt   den   schwachen   Klang,    den 

eine  Glocke  in  einer  Atmosphäre  von  Wasserstoff  aussendet^  im  Ver- 
gleich zu  demjenigen,  der  in  Luft  vernommen  wird.^) 

Um  diese  Sätze  durch  Rechnung  aufzuklären^  bemerken  wir 
folgendes.  Wenn  die  seitliche  Bewegung  durch  eine  große  Anzahl 
kegelförmiger  Scheidewände,  die  sich  in  den  Richtungen  der  Kugel- 
radien nach  außen  zu  erstrecken,  verhindert  würde,  so  würde  der 
Ausdruck  (10)  durch 

\9AC,?-ffs*d^  (11) 

ZU  ersetzen  sein.  Das  Verhältnis,  etwa  J^,  in  dem  dies  zu  (10)  steht^ 
ist  dem  absoluten  Betrage  des  Ausdruckes 

{kaf^[kaf:{ka)-^nf,Oca)y 

[kaf,\ka))'  y^^^) 

gleich.  Aus  den  Werten  von  f^,  /*^,  /*,,  die  in  Gleichung  (15)  des 
%  287  gegeben  sind,  erhalten  wir  leicht 


h 


t'a'(l+*«o«)' 

81  +  9Jt'a«  —  2t«o«  +  t«o* 


(13) 


Die   folgenden   numerischen  Beispiele   (zusammen   mit  anderen)   sind 
von  Stokes  gegeben  worden: 


ka 

io 

I. 

i. 

4 

1 

0,96688 

0,87628 

2 

1 

1 

1,8626 

1 

1 

2,6 

44,6 

0,6     i    1 

18 

1064,2 

0,26 

1 

60,294 

19660 

Um  femer  die  Geschwindigkeit  für  die  Mitteilung  von  Elnergie 
unter  ähnlichen  Umständen  fär  zwei  verschiedene  (}ase  zu  vergleichen, 
haben  wir  für  das  Verhältnis  dieser  Geschwindigkeiten  den  absoluten 
Betrag  des  Ausdruckes 


s%n-\ 


{k'aY^-^  { k'aaika)  +  nf^{k'a) }  « 
{kaf^-^[kaf;ika)  +  nf^{ka)y  ' 


(14) 


1)  Stokes^  l.  e. 
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wo   Tc    sich    auf  das   zweite   Gas   bezieht.    Dies   läßt   sich   aus   den 
Oleichungen  (10)  und  (4)  mit  Hilfe  der  Beziehungen 

VoV  ""  "c  ""  F 

leicht  ableiten;  da  die  Frequenz  in  beiden  Oasen  dieselbe  sein  soU.^) 
Für  n «—  2  wird  das  Verhältnis  gleich 

(Jfca)^(81+9Ä;^«a«-2fe^*a*  +  Jir«a«)  -.. 

(Ä?a)'(81  +  9ifc«a«  —  2Jfc*a*  +  k'a'')  '  ^^^^ 

Nehmen  wir  z.  B.  an,  daß  die  beiden  Gktse  Sauerstoff  und  Wasser- 
stoff seien,  und  setzen  wir  ha  =>  0,5,  k'a  »  0,125,  so  finden  wir,  daß 
die  Geschwindigkeiten  der  Fortpflanzung  Ton  Energie  nach  außen 
ungefähr  in  dem  Verhältnis  16000 :  1  stehen. 

§  290.  Der  Fall  n  »  1  des  vorhergehenden  Paragraphen  ist  Ton 
dem  Gesichtspunkt  der  Theorie  des  Pendels  aus  besonders  interessant, 
da  er  der  Schwingung  der  Kugel,  diese  als  starr  yorausgesetzt,  in 
«iner  geraden  Linie  entspricht.  Es  ist  jedoch  zu  bemerken,  daß  die 
Vernachlässigung  von  Gliedern  zweiter  Ordnung  in  den  Bewegungs- 
gleichungen die  Annahme  enthält,  daß  die  Schwingungsamplitude 
der  Kugel  klein  gegen  den  Radius  ist. 

Setzen  wir 

Si «  a  cos  e,  (16) 

wo  0  der  Winkel  ist,  den  r  mit  der  Linie  bildet,  in  der  der  Mittel- 
punkt schwingt,  so  reduziert  sich  die  Formel  (2)  auf 

9  =•  C^4^e'(-'-*'-)a  cos  e.  (17) 

Der  Wert  von  C,  wie  er  durch  die  Oberflächenbedingung  bestimmt 
wird,  ist 

Der  resultierende  Druck  auf  die  Kugel  ist 

X  «  -jAp  cos  e  •  2«a«sin  OdO,  (19) 

0 

wo 

Ap  -  c^Q^s  =  (>o  37  ""  *^^o9>  •  (20) 

Setzen   wir   die  Werte  (17)  und  (18)  ein,   und  fdhren  wir  die  Lite- 
gration  aus,  so  finden  wir 


1)  Es   wird  angenommen,   daß   das  Verhältnis  y  der  spezifischen  W&rmen 
in  beiden  Gasen  dasselbe  ist. 

Lamb,  Hydrodynamik.  88 
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Dies  kann  in  der  Form 

^  4  3    2  +  Ä:»a»    dU       4t  .       ik»o»  ^^  ,™\ 

^"-8^^0«^-4**a*-eit-8^Po«»'4H^^-i^^  (22) 

geschrieben  werden,  wo  £7=ae**"  die  Geschwindigkeit  der  Kugel 
bezeichnet.^)  Wenn  wir  das  Vorzeichen  von  X  umkehren ,  erhalten 
wir  die  äußere  Kraft,  welche  auf  die  Kugel  wirken  muß,  am  die 
vorausgesetzte  einfache  Schwingung  aufrecht  zu  erhalten. 

Das  erste  Glied  des  Ausdruckes  (22)  ist  dasselbe,  als  wenn  die 
Trägheit  der  Kugel  um  den  Betrag 

4Tife^a*ä^^o«'  (23) 

vermehrt  wäre,  während  das  zweite  das  gleiche  ist^  als  wenn  die 
Kugel  einer  Reibungskraft  unterworfen  wäre,  die  der  Geschwindigkeit 
proportional  ist,  wobei  der  Koeffizient 

lautet. 

Im    Falle    einer    inkompressiblen    Flüssigkeit,    und    allgemeiner, 

immer  wenn  die  Wellenlänge   -,-  groß  gegen  den  Umfang  der  Kugel 

ist,  können  wir  Ä;a  =  0  setzen.  Die  Vermehrung  der  Trägheit  ist 
dann  gleich  der  Hälfte  derjenigen  der  verdrängten  Flüssigkeit^  während 
der  Reibungskoeffizient  verschwindet.*)     Vgl.  §  92. 

Der  Reibungskoeffizient  ist  jedenfalls  von  einer  hohen  Ordnung 
in  ha,  sodaß  die  Schwingungen  einer  Kugel,  deren  Umfang  ver- 
hältnismäßig klein  gegen  die  Wellenlänge  ist,  hierdurch  nur  wenig 
beeinflußt  werden.  Um  die  Energie  zu  finden,  welche  auf  die  Er- 
zeugung von  Wellen  in  dem  umgebenden  Medium  pro  Zeiteinheit  auf- 
gewendet wird,  müssen  wir  das  Reibungsglied  in  Formel  (22),  welche 
jetzt  als  eine  Gleichimg  zwischen  reellen  Größen  betrachtet  wird, 
mit  U  multiplizieren  und  den  Mittelwert  nehmen;  dann  finden  wir 


^(>o«'r-rz:47.-4-^«*-  (25) 


2  „    _k[a^ 

4  +  ^-*a^ 

Mit  anderen  Worten,  wenn  g^  die  mittlere  Dichte  der  Kugel  ist,  so 


1)  Diese  Formel  ist  von  Lord  Rayleigh,  Theory  of  Sound,  §  326,  gegeben. 
Eine  andere  Behandlung  des  Problems  der  schwingenden  Kugel  siehe  bei 
Poisson,  ,,Sur  les  Mouvements  simultanes  d*un  pendule  et  de  Tair  environnant^, 
Mem,  de  VAcad.  des  Sciences,  XI,  S.  621,  1882,  und  Kirchhoff,  Mechanik,  23.  Vor- 
lesung. 

2)  PoisBon,  /.  c. 
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ist  der  Bmchteil  ihrer  Energie,  welcher  in  einer  Periode  aufgewendet 

^^—'Tlirr-.'  (26) 

§  291.  Dasselbe  Verfahren  kann  angewendet  werden,  um  die 
Zerstreuung  von  WeUen  an  einem  kugelförmigen  Hindernis  zu  be- 
rechnen. Insbesondere  werden  wir  den  Fall  eines  einfallenden  Systems 
ebener  WeUen  betrachten,  die  Bich  in  der  negativen  or-Richtong  fort, 
pflanzen  und,  abgesehen  von  dem  Zeitfaktor,  durch 

(p  =  «**'  (1) 

dai^estellt  werden. 

Da  dies  der  Gleichung 

genügt,  keine  Singukritaten  im  Endlichen  hat,  sowie  um  die  rc-Achse 

symmetrisch    ist,    muß    es    sich   in   eine    Reihe   von    OUedem    der 

Form 

t„{lir)ir .  P.(cos  0)  (2) 

entwickeln  lassen,  vorausgesetzt,  daß  o;  »  rcosd  =»  rft. 
Die  gesuchte  Formel  lautet: 

6*?"=  2;(2n  +  i){iiyta)Pnii^)-  (3) 

Dies  kann  auf  verschiedene  Weise  bewiesen  werden.  Eine  Methode 
ist  die,  die  Funktion  ^^f^  nach  Potenzen  von  /t  zu  entwickeln,  und 
diese  Potenzen  durch  ihre  entsprechenden  Werte  in  einfachen  Kugel- 
funktionen zu  ersetzen,  vermittelst  der  bekannten  Formel 

+  (2n- 7) (1!^^??=1)P.., +  ...).  (4) 

Wenn  wir  den  Koeffizienten  von  P^  in  diesem  Resultat  aussondern, 
so  erhalten  wir  das  allgemeine  Glied  der  Reihe  (3).^) 
Eine  andere  Methode  besteht  darin,  den  Säte 

1 

/e'f''P,(,t)d.a-2(tO-V.(g)  (5) 


-1 


1)  Heine,  Kugelfunktionen,  Bd.  I,  S.  82,  1878.  Ein  zn  (8)  entsprechender  Satz 
war  bereits  von  Lord  Bajleigh  gegeben  worden,  nämlich  in  seiner  Arbeit: 
,^vestigation  of  the  Disturbance  prodnced  bj  a  Spherical  Obstacle  on  the 
Waves  of  Sound",  Proc.  Lond.  Math.  Soc.,  4,  S.  268,  1878  (Theory  of  Sound, 
§  384).  Die  entsprechende  Formel  für  eine  Quelle  in  endlicher  Entfernung 
wurde  von  Clebsch  erhalten,  in  der  Arbeit:  „Über  die  Reflexion  an  einer  Kugel- 
fläche'*,  Creües  Joum.,  61,  S.  196,  1863,  auf  welche  auf  S.  127  Terwiesen  wurde. 
Die  Formel  (4)  stammt  von  Legendre;  siehe  Heine,  l,  c. 

88* 
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za  beweisen,  welcher  in  (3)  enthalten  ist.  Da  die  allgemeine  Form 
der  gesuchten  Entwicklung  von  vornherein  bekannt  ist,  so  ist  der 
Zahlenfaktor  auf  der  rechten  Seite  von  (5)  allein  zu  bestimmen; 
hierzu  ist  es  genügend,  die  Koeffizienten  von  g"  auf  beiden  Seiten 
zu  vergleichen.^) 

Wir  können  wiederum  zeigen,  daß  die  Funktion  if^{t),  fär  einen 
Augenblick  durch  Gleichung  (ö)  bestimmt  gedacht,  der  Rekarsians- 
formel  (17)  genügt;  dies  folgt  leicht  aus  bekannten  Eigenschaften 
der  einfachen  Kugelfunktionen.  Die  Identifizierung  der  beiden  Formen 
von  ^^(£)  wird  dann  durch  die  evidente  Beziehung 


'^f"d,*=2"''^ 


TollfÖhrt.  "' 

Wir  betrachten  jetzt  einen  Bestandteil 

9>  =  B>.(Är).-S.  (6) 

eines  einfallenden  Wellensystems,  und  es  sei  der  entsprechende  Be- 
standteil der  zerstreuten  Wellen 

<p'=B;/;(Jr)r-S,.  (7) 

Wenn  das  kugelförmige  Hindernis  fest  ist,   so  lautet   die    Be- 
dingung 

87(9'  +  9)-0,  (8) 

welche  für  r  «•  a  zu  erfüllen  ist, 

Bn  kafn\ka)  +  nfn(ka)  ^^f 

Das  Resultat  kann  nur  dann  ohne  Schwierigkeit  gedeutet  werden, 
wenn  die  Wellenlänge  groß  gegen  den  Durchmesser  der  Kugel  isl^ 
d.  h.  wenn  ka  klein  ist.  Nach  §  287,  (7)  und  (16),  haben  wir  für 
kleine  Werte  von  £;  näherungsweise 


*n(b)         1.3.-.r2n 


Ut) 


(2n-t-l) 
l-3...(2n  — 1) 


(10) 


folglich  für  M  >  0 

Bn^n+1      {1.3...(2n  — l)}«(2n  +  l)  '  ^^^) 

Der  Fall  n  »  0  bildet  eine  Ausnahme;  wir  finden  näherungsweise 

^'-  =  -l(kay.  (12) 


B 


1)  Lord  Bayleigh,  l.  c. 
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In  dem  Falle  des  ebenen  Wellensystems  (1)  haben  wir  nach  (3) 

j5„=(2n+  l^n-«,  (13) 

und  der  wichtigste  Teil  der  zerstreuten  Wellen  in  einer  Entfernung  r, 
welche  gegen  die  Wellenlänge  groß  ist,  wird  folglich  durch 

9  =-  B^  aUr)  +  Bi  /i  {hr)r  cos  ö  -  -  Qcaf  g  +  {  cob  ö)  '^       (14) 

dargestellt.    Der  physikalische  Grund  für  das  Auftreten  dieser  beiden 
Glieder  wird  am  Ende  des  §  294  erklärt  werden. 

Wie  in  §  289  ist  für  die  zerstreuten  Wellen  die  Geschwindigkeit 
für  die  Fortpflanzung  Ton  Energie  nach  außen 


W'jjs^di,,  (15) 


Der  passende  Maßstab  für  den  Vergleich  ist  hierbei  der  Energiefluß 
durch  die  Flächeneinheit  bei  dem  einfallenden  Wellensystem  (1). 
Gemäß  unserer  Feststellungen  ist  dieser  Fluß  nach  §  276  gleich 
^Qok^c,  und  das  Verhältnis  des  Ausdrucks  (15)  zu  diesem  ist  im 
vorliegenden  Falle 

(2„ +%»»  +  »  l^-*|-  (Iß) 

Wenn  ka  klein  ist,  so  sind  die  Glieder  von  der  niedrigsten  Größen- 
ordnung diejenigen,  für  welche  w  ==  0,  n  =  1 .  Die  Summe  derselben 
beträgt 

likay'%a\  (17) 

Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  Energie  zerstreut  wird, 
ist  deshalb  der  vierten  Potenz  der  Wellenlänge  umgekehrt  proportional.^) 

Eine  kleine  Kugel  von  ^^^  Zoll  Durchmesser  zerstreut  z.  B.  nur 

1,43-10"^^  von  der  einfallenden  Energie,  wenn  die  Wellenlänge 
4  Fuß  betragt.  Es  bietet  deshalb  keine  Schwierigkeit,  zu  verstehen, 
warum  ein  Nebel,  der  optisch  ganz  durchsichtig  ist,  gewöhnliche  Töne 
mit  großer  Leichtigkeit  hindurch  läßt. 

§  292.  Wir  wollen  weiter  den  Fall  betrachten,  wo  die  Kugel 
beweglich  ist,  aber  durch  eine  Biaft,  die  sich  wie  die  Verrückung 
verhält,  gegen  eine  bestimmte  Lage  gezogen  wird. 


1)  Die  obige  Aufgabe  wurde  auf  etwas  verschiedene  Weise  von  Lord 
Rayleigh  untersucht,  ,,Investigation  of  the  Disturbance  produced  bj  a  Spherical 
Obstacle  on  the  Waves  of  Sound",  Proc.  Lond.  Math.  Soc.,  4,  S.  268,  1872; 
siehe  auch  Theory  of  Sound,  §§  296,  8S4  und  S36.  Die  Formel  (17)  wurde  von 
ihm  in  einer  späteren  Arbeit  gegeben,  „On  the  Transmission  of  Light  through 
an  Atmosphere  containing  Small  Particles  in  Suspension",  Phil.  Mag.  (6)  47, 
S.  376,  1899  (ßc.  Papers,  Bd.  IV,  S.  397). 
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Ihre  Bewegungsgleichang  parallel  zur  ^r-Achse  wird  dann  die  Form 

■^(S  +  *o*  ^)  =  -fß  '^'  ^'**^^  (^^) 

haben. 

Wenn  der  Zeitfaktor  ^**''  ist,  haben  wir 

P  "Po  +  Qo-^(9>  +  9>)  =l>o+  ttc(>o(9>  +  9)-  (19) 

Setzen  wir  in  Gleichung  (18)  ein,  so  haben  wir  folglich 

(V  -  **^)  Jlf 5  =  -  iJcc  [  B,  ^,  (ka)  +  B;  f,  (ka) }  •  i^Qo<^^>         (20) 

da  die  Produkte  von  Eugelfunktionen  verschiedener  Ordnung  yer- 
schwinden,  wenn  über  die  Kugel  integriert  wird. 

Weiter  erfordert  die  kinematische  Oberflächenbedingnng 

—  -^-  (9>  +  9> )  ==  ^?  cos  0  =  ikci  cos  0 ,  (21) 

daß  (9)  wie  vorher  gilt,  außer  in  dem  Falle  n  =  1 ,  wo  wir 

-  ikci  «  B^  { katt(ka)  +  ^^ (ka) }  +  B^  { kaf^{ka)  +  f^ {ka) }      (22) 
haben.     Eliminieren  wir  |  aus  (20)  und  (22),  so  finden  wir 

kU*     ^^     B^(ka%\ka)+ip^{ka))+B;  {kaf^\ka)+f^{ka))   i^^^'^  '  ^^^) 
Wenn  keine  äußeren  Quellen  vorhanden  sind,  so  ist  J5i  =  0,  und 

Diese  Gleichimg  bestimmt  den  Wert  von  k  und  folglich  den  Charakter 
der  „freien"  Bewegung  der  Kugel,  wie  er  durch  das  umgebende  Medium 
beeinflußt  wird.  Führen  wir  sie  auf  eine  algebraische  Form  zurück, 
so  erhalten  wir  eine  Gleichung  vierten  Grades^);  aber  von  unserem 
Standpunkt  aus  sind  nur  die  beiden  kleineren  Wurzeln  von  Wichtig- 
keit.    Dieselben  werden  näherungs weise  durch 

'-^-^^''^M^l^Qy  (25) 

gegeben,  oder  wenn  wir,  wie  vorher,  ß  =  -  J^     schreiben,  durch 


setzt. 


1)  Ein  gleichbedeutendes  Resultat  wird  erhalten,  wenn  man  in  §  290  (21) 


stoß  von  Wellen  auf  ein  Pendel.  599 

Wir  erkennen,  daß  die  hauptsäclilichste  Folge  des  Vorhandenseins 
der  Flüssigkeit  darin  besteht,  die  Trägheit  der  Engel  um  die  Hälfte 
der  Trägheit  der  verdrängten  Flüssigkeit  zu  vermehren;  vgl.  §§  92 
und  290.  Um  den  Abfall  der  Schwingungen  zu  finden,  würde  es 
nötig  sein,  die  AniuLherungen  weiter  zu  treiben.  In  Übereinstimmung 
mit  der  Untersuchung  des  §  290  wird  man  finden,  daß  die  freien 
Schwingungen  von  der  Art 

5«C6-'"cos(<^^  +  £)  (27) 

sind,  wo 


tf--   '0 


V  » 


(28) 


4(1 +ft      c» 

wenn  wir  nur  die  wichtigsten  Glieder  bewahren. 

Für   die   erzwungenen  Schwingungen,  wo  der  Wert  von  ife  vor- 
geschrieben ist,  haben  wir  nach  Oleichung  (23) 

B,    ""       '{kaf,'{ka)  +  f,{ka)}{c,*-k^c^  +  2ßk^cVi(ka)  '       '^^''^ 

Wenn  Tca   klein   ist,   so   ergeben  die  angenäherten  Werte  für  if^Q^a) 
und  /;  Qca)  aus  §  291  (10) 

B;   _  <F,«-  (1  -  2ftÄ:«c«     1  ,33  f^^. 

b;  ""  -ö^^(i  +  ß)k*c^  •  6 '^  ^  '  ^"^^^ 

aber  die  Annäherung  wird  offenbar  hinfällig,  wenn  kc  nahezu  gleich 
:=  ist,   d.  h.  wenn   die   Frequenz   der  Wellen   nahezu    mit    der- 


^0 


jenigen  der  freien  Schwingung  zusammenfällt. 

Um  den  Fall  genauer  zu  imtersuchen,  wo  näherungsweise  Syn- 
chronismus stattfindet,  schreiben  wir  in  der  exakten  Formel  (29) 

fi{ka)  =  W^{ka)  -  i>i(Ä;a),  (31) 

und  erhalten 

Bi 9i  (ka)  ,oc>x 

B,  G,{ka)-ig,{kay  ^^^J 

wo 


g^{ka)  -  [ka  tt{kd)  +  t^  (ka) }  ("2^"-  -Pa")  +  2ßk'a*i>i(ka) 
Gi{ka)  =  {kaWi'ika)  +  Wi{ka)}(^'y--k^a*) +  2ßk*a*tl>^{ka) 


(33) 


Der  Modul  des  zweiten  Gliedes  von  (32)  ist  niemals  größer  als  die 
Einheit,  aber  er  erreicht  den  Wert  1,  und  die  Amplitude  der  zer- 
streuten Wellen  ist  dann  ein  Maximum,  wenn 

G^Qca)  -  0,  (34) 
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in  welchem  Falle 

B;^-iB,.  (35) 

Wenn  wir   für  V^(ka)   aus  Gleichung  (7)  des  §  287  einsetzen^ 
so  erhalt  die  Gleichung  (34)  die  Form 

-  (2  +  lÄ*a*  +  ...)(?ol,«*-tv)  +  2.^/.^^^^^  +  I  A-V  +  ...)  =  0,  (36) 

und  es  ist  leicht  zu  beweisen,  daß  dies  für  kleines  -^—   durch  einen 

c 

reellen  Wert  von  ka  befriedigt  wird,  der  nur  wenig  kleiner  als  der- 
jenige ist,  welcher  den  freien  Schwingungen  entspricht,  nämlich 

Äa  =  -^-^-.  (37) 

In  dem  Falle  des  Systems  ebener  Wellen,  das  durch  §  291  (1) 
dargestellt  wird,  haben  wir  nach  (13)  und  (35) 

B;^Sk,  (38) 

und  das  Geschwindigkeitspotential  der  zerstreuten  Wellen  ist  in 
reeller  Form 

9  =—3 ^j^ ^cosö,  (39) 

was  den  einfallenden  Wellen 

(p  «=  cos  k(ct  +  x)  (40) 

entspricht.    Im  Hinblick  auf  (21),  oder  unmittelbar  aus  (22)  und  (40)^ 

finden  wir 

g 

^  =  jt8-^sinA-c^.  .  (41) 

Die  Schwingungsamplitude  der  Luftteilchen  in  der  ursprünglichen 
Welle  ist  bei  dem  gegenwärtigen  Maßstab       .     Die   Amplitude    der 

ß 

Kugel  übertrifft  diese  in  dem  Verhältnis   -j-^-^ .    Überdies  ergibt  sich 

aus  (15),  daß  die  maximale  Dissipatiou  von  Energie  durch  die  zer- 
streuten Wellen  G^QqC  beträgt  oder,  durch  den  Energiefluß  in  den 
ursprünglichen  Wellen  ausgedrückt, 

l-^'-  (42) 

108 

Dieses  steht  in  dem  Verhältnis     »-(ka)"^  zu  der  Dissipatiou,  welche 

durch  eine  feste  Kugel  hervorgebracht  würde.    (Siehe  Gleichung  (17)). 

Andererseits  ist  zu  bemerken,  daß  die  Wellenlä-nge,  welche  der 

maximalen  Dissipatiou  entspricht,  scharf  ausgezeichnet  ist.     Es  kann 

ohne  große  Schwierigkeit  gezeigt  werden,  daß  die  Dissipatiou  auf  die 
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Hälfte  des  Maximums  sinkt,  wenn  die  Wellenlänge  des  einfallenden 
Zugs  von  dem  kritischen  Werte  um  den  Bruchteil 

4(1 +  P) 

von  sich  selbst  abweicht.  Bei  allen  akustischen  Anwendungen  ist 
dies  ein  äußerst  kleiner  Bruch.  Praktisch  werden  massive  Körper 
gewöhnlich  nicht  durch  den  unmittelbaren  Stoß  der  Luftwellen  in 
starke  Schwingimg  versetzt,  sondern  eher  durch  Vermittlung  von 
Resonanzkästen  und  Resonanzböden. 

Das  Auftreten  des  Faktors  3  in  (42)  erfordert  eine  Bemerkung. 
Das  Resultat  ist  von  der  Richtung  der  einfallenden  Wellen  un- 
abhängig, infolge  der  drei  Freiheitsgrade,  welche  die  Kugel  besitzt. 
Wenn  die  Kugel  auf  eine  Schwingung  in  einer  bestimmten  geraden 
Linie  beschränkt  wäre,  so  würde  der  Orad  der  Zerstreuung  von  der 
Einfallsrichtung  abhängen,  und  das  Mittel  für  alle  solche  Richtungen 

wäre  —  .M 

§  293.  Die  Beugung  ebener  Schallwellen  an  einer  Lamelle 
oder  an  einer  Öfi&iung  in  einem  dünnen  Schirm  kann  durch  an- 
genäherte Methoden  behandelt  werden,  vorausgesetzt,  daß  die  Dimen- 
sionen des  Hindernisses  oder  der  Öffnung  klein  gegen  die  Wellenlänge 
sind.^)  Diese  Beziehung  ist  natürlich  derjenigen,  welche  gewöhnlich 
in  der  Optik  auftritt,  gerade  entgegengesetzt,  und  die  Resultate  sind 
demgemäß  ganz  abweichend.  Insbesondere  finden  wir  unt^r  dieser 
Bedingung  niemals  etwas,  was  als  Schallschatten  oder  Schallstrahl 
gelten  mag. 

1.  Wir  wollen  zuerst  den  Fall  nehmen,  wo  ein  Wellenzug,  der 
sich  in  der  negativen  ^-Richtung  fortpflanzt,  auf  eine  dünne  Lamelle 
in  der  Ebene  a:  =  0  trifft.  Wenn  die  Lamelle  nicht  vorhanden  wäre, 
so  würde  die  Bewegung  überall  durch 

9  -  c'**  (1) 

dargestellt  werden.    Dies  gibt  eine  N'ormalkomponente  der  Geschwin- 
digkeit —  ili  an  der  Oberfläche  der  Lamelle;  die  vollständige  Lösung 
ist  deshalb 
9'  =  e'*'  +  j:,  (2) 

1)  Die  Untersuchungen  dieses  Paragraphen  sind  einer  Arbeit  von  Lamb 
entnommen,  „A  Problem  in  Resonance,  illustrative  of  the  Theory  of  Selective 
Absorption  of  Light/,  'Proc.  Lond.  Math.  Soc.,  32,  S.  11,  1900.  Die  Bemerkung 
am  Schlüsse  stammt  von  Lord  Rayleigh,  „Some  General  Theorems  conceming 
Forced  Vibrations  and  Resonance",  Phil  Mag.  (6),  3,  S.  97,  1902. 

2)  Lord  Rayleigh,  „On  the  Passage  of  Waves  through  Apertores  in  Plane 
Screens,  and  Allied  Problems",  Phil  Mag.  (6),  43,  S.  269,  1897  {Sc.  Papers, 
Bd.  IV,  S.  288). 
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wo  X  ^^^  Bewegung  darstellt,  welche  in  der  umgebenden  Luft  erzeugt 
würde,  wenn  die  Lamelle  senkrecht  zu  ihrer  Ebene  mit  der  Ge- 
schwindigkeitsamplitude ik  schwingen  würde.  Wendet  man  die 
Formel  (5)  des  §  286  auf  das  Gebiet  an,  welches  innen  von  den 
beiden  Oberflächen  der  Lamelle  begrenzt  wird,  so  gibt  sie 

vorausgesetzt,  daß  die  Integration  sich  über  die  positive  Seite  der 
Lamelle  allein  erstreckt.  Bei  der  Reduktion  ist  der  umstand  ge- 
braucht worden,  daß  die  Werte  von  r  und  von  -~-   für  benachbarte 

"  OH 

Punkte  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Lamelle  offenbar  entgegen- 
gesetzt gleich  sind.  Wenn  Xy  y,  z  die  Koordinaten  von  P  in  Bezug 
auf  einen  Anfangspunkt  sind,    der  in  der  Lamelle  liegt,    so  können 

wir  o    =  —  o-  schreiben.    Wenn  die  Entfernung  des  Punktes  P  von 

einem  Punkt  der  Lamelle  groß  gegen  die  linearen  Dimensionen  der- 
selben ist,  haben  wir  weiter 

h--^„ffxäS-,%f^),  (4) 

WO  r  jetzt  die  Entfernung  vom  ürsprungspunkte  bedeuten  solL  Die 
zerstreuten  Wellen  sind  deshalb  so  beschaffen,  als  wenn  sie  durch 
eine  doppelte  Quelle  von  passender  Intensität  erzeugt  wären. 

Unter  der  oben  genannten  Grundbedingung  sind  die  Änderungen 
von  X  ^  unmittelbarer  Nachbarschaft  der  Lamelle  nahezu  dieselben,  als 
wäre  die  Flüssigkeit  inkompressibel  (§  286).  Wenn  in  letzterem  Falle  die 
Dichte  der  Flüssigkeit  und  die  Geschwindigkeit  der  Lamelle  senkrecht 
zu  ihrer  Ebene  beide  gleich  1  gesetzt  wären,  so  würde  der  Ausdruck 

2j  I  x<iS  dem  „Trägheitskoeffizienten"  der  Lara  eile  gleich   sein;   vgl. 

§  121  (3).  Bezeichnen  wir  diesen  Koeffizienten,  welcher  nur  von  der 
Gestalt  und  Größe  der  Scheibe  abhängt,  mit  Jkf,  so  haben  wir  im 
vorliegenden  Falle 

JJldS=\ikM,  (5) 

und  deshalb  nähenings weise 


Xv- 


ikM     c  /c"'*'*\  k*M    «-•■*'' 


47r 


dx\     r     )  i^  r  '  ^  ^ 


wo  9  der  Winkel  ist,  den  OP  mit  Ox  macht. 

Für   eine   kreisförmige  Lamelle   vom  Radius  a   haben   wir  nach 
den  §§  102  und  108 

M=-l-a',  (7) 
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und  deshalb 

Xp=--3-p--— —  cos«.  (8) 

2.  Wenn  ebene  Wellen  senkrecht  auf  einen  Schirm  fallen ,  wel- 
cher die  Ebene  x »  0  einnimmt,  so  würden  wir,  falls  der  Schirm 
Yollstandig  wäre, 

g,  =.  6**' +  c-'*',    oder    —0  (9) 

haben,  je  nachdem  x  ^  0>  wobei  das  Glied  c"'**  die  reflektierten 
Wellen  darstellt.  Wenn  eine  Öfinung  vorhanden  ist,  nehmen  wir  an, 
daß  fQr  die  beiden  Seiten 

g)  =  e**' +  6-'*' +  X,    bzw.     fp^%.  (10) 

Die  Kontinuität  des  Druckes  und  der  Geschwindigkeit  erfordert,  daß 
an  der  Öffnung 

2  +  z  =  z',        ||  =  ^|,  (11) 

während  für  den  übrigen  Teil  der  Ebene  x  «  0 

^?  «« 0  ^  —  0  (VZ) 

dx         '         dx  '  ^     ^ 

Diese  Bedingungen  werden  alle  erfüllt,  wenn  wir  %  und  %  ^^^ 
Potentialen  von  denjenigen  Verteilungen  einfacher  Quellen  auf  der 
Fläche  der  Öfihung  gleichsetzen,  welche  auf  dieser  Flache 

X  =  -l,     bzw.     z'  =  +  l  (13) 

ergeben. 

Wenn  wir  nun  die  Formeln  (5)  und  (6)  des  §  286  auf  das  Ge- 
biet anwenden,  welches  rechts  von  der  Ebene  x  ^0  liegt,  und  unter 
P'  den  Spiegelpunkt  von  P  in  Bezug  auf  diese  Ebene  verstehen,  so 
erhalten  wir  durch  Addition 

^,  —  l-JJ'-p^,^S.  (14) 

da  r'  =  r  für  o;  =  0.  Im  vorliegenden  Falle  kann  vermöge  der  Glei- 
chung (12)  die  Integration  auf  die  Fläche  der  Öffiiung  beschränkt 
werden.  Für  Abstände  r,  welche  groß  gegen  die  Dimensionen  der 
letzteren  sind,  reduziert  sich  dies  auf 

X, -  - ijf% äs.-;i.  (15) 

Wenn  h  gleich  0  wäre,  so  würde  die  Bestimmung  von  %  g^inäß 
den  Bedingungen  (13)  mit  dem  elektrostatischen  Problem  identisch 
sein,  das  Feld  einer  geladenen  und  isolierten  Metallscheibe  zu  finden, 
welche   die  Gestalt   der  Öffiiung  hat.     Für  Punkte  in  der  unmittel- 
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baren  Nähe  wird  das  Feld  bei  dem  wirklichen  Problem  dieselbe  Be- 
schafiPenheit  haben.     Deshalb  können  wir 


// 


fjdS-2«C  (16) 


schreiben,  wo  C  die  elektrostatische  Kapazität  der  Metallscheibe  be- 
deutet.^)    Darum  lautet  Gleichung  (15)  näherungsweise: 

Xp CV-  (17) 

Hieraus  folgt  der  Wert  von  i   durch  die  evidente  Beziehung 

X  (-  ^,  y,  ^)  —  x{^,  y>  ^).  (18) 

Es  ergibt  sich^  daß  die  durchgelassenen  Wellen  so  beschaffen  sind, 
als  wenn  sie  durch  eine  einfache  Quelle  von  passender  Intensität 
hervorgebracht  wären. 

Im  Falle  einer  kreisförmigen  Öffnung  ist 

C^l-a  (19) 

und 

Der  Vergleich  mit  (8)  zeigt,  daß  unter  der  angenommenen  Be- 
dingung die  Amplitude  der  durch  die  Lamelle  zerstreuten  Wellen  in 
gleicher  Entfernung  viel  kleiner  als  diejenige  der  Wellen  ist,  die 
durch  eine  Öffnung  von  derselben  Größe  und  Gestalt  durchgelassen 
werden.  Man  sieht  leicht  ein,  daß  die  gesamte  Energie^  welche  pro 
Sekunde  durch  die  kreisförmige  Öffnung  hindurch  gelassen  wird,  zu 
dem  Energiefluß  der  ursprünglichen  Wellen  in  dem  Verhältnis 

^a«     oder     0,816  ;ra*  (21) 

steht. 

Das  Verhältnis  der  Amplitude  der  zerstreuten  Wellen  in  einem 
entfernten  Punkt  zu  derjenigen  der  auffallenden  Wellen  ist  von  der 
Wellenlänge  unabhängig,  solange  diese  gegen  die  Dimensionen  der 
Öffiiung  groß  ist. 

§  294.  Eine  ähnliche  Rechnung  kann  auf  die  Zerstreuung 
von  Schallwellen  durch  ein  Hindernis  von  beliebiger  Form  an- 
gewendet werden,  wenn    man   an    derselben   Grundannahme   festhält, 


1)  Für  kleine  Werte  von  kr  drücken  die  beiden  Funktionen  7  und  %  zu- 
sammen die  Strömung  einer  inkompressiblen  Flüssigkeit  durch  die  Offaung  aus. 
Vergl.  §§  102,  Nr.  3;  108,  Nr.  1;  und  118. 
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daß  die  Dimensionen  des  Hindernisses  klein  gegen  die  Wellenlänge 
seien.  ^) 

Der  ürsprungspunkt    möge    in    oder    nahe   bei   dem   EQndernis 
liegen;  dann  nehmen  wir  an,  daß 

<p  =  ^*'  +  ;c,  (1) 

wo  das  erste  Glied  die  einüsdlende  und  das  zweite  die  zerstreute  Welle 
darstellt.  An  der  OberMche  des  Hindernisses ,  welches  als  starr  und 
fest  betrachtet  wird,  müssen  wir 

cn  dn  ^  ^ 

haben,   vorausgesetzt,   daß   !,  m,  n   die  Richtungskosinusse  der  nach 
außen  gezogenen  Normalen  sind. 
Die  Formel  (5)  des  §  286  gibt 

WO  die  Integrationen  über  die  Oberfläche  des  Hindernisses  zu  erstrecken 
sind.  Wir  gehen  dazu  über,  einen  angenäherten  Wert  für  den  Aus- 
druck auf  der  rechten  Seite  zu  erhalten,  wenn  die  Entfernungen  r 
groß  gegen  die  Dimensionen  des  Hindernisses  sind.  Die  Koordinaten 
eines  Punktes  der  Oberfläche  sollen  mit  x,  y,  z  bezeichnet,  diejenigen 
des  Punktes  P  durch  x^y  yj,  z^  imterschieden  werden. 
Nehmen  wir  das  erste  Glied,  so  schreiben  wir 

V-(V).+'(ÄV),+»(Ä--).+'(ÄV).+-. 

wo  der  Index  0  besagt,  daß  x^  y,  z  in  den  Ausdrücken,  denen  er  an- 
gehängt ist,  gleich  0  gesetzt  worden  sind.     Dies  kann  auch 

geschrieben  werden,  wo  r^  die  Entfernung  des  Punktes  P  vom  Ur- 
sprungspunkte bezeichnet.     Femer  folgt  aus  (2) 

|l iJcl  +  h^xl  +  '••'  (5) 

Nehmen  wir  das  Produkt  von  (4)  und  (5),  und  integrieren  wir  über 
die  Oberfläche,  so  erhalten  wir  näherungsweise 


1)  Lord  Rayleigh,  „On  the  Incidence  of  Aerial  and  Electric  Waves  upon 
Small  Obstacles  in  the  Form  of  Ellipsoids  or  Elliptic  Cylinders  . .  /',  JP^tl.  Mag. 
(6),  44,  S.  28,  1897  {Sc.  Papers,  Bd.  IV,  S.  806). 
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// 


wo  Q  das  Volumen  des  Hindernisses  bezeichnet.  Wir  haben  hier  die 
evidenten  Beziehungen 

ffldS^O,   ffxldS^Q,   ffyldS^O,   ffzldS^O     (7) 

benutzt  Die  Glieder,  welche  auf  der  rechten  Seite  von  (6)  zurück- 
behalten sind,  haben  gleiche  Größenordnung,  während  diejenigen,  die 
weggelassen  sind,  verhältnismäßig  klein  sind. 

Was  das  zweite  Glied  von  (3)  betrifiFt,  so  haben  wir 

Wir  können  im  Einklang  mit  unserer  früheren  Annäherung  r^  für  r 

schreiben  und  die  Ableitungen  von  —  c^'*'*o  nach  den  Koordinaten 

vor  die  Integrationszeichen  setzen.  Das  Resultat  enthält  dann  die 
Flächenintegrale 

ffhdS,   ffmxdS,   ffnxdS.  (9) 

Aus  (2)  und  (5),  sowie  aus  einem  allgemeinen  Satze,  der  in  §  286 
aufgestellt  wurde,  ergibt  sich,  daß  die  Funktion  %  in  unmittelbarer 
Nähe  des  Hindernisses  mit  dem  Geschwindigkeitspotentiale  einer 
Flüssigkeit  nahezu  identisch  ist,  welche  durch  Translation  des  Hinder- 
nisses durch  sie  mit  der  Geschwindigkeit  ik  parallel  zur  r- Achse  in 
Bewegung  gesetzt  wäre.  Daher  erkennt  man,  daß  die  Integrale  (9) 
unter  den  vorausgesetzten  Umständen  Komponenten  des  Impulses  sind. 
In  Übereinstimmung  mit  den  g§  121  und  123  können  wir  daher 

fflldS^ihk,    ffmxdS^ihCr,    ffnidS^ikV    (10) 

schreiben,  vorausgesetzt,  daß  die  Dichte  der  gedachten  Flüssigkeit 
gleich  1  ist.     Folglich 

Das  Endresultat  lautet  deshalb  niherungsweise 


Ip 


f^e— ■*'•        .*  (,.     ,    n\    ^      .    nv  ^      ,   n'    »  '  -"'*'' 


P  in 


wobei  der  Index  0  bei  r  weggelassen  ist,  da  er  nicht  mehr  nötig  ist 
Wenn  kr  groß  ist,  so  kann  dies  in  der  Form 
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geschrieben  werden^  wo  A^^  ^4^  v^  die  Richtungskosinusse  von  r 
sind. 

Die  zerstreuten  Wellen  lassen  sich  durch  das  Vorhandensein 
einer  einfachen  und  einer  doppelten  Quelle  hervorgerufen  denken.  Die 
Achse  der  letzteren  fällt  im  allgemeinen  nicht  mit  der  Richtung  der 
ein&llenden  Wellen  zusammen. 

Eine  mehr  symmetrische  Formel  wird  erhalten^  wenn  man  an- 
nimmt, daß  die  ursprünglichen  Wellen  aus  einer  willkürlichen  Rich- 
tung {ly  fiy  v)  kommen,  sodaß  Gleichung  (1)  durch 

ersetzt  wird.  Wenn  wir  die  einzelnen  Schritte  der  vorangehenden 
Untersuchung  Überblicken,  finden  wir  ohne  Schwierigkeit  an  Stelle 
von  Gleichung  (13) 


c""'**'" 


(15) 


Wie  in  §  124  können  die  Richtungen  der  Koordinatenachsen  so  ge- 
wählt werden,  daß  A'  ==  B'  «=  C  «  0,  und  die  Formel  reduziert  sich 
dann  auf 

Im  Falle  eines  Ellipsoides  mit  den  Halbachsen  a,  h,  c  haben  wir 
nach  §  121  (4) 


(17) 


^0  ^of  ßof  Vo  <i^rch  Gleichung  (6)  des  §  114  definiert  sind.  Im  Falle 
der  Kugel  haben  wir  «o '^  ft  ™  ^o  **  1?  ^°^  erhalten  somit  durch 
Einsetzen  in  Gleichung  (13)  das  Resultat  (14)  des  §  291  wieder. 
Im  Falle  der  kreisförmigen  Lamelle  (a  =  6,  c  —  0)  haben  wir 

^=.0,    A  =  .Ja^     B  =  0,     C-0, 

sodaß  Gleichung  (16)  sich  auf 

X.  =  -  8  -!  ^'^    r  (1*^) 

reduziert.     Die  Wirkung  einer  schiefen  Stellung  der  Lamelle  gegen- 


^8  ^-  ExpansionswelleiL 

über  den  einfallenden  Wellen  besteht  darin  ^  die  Amplitude  der  zer- 
streuten  Wellen  im  Verhältnisse  des  Kosinus  (iL)  des  Neigungswinkels 
zu  vermindem. 

Die  Ursache  der  beiden  Störungstypen,  die  in  Gleichung  (13) 
oder  (16)  auftreten^  läßt  sich  leicht  auf  allgemeine  Weise  erkennen. 
Wenn  zunächst  das  Hindernis  nicht  vorhanden  wäre,  so  würde  der 
Yon  ihm  eingenommene  Raum  der  Sitz  abwechselnder  Verdichtungen 
und  Verdünnungen  sein.  Durch  seinen  Widerstand  gegen  diese  übt 
das  Hindernis  eine  gewisse  Wirkung  auf  das  Medium  aus;  die  Wellen, 
die  hierdurch  erzeugt  werden,  sind  tatsächlich  in  großer  Entfernung 
so  beschaffen,  als  wenn  sie  in  einem  sonst  ruhenden  Medium  durch 
eine  periodische  Veränderung  des  Volumens  des  Hindernisses  erzeugt 
würden,  die  gerade  ausreicht,  um  die  genannten  Änderungen  der  Dichte 
auszugleichen.  Das  Resultat  ist  einer  einfachen  Schallquelle  äquivalent 
Dieser  Störung  superponiert  sich  ein  zweites  Wellensystem,  das  von 
4er  Unbeweglichkeit  des  Hindernisses  herrührt.  Wenn  das  letztere 
frei  beweglich  wäre  and  überdies  dieselbe  Trägheit  wie  die  verdrängte 
Luft  hätte,  so  würde  es  mit  den  Luftteilchen  rückwärts  und  vorwiurts 
schwingen,  und  das  zweite  Wellensystem  würde  fehlen.  Dieses  System 
ist  in  der  Tat  dasjenige,  das  erzeugt  werden  würde,  wenn  das  EUndemis 
gezwungen  wäre,  in  gerader  Linie  hin  und  her  zu  schwingen,  und 
zwar  mit  einer  Bewegung,  welche  derjenigen  der  Luftteilchen  bei  den 
ungestörten  Wellen  entgegengesetzt  gleich  ist.  Dies  ist  einer  dop- 
pelten Schallquelle  gleichwertig. 

Wenn  die  Wellenlänge  klein,  anstatt  groß,  im  Vergleich  zu  den 
Dimensionen  des  Hindernisses  ist,  so  bietet  das  Problem  der  Beugung 
Schwierigkeiten,  welche  bisher  nicht  gänzlich  überwunden  sind,  selbst 
nicht  im  Falle  der  Kugel.  Lord  Rayleigh  hat  jedoch  in  einer  neueren 
Arbeit^)  die  ersten  Stadien  der  Bildung  eines  Schallschattens  für  den 
besonderen  Fall  untersucht,  wo  die  Wellenlänge  den  zehnten  Teil  des 
ümfanges  beträgt. 

§  296.  Wenn  wir  uns  nicht  mehr  auf  einfache  Schwingungen 
beschränken^  sondern  die  allgemeine  Gleichung 

??  =  <^'^'p  (1) 

durcii  eine  R«ihe  von  Kugelfunktionen,  etwa 

(p  =  2:B„9,„  (2) 

ZU  integrieren  suchen,  wo  (p^  eine  räumliche  Kugelfunktion  von  der 
Ordnung  n  ist,  dann  haben  wir  nach  Gleichung  (4)  des  §  287 

1)  „On  the  Acoustic  Shadow  of  a  Sphere",  Phil.  Trans.,  A.,  208,  S.  87,  1904. 
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d 
dt 


Wenn  jR„  eine  Losung  hiervon  ist,  so  läßt  sich  leicht  beweisen^  daß 
die  entsprechende  Gleichung  für  R^^^i  durch 

befriedigt  wird,  und  daß  folglich  Gleichung  (3)  durch 

erfüllt  wird. 

In  dem  Falle  w  =  1  haben  wir  die  Lösung 

Diese  ist  von  Kirchhoff  und  noch  ausführlicher  von  Love  angewendet 
worden,  um  die  ziemlich  interessante  Frage  zu  erforschen,  wie  die 
Vorderseite  eines  Wellensystemes,  das  durch  die  Bewegung  einer  Kugel 
verursacht  wird,  durch  das  umgebende  Medium  fortgepflanzt  wird. 

Li  Kirchhoffs  Untersuchung^)  ist  die  Bewegung  der  Kugel  vor- 
geschrieben, indem  ihre  Geschwindigkeit  eine  gegebene  Funktion  der 
Zeit  ist,  und  die  Lösung  ist  verhältnismäßig  einfach. 

Love')  untersucht  die  Wellen,  die  von  einem  momentanen  Impuls 
herrühren,  der  auf  eine  Pendelkugel  wirkt.  Die  Bewegungsgleichung 
des  Pendels  ist 

^  (S  +  ^o'O  -  -ffp  cos  e  a'dis,  (7) 

wie  in  §  292.     Wir  nehmen  an,  daß 

indem  das  Glied  von  (6),  das  einem  nach  innen  zu  konvergierenden 
Wellenzug  entspricht,  weggelassen  wird.     Dies  ei^ibt 

^^i  +  <'o'^  =  \^'lrict-a)  +  lr{et-a)\,  (9) 

wo 

^  =  i^.  (10) 

Die  kinematische  Bedingimg,  die  an  der  Oberfläche  der  Kugel  zu  er- 


1)  Vergl.  Clebsch,  I.  c,  S.  127,  und  S.  696;  C.Niven,  Solutions  of  the  Smate 
House  Problems  .  .  .  for  1878,  S.  168. 

2)  l.  c,  S.  694. 

3)  „Some  Ilaatrations  of  Modes  of  Decay  of  Yibraiorj  Motions'S  Proc.  Lo)%d, 
Maih,  Soc.  (2),  2,  S.  88,  1904. 

Lamb,  HydrodTnamik.  89 
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ftiUen  ist^  gibt 

P.--~f"ict-a)-lf'ict-a)-^,nct-a).         (11) 


Um  die  simultanen  Gleichungen  (9)  und  (11)  zu  lösen,   nehmen 
wir  an,  dafi 

f{ct  -  r)  -  A(^<"-'+'\    i~Be^",  (12) 

folglich 


XcB—  -  ^i(li*a*  +  2ka  +  2)A 


(13) 


Eliminieren  wir  das  Verhältnis  -jt,  so  erhalten  wir  die  biquadratische 
Gleichung*)  in  X: 

(AV  +  0('^*ö*  +  2Aa  +  2)  +  2ßcn^{ka  +  1)  =  0.         (14) 

Unterscheiden    wir    die    verschiedenen    Wurzeln    durch    Suffixe  ^    so 
haben  wir 

^-  i; '-''" t^v-""-' ^/-s         (15) 


1 

4 


q)  -  -  2^  (A,r  +  1)  ;^;  ^.«^'-'•+«)  cos  Ö.  (16) 

Wenn  wir  von  willkürlichen  Anfangswerten  für  |  und  ,^  aus- 
gehen, wobei  das  Medium  vorher  in  Ruhe  war,  so  setzt  diese  Lösung 
voraus,  daß  ^>0  und  r  <Cct  +  a.  Die  Anfangsverhältnisse  ergeben 
zwei  Bedingungen,  denen  durch  die  vier  Konstanten  A^  zu  genügen 
ist.     Nehmen  wir  z.  B.  an,  daß  für  ^  ■=  0 


so  haben  wir 


5  =  0,    ^^=?7„,  (17) 


1 

4 


2  (-»/«*  +  2  X,a  +  2)A,-  U,a' 


(18) 


Die    übrigen  Bedingungen    ergeben    sich    aus   einer  Betrachtung 
über   die  Diskontinuität   an  der  kugelförmigen  Grenzfläche  der  fort- 

1)  Wenn  wir  X  =  il\  Xc  ==  iö  setzen,  so  wird  dies  mit  der  Gleichung  vierten 
Grades  identisch^  auf  die  in  §  292  verwiesen  wurde. 
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* 

schreitenden  Welle.  Es  sei  dS  ein  Element  dieser  Ghrenzfläche,  und 
ziehen  wir  durch  die  Umrißlinie  von  dS  Normalen  nach  außen^  welche 
eine  paraUele  Fläche  in  einer  Entfernung  cät  treffen;  wir  grenzen  so 
ein  Yolumenelement  dS  •  cdt  ab.  In  der  Zeit  dt  wechselt  die  Flüssig- 
keit,  die  in  diesem  Element  enthalten  ist,   ihre  Geschwindigkeit  in 

der  Richtung  der  Normalen  von  0  bis  zu  —  -J^ ,   welche  gerade  die 

Normalgeschwindigkeit  innerhalb  der  Grenzfläche  ist  und  zwar  infolge 
der  Wirkung  des  Drucküberschusses  auf  der  inneren  Seite.    Folglich 

-  fj  •  Qo^S .  cdt  -  c^Q^s  .  dS .  dt, 

oder,  da  c^s  =^  -r^  y 

%--c%  (19) 

was  für  r^ct'\'a  zu  erfüllen  ist^)  Setzen  wir  aus  Gleichung  (16) 
ein,  so  finden  wir 

Diese  Gleichung  kann  nicht  allgemein  gelten,  außer  wenn 

2:a,^,  =  o,   2:^,-0,  (20) 

was,  wie  zu  bemerken  ist,  gleichzeitig  die  Eontinuitöt  von  tp  ver- 
sichert und  deshalb  auch  diejenige  der  Geschwindigkeitskomponenten 
tangential  zur  Wellenfiäche. 

Die    vier   Bedingungen   (18)   und   (20)   können  jetzt   folgender- 
maßen geschrieben  werden: 

hieraus  folgt,  daß 

^^  "  (i.  - K)\K- x.)(i. - 1,)  •  ^o"'  ••■'•■■'■■■  ■         (^^^ 

Die  Bewegung  der  Luft  wird  demgemäß  durch 

g^  =  .^^ ^ ^'  e^,(c^-r+a)  cos  B     \r<ct^-d\ 

9  =  0  \r>ct'\'ä\ 

gegeben. 


(23) 


1)  Die  Theorie  der  Diskontinuitäten  an  Wellenfiächen  ist  systematisch  von 
Christoffel  behandelt  worden,  „Untersuchungen  über  die  mit  dem  Fortbestehen 
linearer  partieller  Differentialgleichungen  verträglichen  Unstatigkeiten**,  Ann,  di 
Matemat,  8,  S.  81,  1876;  femer  von  Love,  „Wave-MotionB  with  Discontinuities 
at  Wave-Fronts",  Proc.  Land.  Math.  8oc.  (2),  1,  S.  87,  1908. 

89* 
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Gewöhnlich  ist  ß  ein  sehr  kleiner  ft-uch,  und  die  Wurzeln  Ton 
(14)  sind  in  erster  Annäherung 

A.=-^,    A.»-«?.    ^  =  ^^*-,    A,-=lV^-.         (24) 

Wenn  der  von  einer  Schallwelle  in  der  Schwingongsperiode  durch- 
laufene Weg  ein  sehr  großes  Vielfaches  des  Kugelumfanges  ist,  so 
werden  A3  und  l^  groß  gegen  A^  und  A,  sein.  Durch  Einsetzen  in 
(22)  und  (23)  finden  wir  für  r  <.et  +  a  naherungsweise: 

"arhV^^«^o(^ c-hh^'        "        ^^n-^i iar))cosö. 

Der  erste  Teil  dieses  Ausdruckes  ist  derselbe,  als  wenn  die  Kugel 
seit  einer  unbegrenzten  Zeit  einfache  Schwingungen  von  der  Periode 

und  der  Amplitude  — ^  ausgeführt  hätte.     Der  zweite  Teil  ist  in 


ffo  "  <? 


der  Entfernung  einiger  Kugeldurchmesser  von  der  inneren  Seite  der 
Grenze  der  fortschreitenden  Welle  unbedeutend;  aber  nahe  bei  dieser 
Grenzfläche  wird  er  mit  dem  ersten  Glied  vergleichbar.  Um  die  Ab- 
nahme der  Schwingungen  zu  verfolgen,  würde  es  notig  sein,  bis  za 
einer  zweiten  Annäherung  zu  gehen;  aber  dieser  Teil  der  Aufgabe  ist 
bereits  in  den  §§  290  und  292  behandelt  worden.  Es  wird  genügen, 
zu  bemerken,  daß  der  wichtigste  Teil  der  Störung  innerhalb  der  fort- 
schreitenden Welle  durch  einen  Ausdruck  der  Form 

9  =  ^  c-'"^^'-'^)  cos  6q  (^  —  --  -f  f)  .  cos  e  (26) 

gegeben  sein  wird.  Der  Faktor  e~""^^  gibt  die  Dämpfung  der  Schwin- 
gung an  einer  beliebigen  Stelle  an,  welche  dadurch  entsteht,  daß  die 
ursprüngliche  Energie  des  Pendels  allmählich  auf  die  Erzeugping  von 
Wellen  aufgewendet  wird.  Was  den  Faktor  6^'"  anbelangt,  so  bemerken 
wir,  daß  innerhalb  des  von  den  Wellen  eingenommenen  Raumes  die 
Amplitude  in  einem  Punkte  Q  (ausgenommen  für  kugelförmige  Di- 
vergenz) größer  als  diejenige  in  einem  Punkte  P,  der  näher  bei  dem 
Mittelpunkt   auf  demselben  Radiusvektor  liegt,   im  Verhältnis  c"*'*^ 

sein  muß,   aus  dem   Grunde,  weil  er  eine  Stöiimg  darstellt,  welche 

PO 
um   ein  Zeitintervall      ^  früher  ausgegangen  war,   während   welcher 

die  Pendelschwingung  gemäß  dem  Gesetze  e~"^^*  abgenommen  hai^) 

1)  Vergl.  Lamb,  „On  a  Peculiarity  of  the  Waye-System  due  to  the  Free 
Vibrations  of  a  Nacleas  in  an  Extended  Medium*\  Proc.  Land.  Math.  Soe.,  S2, 
S.  208,  1900. 
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Zweidimensionale  Soliallwellen. 
§  396.     Wenn  tp  unabhängig  von  z  ist^  so  haben  wir 

^g^-c»A,9>,  (1) 

wo 

^-äx'  +  ä?'  (^^ 

Wenn  Symmetrie  um  den  Ursprungspunkt  herrscht^  so  lautet  dies: 

dt*        ^  \dr*  ^  r   dr)'  W 


wo  r  =  Ya?  +  y* .     Die  allgemeine  Lösung  ist  in  §  194  in  der  Form 


OO  00 


2;r9)  =  /  /* U  —  -  cosh  m)  rfw  +  j  F\t+  -  cosh  uj  du        (4) 

U  0 

erhalten  worden,  und  es  ist  weiter  gezeigt  worden,  daß  die  Lösung 

2  ;rg?  =  f  f\t  —  —  cosh  wj  du,  (5) 

0 

ein  System  divergier^der  Wellen  darstellt,  welches  durch  die  Quelle 
f{t)  im  Ursprungspunkte  erzeugt  wird. 

Wir  sind  jetzt  in  der  Lage,  eine  andere  Ableitung  dieser  Re- 
sultate zu  geben.  Es  folgt  aus  §  281  (8),  daß  die  Wirkung  einer 
im  Punkte  (0,  0,  e)  gelegenen  punktförmigen  Quelle  f(t)  de  fiir  einen 
Punkt  der  xy-Ebene  in  einer  Entfernung  r  vom  Ursprungspunkte 
durch 

dargestellt  wird.  Wenn  wir  dies  in  Bezug  aui  e  zwischen  den  Grenzen 
—  (x>  und  +  OO  integrieren,  erhalten  wir  die  Wirkung  eines  Systemes 
punktförmiger  Quellen,  die  auf  der  jer- Achse  mit  gleichförmiger  linearer 
Dichte  f(t)  verteilt  sind;  somit 


OD 


— «  0 

Dieselbe  Methode  kann  natürlich  angewendet  werden,  um  das  zweite 
Glied  in  Gleichung  (4)  zu  erhalten. 

Die   Gleichungen   der   Schallbewegung   in    ein,    zwei   oder   drei 
Dimensionen,  welche  der  Bedingung  der  Symmetrie  unterliegen,  sind 
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alle  in  der  Formel 

dt 


'"T-c«(^+"-^^3  (7) 


eingeschlossen. 

Die  verwickelte  und  schwer  zn  behandelnde  Form,  in  welcher 
die  Losung  für  den  Fall  m  »  2  erbalten  wird,  steht  in  starkem  G^^ren- 
satze  zu  der  mathematischen  Einfachheit  und  der  formalen  Ähnlich- 
keit der  Lösungen  für  die  Fälle  m  »  1  und  m  =»  3;  aber  dieser  Um- 
stand darf  uns  nicht  hinsichtlich  der  wahren  physikalischen  Beziehungen 
irre  führen.  Zum  Zwecke  eines  bestimmten  Vergleiches  zwischen  den 
drei  Fällen  wollen  wir  die  Wirkung  (A)  einer  ebenen  Quelle,  (B)  einer 
linienförmigen  Quelle,  und  (C)  einer  punktförmigen  QueUe  unter- 
suchen,  deren  Ergiebigkeit  in  jedem  Falle  durch 

gegeben  ist.  Dies  kann  als  Beispiel  einer  Quelle  Ton  mehr  oder 
weniger  vergänglichem  Charakter  dienen,  da  die  Zeit,  während  der  sie 
merklich  ist,  beliebig  kurz  gemacht  werden  kann,  indem  man  r  ver- 
kleinert, während  das  Zeitintegral  ungeändert  bleibt. 

Die  Resultate  können  passend  durch  die  Kondensation  $  aus- 
gedrückt werden. 

(A).     In  dem  Falle  m  =  1  finden  wir  für  x  >  0 

•  '  (9) 


(-')•+ 


(B).  Wenn  m  -«  2,  so  ist  die  mathematische  Behandlung  ähn- 
lich derjenigen  des  §  196,  Nr.  2.  Das  Resultat  ist  für  den  Hauptteil 
der  Welle 

wo  tj  durch 

t^  ^  -frtangi? 

bestimmt  wird. 

(C).     Für  drei  Dimensionen  haben  wir 

«  =  *:^. -7T-^771 n-  (11) 


'"•'\{-:)'^-]' 


Die  drei  Fälle  sind  in   der  folgenden  Figur  mit  8  als  Ordinate 
und  t  als  Abszisse  dargestellt.    Der  Maßstab  von  t  ist  in  jedem  Falle 
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der  gleiche,  aber  es  besteht  natürlich  keine  Beziehung  betreffs  des 
vertikalen  Maßstabs.  Bei  (A)  haben  wir  eine  reine  Kondensations- 
welle; bei  (B)  ist  die  ursprüngliche  Verdichtung  durch  eine  Verdünnung 
von  kleinerem  Betrage  begleitet ,  die  aber  eine  längere  Zeit  hindurch 
dauert;  bei  (C)  hingegen  sind  die  Ver- 
dichtungen und  Verdünnungen  umge- 
kehrt symmetrisch.  Im  Fall  (B)  wie  (C) 
haben  wir  notwendigerweise  in  einem 
beliebigen  Punkt 


/ 


sdt-O-, 


(12) 


00 


vergleiche  §§  195  und  281.  Wenn  die 
Quelle  betreffs  ihrer  zeitlichen  Dauer 
scharf  begrenzt  wäre,  so  würde  das 
Medium  im  dreidimensionalen  Falle  nach 
dem  Durchgang  der  Welle  in  absoluter 
Ruhe  verblieben  sein,  wie  in  dem  ein- 
dimensionalen Falle,  wenn  auch  aus 
einem  andern  Grunde.  In  dem  zwischen- 
liegenden Falle  zweier  Dimensionen  be- 
sitzt die  Welle  eine  unbegrenzt  lange 
Schleppe,  und  es  findet  nur  asymp- 
totisch eine  Annäherung  an  die  Ruhe- 
lage statt. 

Es  scheint,  daß  von  physikalischem 
Standpunkt  aus  die  Fälle  m  =  1,  m  —  2, 
m  »  3  eine  Aufeinanderfolge  mit  einer 

regelmäßigen   Abstufung   der  Eigenschaften   bilden,  welche   von   der 
wachsenden  Beweglichkeit  des  Mediums  herrührt. 

Wenn  wir  die  Beschränkung  auf  die  Symmetrie  fallen  lassen,  so 
ist  die  allgemeine  Lösung  von  (1)  in  Polarkoordinaten 


9  «  -2:(ö,r'  cos  sO  +  H^r  sin  sff), 
wo  Q^  und  iJ,  Funktionen  von  r  und  t  sind,  welche 

dl"'  ~^   Wr«'  ■*■       r   '    dr  ) 


(13) 


(14) 


and   die  entsprechende  Gleichung  in  B^  erfüllen.     Die  Lösung   von 
(14)  ist 
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wo  •  - 

Qo^  I  f(^-{  coshu)du+J  F(^+ Jcoshtcjdii.         (16) 

0  0 

t>6r  Beweis  ist  demjenigen  von  §  295  (5)  ähnlich.') 

§  287.  Im  Falle  einer  einfach  harmonischen  Bewegung  {&°'} 
haben  wir  in  Polarkoordinaten 

er*  ^  r    dr^  r*  de*  ^'^^       ^'  ^^^ 

wo  Ä  =  —  •    Die  Lösung  dieser  Gleichung^  der  Bedingung  der  End- 

lichkeit  im  Ursprung  gemäß^  ist  wie  in  §  189 

9  =  2:  (^,  cos  5Ö  +  B^  sin  sO)  J,  (fcr),  (2) 

wo  8  alle  ganzzahligen  Werte  von  0  bis  zu  (x>  annehmen  kann. 

Hieraus  leiten  wir  sogleich  den  Satz  ab,  daS  der  Mittelwert  (9) 
von  q>  auf  einem  Kreis  mit  dem  Radius  r  um  den  Urspmngspunkt 
als  Zentrum 

9  =  Ji(A:r).9o  (3) 

lautet;  wo  ffQ  der  Wert  im  Ursprung  ist.^  Dieser  Satz,  welcher 
natürlich  der  obigen  Bedingung  unterliegt,  ist  demjenigen  des  §  285  (8) 
analog  und  hätte  in  einer  ähnlichen  Weise  bewiesen  werden  können. 
Bei  den  transyersalen  Bewegungen  der  Luft,  die  in  einem 
zylindrischen  Gefäß  vom  Radius  a  enthalten  ist,  sind  die  Normal- 
schwingungen durch  die  verschiedenen  Glieder  von  (2)  gegeben,  wobei 
die  zulässigen  Werte  von  k,  und  somit  von  (T,  durch 

j;  (ka)  =  0  (4) 

bestimmt  werden,  wobei  a  den  Radius  bezeichnet.  Die  Deutung  der 
Resultate  wird  aus  §  189  zu  verstehen  sein,  wo  die  mathematische 
Aufgabe  die  gleiche  ist.  Die  Figuren  auf  Seite  335  zeigen  die  Linien 
gleichen  Druckes,  zu  denen  die  Bewegungen  der  Teilchen  senkrecht 
sind,  in  zwei  von  den  wichtigeren  Fällen.^) 

Die  Besselschen  Funktionen  J",  (5)  sind  der  Rekursionsformel 

unterworfen,  welche  der  Gleichung  (17)  des  §  287  entspricht.     Dies 


1)  Dieser  Paragraph  ist  mit  geringfügigen  Änderungen  einer  auf  S.  34S 
genannten  Arbeit  von  Lamb  entnommen. 

2)  H.  Weber,  Math.  Ann.,  1,  1868. 

3)  Dieses  Problem  ist  von  Lord  Rayleigh  vollständig  behandelt,  Theory  of 
Sound,  §  889. 
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folgt  leicht  aus  der  Reihenentwicklung  fBr  c7)(g);  die  in  §  101  ge- 
geben ist.  Aus  Gleichung  (5)  und  yermittels  der  DifiFerentialgleichung 
far  J,(S),  nämlich 

r  it) + 1  / ' «)  +  (i  -  f )  m  -  0,  (6) 

können  verschiedene  andere  Rekursionsformeln  abgeleitet  werden,  z.  B. 

5j;a)+sJ.a)  =  5j;_,(g),  (7) 

was  der  Gleichung  (18)  des  §  287  entspricht. 

Durch  stufenweise  Anwendung  der  Gleichung  (5)  erhalten  wir 

JM)  =  ?{-lli)J.Q^)-  (8) 

Es  kann  durch  die  Methode  der  mathematischen  Induktion  leicht 
bestätigt  werden,  daß  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  von  (8) 
tatsächlich  eine  Lösung  der  DifiPerentialgleichung  (6)  ist,  vorausgesetzt, 
daß  J^ (g)  eine  Lösung  derselben  Gleichung  mit  s^O  ist.  Dies  weist 
auf  eine  für  unsere  Zwecke  passende  Wahl  der  Besselschen  Funktionen 
zweiter  Art  hin.     Wir  schreiben 

^(^-^•(-f-rffyiJoa),  (9) 

wo  i)o(S)  ^^^  in  §  192  eingeführte  Funktion  ist^),  nämlich: 


OD 


2)^(g)-  Te-K^-hurf^,  (10) 

0 

Es  ist  ohne  weiteren  Beweis  klar,  daß  D,  (g)  die  DifiFerentialgleichung  (6) 
befriedigen  und  dasselbe  System  von  Rekursionsformeln  wie  J^i^ 
haben  wird.    Als  einen  wichtigen  besonderen  Fall  von  (9)  haben  wir 

A(5)  =  --Do'(0.  (11) 

Nützlich  sind  die  folgenden  Annäherungen.     Wenn  t,  klein  ist, 
haben  wir  nach  den  §S  100  und  192 


(12) 


•^o(S)  =  -  log  ^5  -  y  -  ^i%  - 


1)  Es  kann  durch  die  Methode  des  §  296  gezeigt  werden,  daß  I>o  (kr)  das 
Potential  einer  gleichförmigen  Verteilung  von  einfach  harmonischen,  punktför- 
migen Quellen  längs  der  i;- Achse  ist.  Siehe  Lord  Rayleigh,  „On  Point-,  Line- 
and  Plane-Sources  of  Sound'*,  Proc,  Lond.  Math,  Sac.y  19,  S.  604,  1888  {Sc.  Papers^ 
Bd.  III,  S.  44;  Theory  of  Sound,  %  842) 
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und  deshalb  nach  (8)  and  (9)  für  s>0 

Femer  für  große  Werte  von  g 

2\i  . 


(13) 


(14) 


Die  Formeln  können  benutzt  werden,  die  Mitteilung  von  trans- 
versalen Schwingungen  eines  Zylinders  (z.  B.  einer  IQayiersaite)  auf 
die  umgebende  Luft  zu  untersuchen.  Die  Translationsgeschwindigkeit 
des  Zylinders  sei 

U  =  a&<",  (15) 

die  Radialgeschwindigkeit  an  der  Oberfläche  r  ^  a  wird  dann 

-  Il  -  ae"^' '  cos  e  (16) 

sein.     Der  entsprechende  Wert  von  q>  ist 

9  -  ADj^  (kr)  cos  6  •  e*'«',  (17) 

mit  der  Bedingung 

-kD,\l'a)'Ä^a.  (18) 

Wir  wollen  annehmen,  daß  der  Umfang  des  Zylinders  sehr  klein 
gegen  die  Wellenlänge  des  Schalles  ist;  dann  wird  ka  ein  kleiner 
Bruch  sein,  und  wir  finden  aus  (13) 

A  =«  ka^a. 

In  Entfernungen   r,  welche  groß  im  Vergleich  zu  k^^  sind,   haben 
wir  folglich  nach  (14) 

9  =  Yijt  •  * --«  cosÖe'('"-*'-  +  l'').  (19) 

Wenn  die  Geschwindigkeit  an  der  Grenzfläche  r  ^  a  überall 
radial  gerichtet  wäre  und  die  Amplitude  a  hätte,  so  würde  der  Wert 
von  9  in  einiger  Entfernung 

9  =  Yix  '     ~,  a6»("'-*'-l ^)  (20) 

sein.     In  Wirklichkeit  ist  die  Intensität,  die  durch  das  Quadrat  der 
Amplitude  gemessen  wird,  im  Verhältnis  i*a*  kleiner,  was  nach  Vor- 
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aussetzung  sehr  klein  ist.  Dies  deutet  die  Wirkung  der  seitlichen 
Bewegung  der  Luft  nahe  an  der  Oberfläche  des  Zylinders  an,  welche 
zur  Folge  hat^  daß  die  Amplitude  der  auf  einige  Entfernung  fort- 
gepflanzten Wellen  reduziert  wird;  yergL  289.  Z.  B.  kommt  der 
weit  größere  Teil  des  Klanges  ^  der  von  einer  Elaviersaite  herrührt^ 
nicht  unmittelbar  von  dem  Draht,  sondern  von  dem  Resonanzboden, 
welcher  durch  die  abwechselnden  Drucke  an  den  Stiften  in  erzwungene 
Schwingungen  gesetzt  wird. 

Die  Gegenwirkung  der  Luft  auf  den  schwingenden  Zylinder  ist 
nach  Gleichung  (18): 

in  tn 


XQqO* 


0 

2>j  (ha)       d  U 


;  (21) 


kaD^(ka)     dt 
wenn  ka  klein  ist,  so  reduziert  sich  dies  naherungsweise  auf 

-«Po«''ür  (22) 

Der  wichtigste  Teil  der  Wirkung  besteht  darin,  die  Trägheit  des 
Zylinders  um  einen  Betrag  zu  yermehren,  der  demjenigen  der  ver- 
drängten Luft  gleich  ist;  vergl.  §  68.^) 

§  298.  Wir  können  auch  die  Zerstreuung  eines  Systems  ebener 
Wellen  an  einem  festen  zylindrischen  Hindernis  untersuchen,  dessen 
Achse  parallel  zu  den  Wellenflächen  ist. 

Nehmen  wir  wie  in  §  191  für  das  Potential  der  einfallenden 
Wellen 

9  -  ^'%  (1) 

so  haben  wir  zunächst  nötig,  dies  in  eine  Reihe  von  der  Form  (2) 
des  §  297  zu  entwickeln.     Die  gesuchte  Formel  lautet: 


ikx 


Jo(kr)  +  2iJ^(kr)  cos  ö  H h2i^J^{kr)  cosäÖ  H (2) 


Dies   kann   unmittelbar   bewiesen  werden*),   indem  man  g'*''«««* 
entwickelt,  die  Formel 

co8''Ö-^n^_-ijcosnÖ  +  yC08(n-2)Ö  +  ^^^^^  (3) 

benutzt  und  den  Koeffizienten  von  cos  sO  in  dem  Resultat  heraus- 
nimmt. 


1)  Eine  vollatändigere  Untersachung  stammt  von  Stokes,  /.  c,  S,  590. 

2)  Heine,  Kugdfunktionett,  Bd.  I,  S.  82. 
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Die  Entwicklung  (2)  schließt  die  Formel 

1  J ^krco.9  eos  sO de  «  i* J,  (kr),  (4) 

0 

ein,  welche  eine  bekannte  Formel  der  Besselschen  Funktionen  ist.^) 
Wenn  diese  auf  andere  Weise  gewonnen  wird,  so  erhalten  wir  um- 
gekehrt einen  Beweis  von  (2). 

Es  seien  die  zerstreuten  Wellen  durch 

9 -2:jB,2),(ir)co8SÖ  (5) 

dargestellt,  dann  gibt  die  Oberflächenbedingung 

liv  +  fl-O        [r  =  «]  (6) 

den  Wert 

R  _  __  2  i'j;{ka) 

^'■"      n;'(ka)  >  ^^^ 

ausgenommen  in  dem  Falle  5  =  0,  wo  d^  Faktor  2  wegzulassen  ist 
Wenn  ha  klein  ist,  haben  wir  näherungs weise 

J,'Qca)  =  -^ka,    i)„'(ia)--l,  (8) 

und  für  s  >  0 

Folglich 

5o=-f*v,  5.  = -^,;_-;:^«^~  -     [.>o].       (10) 

Die  wichtigsten  Glieder  sind  diejenigen  mit  5  ==  0,  $  =  1.    Lassen 
wir  die  übrigen  weg,  so  haben  wir  für  die  zerstreuten  Wellen 

fp'  =-^A;V{2)o(^'^)-2fZ)i(Ä:r)cosö}.  (11) 

Wenn  man   den  Zeitfaktor  wieder  einsetzt,   so  wird   für   große 
Werte  von  kr  ^): 

9   =  -  ^y^  ^-^    (1+2  COSÖ)  e^iot^kr^in)^  (12) 


1)  Gray  und  Mathews,  S.  18;  Whittaker,  Modein  Analysis,  §  163.  Der 
Fall  8'=^0  ist  bereits  in  §  100  angetroffen  worden;  er  kann  gedeutet  werden  als 
ein  Beweis  dafür,  daß  das  Potential  Jq  (kr)  durch  Superposition  von  Systemen 
ebener  Wellen  erhalten  werden  kann,  weiche  sich  in  Richtungen  bewegen,  die 
in  der  xt/- Ebene  um  den  ürsprungspunkt  gleichförmig  verteilt  sind;  vergl. 
§  285  (7). 

2)  Vergl.  Lord  Rayleigh,  TIteory  of  Sound,  §  343. 
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Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  Energie  durch  die  zerstreuten 
Wellen  pro  Längeneinheit  des  Zylinders  nach  außen  geführt  wird,  ist 

ü  0 

wo  r  passend  sehr  groß  genommen  werden  kann.  Wenn  wir  den 
reellen  Teil  von  9   aus  (12)  einsetzen,  finden  wir  für  den  Mittelwert 

|;r»po<^(Aa)^  (13) 

Der  Enei^iefluß  in  den  ursprünglichen  Wellen  ist  \q^^c^  wie  in 
§  291.     Das  Verhältnis  von  (13)  zu  diesem  Ausdruck  ist 

|;r2(ta)».2a,  (14) 

da  (7  =  ic. 

Ein  Draht  z.  B.,  dessen  Durchmesser  ^  Zoll  beträgt,  zerstreut  nur 
6,63  •  10"  ®  der  einfallenden  Energie,  wenn  die  Wellenlänge  4  engL  Fuß 
beträgt. 

§  299.  Die  angenäherten  Methoden  der  §§  293  und  294  können 
auf  die  entsprechenden  zweidimensionalen  Probleme  angewendet  werden.^) 
Die  Formel  (5)  des  §  286  wird  jetzt  durch 

2«,,^  -  -JB,  ihr)  I?  ds  +J\  A  D,  (kr)  ds  (1) 

ersetzt,  was  in  einer  ähnlichen  Weise  aufgestellt  werden  kann,  wie 
auf  S.  580  angegeben  wurde.  Im  Falle  eines  Gebietes,  das  sich  bis 
in  das  Unendliche  erstreckt,  können  die  Linienintegrale  auf  die  innere 
Begrenzung  beschränkt  werden,  vorausgesetzt,  daß  <p  in  einer  großen 

Entfernung  R   vom  Ursprungspunkte   mit  — ^  e"'*^  vergleichbar  ist. 
Auf  demselben  Weg  finden  wir 

0  =  -Jd,  (kr')  ll  ds  +f^  A  D,  {kr')  ds,  (2) 

WO  /  die  Entfeiiiung  von  einem  Punkte  P'  außerhalb  des  betrachteten 
Gebietes  bedeutet. 

Innerhalb  eines  Gebietes,  dessen  Dimensionen  in  der  a;y-Ebene 
klein  gegen  die  Wellenlänge  sind,  wird  kr  klein  sein,  und  die 
Formel  (1)  reduziert  sich  auf 

2  3r 9p  =J  log  r^ds-Jff  -^^  log  r  ds,  (3) 


1)  Lord  Rayleigh,  l  c,  S.  601,  sowie  /.  c,  8.  606. 
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wo  ein  konstantes  Glied  weggelassen  ist.    Dies  genügt  der  Gleichung 

Ax9  =  0,  (4) 

die  für  den  Fall  einer  inkompressiblen  Flüssigkeit  gilt. 

1.  Nehmen  wir  zunächst  den  direkten  Stoß  von  Wellen    gegen 
eine  ebene  Lamelle^  so  schreiben  wir 

9»  =  «'*'.+  %,  (5) 

WO  %  das  Potential  der  zerstreuten  Wellen  ist.  Wenn  man  voraussetzt, 
daß  die  Lamelle  den  Teil  der  Ebene  o;  »  0  einnimmt,  welcher  zwischen 
den  Linien  y  =="  ±  &  liegt,  so  ist  die  Bedingung,  welche  %  erfüllen 
muß, 

|l==-a-,    [a;  =  0,  6>j/>-61.  (6) 

Die  Formel  (1)  gibt 

ifp-l/x/„A(*»')'?y,  (7) 

—  6 

wo  die  Werte  von  x  *^d  x  •  auf  der  positiven  Seite  der  Lamelle 
zu  verstehen  sind.  Wenn  x  und  y  sich  auf  die  Lage  von  P  be- 
ziehen, können  wir  ^  =  ~-  ^.  schreiben;  in  einer  Entfernung  r  vom 
Ursprungspunkte,  die  groß  gegen  2h  ist,  haben  wir 

6 

%p--lJldyf^D,{1cr).  (8) 

—  h 

Das  bestimmte  Integral  ist  die  Hälfte  des  Impulses  der  Lamelle  pro 
Längeneinheit,  wenn  sie  sich  mit  der  Geschwindigkeit  ih  in  einer 
inkompressiblen  Flüssigkeit  von  der  Dichte  1  mit  der  Breitseite  be- 
wegt; nach  §  71  (11)  ist  folglich 

b 

fxdy^iikxb-,  (9) 

—  6 

und  deshalb 

^^^-^^iW  y^  Do  {kr)  =  \  ik^b^D,  (kr)  •  cos  Ö.  (10) 

Wenn  kr  groß  ist,  so  reduziert  sich  dies  nach   §  297  (14)  auf 

y^  =  -     \.''  \-^'\-'^'^-^i^)co8e.  (11) 

Das  Verhältnis   der    zerstreuten   Energie    pro    Sekunde   zu    dem 
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Energiefluß  in  den  ursprünglichen  Wellen  bestimmt  sich  zu 

,\x'ikb)».2b,  (12) 

was  gerade  der  sechste  Teil  des  entsprechenden  Verhältnisses  in  dem 
Falle  eines  kreisförmigen  Zylinders  vom  Radius  b  ist;  siehe  §  298  (14). 
2.  Im  Falle  einer  Öffnung;  welche  von  parallelen  geradlinigen 
Rändern  (y  —  ±  &)  in  einem  ebenen  Schirm  {x  —  0)  begrenzt  wird, 
machen  wir,  wie  in  §  293,  No.  2,  die  Annahme,  daß  für  die  beiden 
Seiten 

y  =  e'*'  +  6-'*'  +  x,     bzw.     9  =  z',  (13) 

und  suchen  %  ^^^  %    ^^  zu  bestimmen,  daß  an  der  Offiiung 

Z  =  -l.    z'-  +  l,  (14) 

während  auf  dem  Schirme  selbst 

ai-o,    'al  =  o.  (16) 

Wenn  wir  jetzt  (1)  und  (2)  auf  den  Teil  der  Ebene  anwenden, 
welcher  rechts  von  der  y-Achse  liegt,  und  wenn  wir  femer  P'  als 
den  Spiegelpunkt  von  P  nehmen,  so  erhalten  wir  durch  Addition 

^^  -  -  i/^«<*^)  '^^  ^^>  ^^^> 

wo  dn  von  der  positiven  Seite  aus  gezogen  ist.  In  Abständen  r  vom 
XJrsprungspunkte,  welche  groß  gegen  2&  sind,  wird  dies 

^p--iJll<^V^oQ^r).  (17) 


—  6 


In  unmittelbarer  Nähe  der  Öffnung  wird  die  Bewegung,  die  durch 
die  Funktionen  %  ^^^  X  dargestellt  wird,  der  Strömung  einer  in- 
kompressiblen  Flüssigkeit  durch  dieselbe  Öffnung  gleichen,  und  ein 
angenäherter  Wert  des  Integrals  in  (17)  wird  demgemäß  durch  Ver- 
gleich mit  den  Resultaten  des  §  66,  No.  1,  erhalten.  Es  ergibt  sich^ 
daß  bei  dem  Gesamtflusse  1  durch  die  Öffiiung  der  Zuwachs  von  % 
von  der  Öffnung  bis  auf  eine  Entfernung  r,  die  groß  gegen  2  b  ist, 

1  ,      2r 

beträgt.  Wir  können  immer  annehmen,  daß  r  klein  gegen  die  Wellen- 
länge ist,  und  die  Formeln  (14)  und  (17)  zeigen  dann,  daß  der  Zuwachs 
von  X  iii  ^^^  wirklichen  Problem  nach  §  297  (12) 
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1  +  ifPn  ^y  ■  0«8  **»-  +  y  +  *»«)  (18) 


—b 

beträgt. 

Setzen 

wir 

dies  gleich 

JL 

1       2f 

so  finden 

wir 

/ 

—  0 

9r 

(19) 


(20) 


—  6 

Wenn  Ar  groß  ist,  so  haben  wir  nach  (17) 


Xp-1       iikI     ^i»^o(^'0-l       izi.i     _Li-     (^)    e-'C*r  +  i*),  (21) 
^^      logi  A-6  +  y  +  i*''  log  JA*6  +  y-|-|tjr  \2^T/  ^     ^ 

Der  Wert  von  3^'  in  einem  Punkte  P  auf  der  negativen  Seite 
der  Ebene  o; »  0  ist  dem  Werte  von  %  in  dem  Spiegelpunkte  von  P 
in  Bezug  auf  diese  Ebene  entgegengesetzt  gleich. 

Für  das  Verhältnis  der  Energie,  die  durch  die  Öffiiong  durch- 
gelassen wird,  zu  dem  Energiefluß  bei  den  ursprünglichen  Wellen 
findet  man 

^''^  2h.  (22) 


Wenn  die  Wellenlänge  das  10-,  oder  100-,  oder  lOOOfSache  der 
Breite  der  Öfi&iung  beträgt,  so  wird  der  Faktor  von  26  gleich  1^40 
bzw.  3,795  bzw.  17,20. 

3.  Das  zweidimensionale  Problem  der  Beugung  ebener  Wellen 
an  einem  zylindrischen  Hindernis  von  beliebiger  Form  des  Quer- 
schnittes kann  nach  der  Methode  des  §  294  behandelt  werden^  wobei 
die  obige  Formel  (1)  an  die  Stelle  der  Gleichung  (5)  des  §  286 
tritt.  ^)  Da  keine  neue  Frage  auftritt,  wird  es  genügen,  das  haupt- 
sächlichste Resultat  anzugeben.  Wir  nehmen  an,  daß  die  Wellen 
aus  der  Richtung  {X,  ft,  0)  einfallen  und  schreiben  demgemäß 

g,:=.g'*U'  +  ^'J')  +  ;^,  (23) 

wo  %  die  zerstreuten  Wellen  darstellen  soll.  Wir  nehmen  ferner  an, 
daß  die  x-  imd  j/- Achse  besondere  Richtungen  in  der  Ebene  des 
Querschnittes  haben,  nämlich  solche,  daß  die  kinetische  Energie  einer 
inkompressiblen  Flüssigkeit  von  der  Dichte  1  (pro  Längeneinheit 
parallel  der  jsr- Achse)  für  eine  Bewegung  des  Zylinders  mit  der  Ge- 


1)  Vergl.  Lord  Rayleigh,  l  c,  8.  605. 
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schwindigkeit  (w,  v,  0)  durch  einen  Ausdruck  der  Form 

^  (Am»  +  B«»)  (24) 

gegeben  ist;  wo  das  Glied  uv  fehlt.  Wir  nehmen  immer  an^  daß  die 
Dimensionen  des  Querschnittes  klein  gegen  die  Wellenlänge  seien;  die 
zerstreuten  Wellen  för  die  Richtung  (Aj,  ^,  0)  sind  dann  durch 

X. ^  6-'(*-+*>') ^  { (A  +  S)  XX,  +  (B  +  S)iigi,]  e-'(*-+ J^  (25) 

gegeben,  wo  S  der  Flächeninhalt  des  Querschnittes  ist. 

Für  einen  elliptischen  Querschnitt,  dessen  Achsen  a,  &  in  der  x-  und 
y-Richtung  liegen,  haben  wir 

S  =  7tab, 


(26) 


siehe  §  71  (11).  In  dem  Falle  eines  kreisförmigen  Zylinders  (a  =»  h) 
oder  einer  flachen  LameUe  (a  =  0)  erhalten  wir  wieder  die  Resultate, 
die  bereits  gewonnen  waren. 

§  300.  Wir  können  auch  die  Störung  untersuchen,  die  in 
einem  Zuge  ebener  Wellen  durch  einen  dünnen  Schirm  hervorgebracht 
wird,  welcher  von  einer  Reihe  paralleler,  gleicher  und  äquidistanter 
Schlitze  unterbrochen  ist.  Die  Behandlungsweise  ist  wie  vorher 
angenähert  und  enthält  die  Annahme,  daß  die  Wellenlänge  groß  gegen 
den  Abstand  zwischen  den  Mitten  benachbarter  Offiiungen  ist. 

Als  eine  Hilfsfrage  müssen  wir  die  Strömung  einer  inkompressiblen 
Flüssigkeit  durch  ein  starres  Gitter  der  obigen  Art  zu  bestimmen 
suchen.  Dies  kann  durch  die  Methode  von  Schwarz  gelöst  werden 
(§  73);  aber  für  den  vorliegenden  Zweck  wird  es  genügen,  das  Re- 
sultat aufeustellen  und  nachträglich  zu  bestätigen.  Wir  nehmen  die 
o;- Achse  senkrecht  zur  Ebene  des  Gitters  und  schreiben 

cosh  w  ^  gl  cosh  z,  (1) 

wo  für  einen  Augenblick 

m;  =  9  +  i>,     xr  =  X  +  iy,  (2) 

und  wo  die  Eonstante  ft  größer  als  die  Einheit  sein  solL  Demnach 
ist  to  eine  zyklische  Funktion;  wir  vermeiden  aber  alle  Unbestimmtheit, 
wenn  wir  uns  zunächst  auf  die  Hälfte  der  a:y-Ebene  beschränken, 
für  welche  x>0,  und  wenn  wir  ferner  den  Wert  von  w  für  irgend 
einen  Punkt  festlegen.  Wir  wollen  annehmen,  daß  im  Ursprungs- 
punkte ^  =  0,  während  (p  dem  reellen  positiven  Werte  von  cosh"^  gi 
gleich  ist. 

Lamb,  Hydrodjnamik.  40 
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Die  Formel  (I)  gibt 

cosh  <f>  coe  t  —  fi  cosb  x  cob  yl 

bioIl  (pain  ^  =  h  sinb  xma  y] 
Der  Ort  91  —  0  beeteht  ans  den  Teilen  der  jf- Achse,  fDr  welche 

l>,iCOBy>-l; 
diese   stellen    die   Öffnungen    dar,    aodaß    in    dem   Mafistabe    unserer 
Formeln  die  halbe  Breite  einer  Öffnung  8in~^f— j  betriigt.   Für  andere 
Teile   des  Gebietes  x  >  0   wird   ip  positiv  sein.     Femer  werden   die 
Linien 

zum  Teil  aus  den  Linien 

y  —  0,    y  =  ±  Ä,     y  —  ±  2  «,  ■  ■  -, 
und  zum  Teil  ans  den  Teilen  der  y-Ächee  besteben,  für  welche 

|^cos,|>li 
diese  entsprechen  den  Teilen  des  Schirmes  zwischen  den  öffhnng^. 
Die  Kurven  9  ~  konst.  und  Ji>  =  faonsL 
sind  fOr  einen  besonderen  Fall  in  der  neben- 
stehenden Figur  gezeichnet,  wo  der  Wert 
von  n  aus  Bequemlichkeit  fQr  die  Kech- 
nung  ZD 

(i  =  coshiÄ=  1,2040 
angenommen  ist;  folglich 
Bin-'  ~  -  0,312  X,     cos-'-  =  0,188  x. 

Die  letzten  Zahlen  geben  die  relatiTen 
Breiten  der  Öffnungen  und  der  zwischen- 
liegenden  Teile  des  Schirmes. 

Die  Formeln  (3)  und  die  Figur') 
gestatten  verschiedene  Deutungen  fQr  die 
Elektrostatik  und  andere  mathematisch 
verwandte  Gebiete.  Bei  der  vorliegenden 
Anwendung  müsaen  wir  voraussetzen,  dafl 
die  Werte  von  ^  für  zwei  symmetrisch 
auf  entgegengesetzten  Seiten  der  y-Aohse 
gelegene  Punkte  identisch  sind,  während  die- 
jenigen von  91  der  Größe  nach  gleich,  aber 
von  entgegengesetztem  Vorzeichen  sind. 

1)  Einer  unten  (S.  6S2)  genamiten  Arbeit  Lamb'e  entnommeD.  Eine  Fonn«!, 
die  mit  (1)  gleichwertig  ist,  wurde  von  Larmor  gegeben,  MathemaÜeal  TVijmw, 
Part.  II,  I8SÖ. 


Ei; 

rF- 
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Es  folgt  aus  Gleichung  (3)  oder  beim  bloßen  Anblick  der  Figur, 
daß  die  Funktion  q>  in  (3)  eine  periodische  gerade  Funktion  yon  y 
mit  der  Periode  %  ist  Sie  kann  deshalb  nach  dem  Fourierschen 
Satze  in  eine  Reihe  von  Kosinussen  der  Vielfachen  von  2y  entwickelt 
werden,  wobei  die  Koeffizienten  Funktionen  von  x  sind,  deren  all- 
gemeine Form  durch  Einsetzen  in  die  Gleichung 

A,9  -  0  (4) 

bestimmt  wird.     So  filnden  wir  für  positives  x^   indem  wir  die  Be- 
dingung berücksichtigen,  die  für  große  Werte  von  x  zu  erftülen  ist, 


tp^\o^lL  +  x  +  2j  Gs^'^"  cos  28y.  (5)1) 


Wenn  wir  eine  allgemeinere  lineare  Einheit  einf&hren  und  die 
Breite  jeder  öffiiung  mit  a  bezeichnen,  sowie  diejenige  jedes  da- 
zwischenliegenden Streifens  mit  &,  so  können  wir 


cosh  ep  cos  ^  ^  a  cosh  — -r-,:  cos  — ,-, 
sinh  qp  sm  t^  »  u  smh  — r-i:  sm  — rh: 


(6) 


schreiben,  wo 

»»  =  «^  2(^) -*=««««  2(^-^ •  0) 

Die  Entwickelung  (5)  wird  jetzt  durch 

9  -  log  fi + sf-, + 2'  ^'^''' ««» if?        (^) 

ersetzt,  wo 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  der  akustischen  Au%abe.     Einem  Zug 
einfallender  Wellen  entsprechend,  deren  Potential  e^**  ist,  setzen  wir*) 

ip^g't'  +  e-^'  +  x,    oder     ^^%\  (10) 

je   nachdem   x^O.     Wie   in   den   §§  293,  Nr.  2,   und  299,  Nr.  2, 
müssen  wir  an  den  Offiiungen 

z  =  -i,      r-  +  i  (11) 

1)  Die  besonderen  Werte  der  Koeffizienten  sind  für  unseren  Zweck  nicht 
nötig.    Es  kann  gezeigt  werden,  daß  in  der  hypergeometrisohen  Schreibweise 

o.-fc.«---.r(.._..,,.)_L-lC(._.)^(.+.,._.,,,J,). 

Siehe  die  genannte  Arbeit. 

2)  Das  Zeichen  ^  wird  hier  für  das  akustische  Geschwindigkeitspotential 
gebraucht,  da  qp  jetzt  eine  besondere  Bedeutung  hat. 

40  • 
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und  für  die  übrigen  Teile  der  Ebene  x  ^0 

a-i  =  o,    |-|=.o  (12) 

haben.     Da  %  der  Gleichung 

(A,  +  **)z  =  0  (13) 

genügen  und  weiter  in  Bezug  auf  y  periodisch,  nämlich  mit  der 
Periode  a  +  bf  sein  muß,  so  muß  es  in  eine  Fouriersche  Reihe  von 
der  Form 

X  =  B„e-"-  +  ^  B,e-^.'  cos  ^  (14) 


entwickelt  werden  können,  vorausgesetzt,  daß 


V  -  ^  -  **•  (15) 

Da  nach  Voraussetzung  a  4- &   klein  gegen  die  Wellenlange    ,     ist, 

so  ist  die  rechte  Seite  von  (15)  positiv.  Folglich  sind  die  Größen  k^ 
reell  und  unterscheiden  sich  außerdem  sehr  wenig  von  x,.  Glieder, 
welche  e^«'  enthalten,  sind  durch  die  Bedingung  ausgeschlossen,  daß 
X  für  X  =*  oo  endlich  sein  soU,  sodaß  die  durch  %  dargestellten  Wellen 
schließlich  eben  werden.  Der  Umstand,  daß  sie  sich  von  dem  Gitter 
nach  außen  bewegen  müssen,  rechtfertigt  die  Weglassung  des  Gliedes 
in  e**'. 

Wenn  h  null  wäre,  so  würden  die  Bedingungen  zur  Bestimmung 
von  %  dieselben  sein,  als  wenn  die  Flüssigkeit  inkompressibel  wäre, 
und  wir  würden 

Z  ==  -  1  +  C9)  (16) 

haben,  wo  9  die  durch  (6)  und  durch  die  bei  (1)  gemachten  Fest- 
setzungen bestimmte  Funktion  sowie  C  eine  Eonstante  ist;  es  ist  von 
vornherein  klar,  daß  derselbe  Ausdruck  für  die  tatsächlichen  Verhält- 
nisse in  immittelbarer  Nähe  des  Gitters  näherungsweise  gelten  wird. 
Femer,  für  kleine  Werte  von  hx  nimmt  der  Ausdruck  (14)  die  Form 

Z  =  Bo  (1  -  »■*«:)  +  ^  B,e-"'  cos  ^^  J  (17) 

1  ' 

an,  wo  die  Substitution  von  x^  für  l^  in  dem  Exponentialfaktor  einen 

Fehler  von  der  Größenordnung  — ,  k^  (a  +  6)*  mit  sich  bringt.    Setzen 

wir  also  aus  (8)  in  Gleichung  (16)  ein,  so  finden  wir,  daß  (16)  und 
(17)  in  der  Tat  identisch  sind,  vorausgesetzt,  daß 

B,  =  -l  +  Clog^,     -,ä:B„  =  ^,  (18) 
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(19) 


und  fOr  5  >  0 
Folglich  ist 

B.  -  (7(7, 

B               ^ 

wo 

^0           l  +  ikV 
7       a  +  h  y                  nb 

(20) 


n     '^ö '"'^  2  (a  +  6)  ^^^^ 

Was  X  betrifft;  so  werden  alle  Bedingungen  erfüllt;  wenn  wir 
annehmen,  daß  dessen  Wert  in  einem  Punkte  P'  auf  der  negativen 
Seite  des  Gitters  demjenigen  von  %  ^  ^^^  Spiegelpunkt  P  von  P' 
auf  der  positiven  Seite  entgegengesetzt  gleich  ist.     Folglich 

X'  =  -  Boe**'  -  2  S.e'"  cos  -F^-  (22) 

In  der  Entfernung  einiger  Wellenlängen  vom  Gitter  können  die 
letzten  Glieder  in  (14)  und  (22)  vernachlässigt  werden^  und  die  WeUen 
werden  eben.  In  Rücksicht  auf  (10)  sehen  wir,  daß  die  Koeffizienten 
der  reflektierten  und  durchgelassenen  Welle  1  +  B^  und  —  B^^  sind, 
oder 


1  +  ikl  1  +  ikl ' 

wenn  derjenige  der  primären  Wellen  als  Einheit  genommen  wird. 
Folglich  sind  die  Intensitäten  /  und  I'  dieser  Wellen  durch 

k*l*  ,  1 

gegeben. 

Für  genügend  große  Wellenlängen  findet  wenig  Reflexion  statt, 
selbst  wenn  die  Öffnungen  nur  einen  kleinen  Teil  der  Fläche  des 
Schirmes  bilden.    Als  entsprechende  Zahlenwerte  haben  wir 

^=0,  0,1,     0,2,     0,3,     0,4,     0,5,     0,6,     0,7,     0,8,     0,9,     1,0, 

— '-^ =cx),  0,590,  0,374, 0,251, 0,169, 0,110, 0,067, 0,037, 0,016, 0,004,  0. 

Wir  wollen  z.  B.  annehmen,  daß  die  Wellenlänge  das  zehnfache  des 
Intervalles  a  -^h  ist,  und  daß  die  Offnungen  den  zehnten  Teil  der 
Fläche  des  Gitters  bilden.  Man  wird  finden,  daß  die  reflektierten 
und  durchgelassenen  Intensitäten 

/  =0,121, 
bzw. 

r  ^  0,879 

sind.  Trotzdem  die  Öffnungen  verhältnismäßig  eng  sind,  so  gehen 
dennoch  88  7o  des  Schalles  hindurch. 
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§  301.  Eine  ähnliclie  Methode  gut  fQr  den  Fall,  daß  das  Gitter 
aus  parallelen  Drahten  in  gleichen  Abstanden  besteht. 

Wir  bemerken  zunächst,  daß  die  Potential-  und  Stromfunktionen 
einer  inkompressiblen  Flüssigkeit,  die  von  einem  System  gleicher  und 
äquidistanter  linearer  Quellen  herrühren,  welche  die  a;y- Ebene  in  den 
Punkten  (0,  0),  (0,  ±  a),  (0,  ±  2  a),  ...  senkrecht  durchschneiden, 
nach  §  64  durch  die  Formel 

uf^loge+log(e—ia)+log(z+ia)+log{e'-2ia)+log(e+2ia)'\ —  (1) 

gegeben  sind,  wo 

w^q>  +  it,         e-^x+  iy,  (2) 

oder  etwa 

w  =  log  sinh  —  (3) 


Dies  ergibt 


tang   ^ 


9>=ilogi(cosh?^-~cos-p^),    V'-'tang-M ^,    (4) 


tangh — 


in  Übereinstimmung  mit  einem  Resultat,  das  von  Maxwell  herrührt^) 
Der  Fall  einer  Reihe  doppelter  Quellen,  deren  Achsen  parallel 
zur  o;- Richtung  sind,  wird  erhalten,  wenn  man  Gleichung  (3)  nach  g 
differenziert;  wir  finden  nämlich 


9r       ,1   Ttz 


u;  =  -coth-,  (5) 

folgHch 


Binn    — 
n  a 

9>  = 


a        .   2  7tx  2ny 

cosn       cos 

a  a 


.    2wy 
am        -■ 
n  a 


a        .   ^Ttx  27ty 

coßh cos  - — - , 

a  a 


(6) 


Diese  Resultate  setzen  uns  in  den  Stand,  eine  Anzahl  Aufgaben 
der  Hydrodynamik,  magnetischen  Induktion  usw.  auf  sehr  einfache 
Weise  zu  lösen.  Insbesondere  sind  die  Potential-  und  Stromfunktionen 
für  eine  Flüssigkeit,  die  durch  ein  Gitter  von  parallelen  zylindrischen 
Stäben  yom  Radius  h  fließt,  durch 

w  =  z  +        cotn    -  (n 

oder 


1)  Electricity  and  Magnetism,  §  203. 


(Ktter  aus  zylindrischen  St&ben. 


631 


9>=-^  + 


nh* 

sinh 

^TtX 

a 

' 

a 

cosh 

2  7tX 

a 

—  cos 

2Äy 
a 

*«y  — 


9r&^ 


sin — ^ 


a         ,   29ra;  23rf/ 

cosh cos  — - 


(8) 


gegeben^  vorausgesetzt^  daß  die  Geschwindigkeit  im  Unendlichen  die 
negative  2:-Biclitnng  besitzt  und  gleicli  1  ist.  Dies  folgt  aus  der 
Periodizität  hinsichtlicli  y  und  aus  der  Tatsache^  daß  wir  für  kleine 
Werte  von  x  und  y  näherungsweise 


*=y(^-s^) 


(9) 


haben.  Es  wird  angenommen ,  daß  der  Radius  h  eines  Stabes  klein 
gegen  den  Abstand  a  zwischen  den  Achsen  aufeinanderfolgender 
Stäbe  ist. 

Wenn  der  reelle  Teil  von  z  positiv  ist,  so  haben  wir  nach  (7) 


2«/r« 


W 


-+"^1+2^«  • 


). 


(10) 


folglich 


^§7lX 


I  Ä^*  /i    I  o  ^  ~'~ir'       2«« 
9?  =  a:  H 11  +  2  ^  e      "    cos 

^  1 


5^) 


(11) 


Wenn  x  negativ  ist,  finden  wir  in  gleicher  Weise 


•  i»7tX 


q>  ^^  X (l  +  2>>.  6*     cos 


1 


(12) 


Bei  der  akustischen  Aufgabe  wird  das  Geschwindigkeitspotential 
die  Form 


*  =  e***  +  Ae-'^'  +  2  C,c-^''  cos  ^ 


2$ny 


(13) 


oder 


0  =  B^"'  -  2  C,e-^.'  cos  ?~ 


2«jry 


(14) 


haben,  je  nachdem  a;  ^  0,  wo  A,  die  positive  Größe  ist,  welche  durch 


t^t 


]        4«'ä 


f--** 


(15) 


definiert  ist. 


632  ^-  Expansionswellen. 

Für  Werte  von  Xj  die  klein  gegen  die  Wellenlange  sind,  können 

wir  den  ünterscliied  von  X^  nnd  —  yemachlassigen,  vorausgesetzty 

daß  die  Wellenlänge  groß  gegen  a  ist  Unter  diesen  Verhältnissen 
reduzieren  sich  die  Formeln  (13)  nnd  (14)  auf 

0^l+A  +  ih{l-A)x  +  ^C,e     -    cos?^  (16) 

1 
hzw. 

O^B+  iJcBx  -^C,e  -    cos  ^-  (17) 

1 

Die  Funktion  O  nimmt  demgemäß  die  Form 

O  -  «9  +  /J  (18) 

an,  wo  9  durch  (11)  nnd  (12)  definiert  ist,  nnd  a  und  ß  Eonstante 
sind,  vorausgesetzt,  daß 

\+A^a^+ß,  B^-^a^+ß,  iÄ(l~^)«a,  ikB^a^  C=2a^'.  (19) 

Dies  ergibt 

^-ifiii'    ^=r+Vr  (20) 

WO 

l  =  «^^* .  (21) 

Die  Intensitäten  der  reflektierten  und  durchgelassenen  Wellen 
sind  deshalb 

Wenn  die  halbe  Wellenlänge  groß  gegen  -  ist,  so  findet  freier  Durch- 
gang mit  kaum  irgendwelcher  Reflexion  statt.  Dies  erläutert  noch- 
mals die  „außerordentliche  Kleinheit  der  Hemmung,  welche  feine 
Fäden  oder  Fasern  den  Schallwellen  darbieten".^) 

§  801a.  Die  Beugung  von  ebenen  Schallwellen  an  der  gerad- 
linigen Kante  eines  einseitig  unendlichen  Schirmes,  und  die  Bildong 
eines  Schallschattens,  sind  von  Sommerfeld')  und,   mit  einigen  Er- 

1)  Lord  Rayleigh,  Theory  of  Sound,  Bd.  n,  §  343. 

Die  Untersuchungen  der  §§  300  und  301  entstammen  einer  Arbeit  von 
Lamb,  ,,0n  the  Reflection  and  Transmission  of  Electric  Waves  by  a  Metallic 
Gräting*',  Proc.  Land.  Math.  Soc.,  29,  S.  523,  1898. 

2)  „Mathematische  Theorie  der  Diffraktion",  Math.  Ann.,  47,  S.  817,  1895. 
Die  Darstellung,  die  im  Texte  folgt,  ist  einer  Abhandlung  von  Lamb  entncounen, 
„On  Sommerfeldes  Diffraction  Problem;  and  on  Reflection  by  a  Parabolic  Mirroi**, 
Proc.  Lond.  Math.  Soc.  (2),  4,  S.  190,  1906. 
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weitemngeii;  von  Garslaw^)  untersuclit.  Es  ist  za  bemerken ,  daß 
die  Wellenlange  die  einzige  lineare  Größe  ist,  welche  bei  dieser  Form 
der  Aufgabe  auftritt,  und  daß  der  allgemeine  Charakter  der  Lösnng 
deshalb  für  alle  Wellenlängen  derselbe  sein  muß. 

Wir  wollen  annehmen,  daß  der  Schirm  den  Teil  der  a;j?-Ebene 
einnimmt,  für  welchen  x  positiv  ist.  Indem  wir  uns  auf  den  Fall 
senkrechter  Inzidenz  beschranken,  können  die  einfallenden  Wellen 
durch 

9)  =  e'*«'  (1) 

dargestellt  werden,  wobei  der  Zeitfaktor  c**^'  vorausgesetzt  ist.  Die 
vollständige  Lösung  wird  die  Form 

tp^(f^y  +  i;  (2) 

haben,  wo  rlf  das  Geschwindigkeitspotential  der  Luffcbewegung  ist, 
welche  durch  ein  Schwingen  des  Schirmes  senkrecht  zu  seiner  Ebene 
mit  der  Amplitude  und  der  Periode  der  einfallenden  Wellen,  jedoch 
mit  genau  entgegengesetzter  Phase,  hervorgebracht  würde.     Folglich 

U  =  -iÄ,  [y=-0,    x>0].  (3) 

Die  Funktion  V'  muß  der  Differentialgleichung 

|ä-  +  |^+t.*-0  (4) 

genügen.  Es  ist  femer  klar,  daß  ^  anti-symmetrisch  in  Bezug  auf 
die  o:- Achse  sein  wird,  sodaß  für  den  negativen  Teil  dieser  Achse 
^  =  0. 

Nun  schreiben  wir  für  einen  Augenblick 

X-%-  (6) 

Diese  Funktion  %  muß  auch  der  Differentialgleichung  (4)  genügen; 
sie  muß  auf  dem  negativen  Teil  der  2: -Achse  verschwinden;  die  Ab- 

dt     ' 
leitung  ^  hingegen  muß  auf  dem  positiven  Teil  verschwinden.    Dies 

laßt  vermuten,  daß  im  Gebiete  y  >  0  der  Ausdruck  für  %  der  Art 
ist,  welche  einer  Singularität  passender  Art  im  ürsprungspunkt  ent- 
spi^che.  Die  gesuchte  Form  von  %  wird  sogleich  vermöge  unserer 
Kenntnis  von  den  Lösungen  gegeben,  welche  im  Falle  der  Likom- 
pressibilität  (wo  Ä  =-  0)  zur  Verfügung  stehen.  Dann  würden  wir  in 
polaren  Koordinaten  die  Formen 

1)  „Some  Multiform  Solutions  of  the  Partial  Differential  Eqoations  of 
Physics  and  their  Applications'',  Froc.  Lond.  Math.  Soc^  80,  S.  121,  1899; 
„Oblique  Incidence  of  a  Train  of  Plane  Waves  on  a  Semi-Infinite  Plane^\  Proe. 
Edin.  Math.  Soc.y  19,  1901. 
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r^cos^-ö"     und    r  ^cos^-ö* 

haben,  wo  d"  Yon  0  bis  x  geht.    Die  passenden  Yerallgemeinerangen 

sind  offenbar 

Ji  {kr)  cos  \  d'     und     JL  i (tr)  cos  -J-  -ö*, 

oder,  unter  Weglassung  konstanter  Faktoren, 


siiiX;r 


coB^d'      und 


ooBJfcr 


cos  \d'. 


Wir  nehmen  diejenige  Verbindung  dieser  beiden  Losungen,   welche 

auf  den  Fall  divergierender  Wellen  paßt,  und  setzen  also  yersuchs* 

weise  ^  .  _ar 

C-^z^cos^-^.  (6) 


dx 


yir 


Die  Integration  dieser  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung wird  erleichtert,  wenn  man  die  „parabolischen^  Koordinaten 
Yon  Hankel  u.  a.  einführt.     Wenn  wir 


d.h. 


k{x  +  iy)^{l^  +  iv)\ 


(7) 
(8) 


setzen,  so  haben  wir 

I  «  (Jfcr)*  cos  ^»,       12  =  (kr)^  sin  ^ -^,  (9) 

wo,  wie  wir  annehmen  wollen,  d'  von  0  bis  2^  geht.     Die  Kurven 

I  =  konst.,      rj  =  konst. 

bilden  ein  System  konfokaler  Parabeln,  deren  gemeinsamer  Brenn- 
punkt im  Ursprung 
liegt.  Die  Koordi- 
nate rj  ist  überall 
positiv,  und  die 
Linie  i;  »  0  stellt 
die  Lage  des  Schir- 
mes dar.  Die  Koor- 
dinate I  hat  ent- 
gegengesetztes Vor- 
zeichen auf  den 
beiden  Seiten  der 
a:- Achse;  die  Linie 

5  =  0  stellt  den  freien  Teil  dieser  Achse  dar. 
Wir  finden  sofort 


(10) 


dx       *  r  ' 

dx 

-i^ 

as     1  7, 

dy       *  r  ' 

dl, 

du 

*l 

sodaB  Gleichung  (6)  die  Form 
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annimmt. 

Die  Hil&gleichungen  bei  dem  Lagrangeschen  IntegrationBverfaliren 
sind  also 

Das  eine  Integral  ist 

6,  -  a,  (13) 

WO  a  eine  willkürliche  Eonstante  bezeichnet;  infolgedessen  finden  wir 

-^(e-'H)+-rf(s+±)+r'H)--d(i_|)) 

demnach 

^-t(«*"/    V*«" dg  +  c-*'-/     c-'^-dsJ  +  ft,      (15) 

WO  b  die  zweite  willkürliche  Konstante  bezeichnet.  Die  yollständige 
Lösnng  Yon  (11)  lautet  deshalb 

*="xk    J       ^'^'^ ^t  +  e-^'y       e'*^dt)  +  F(f,),    (16) 

0  0 

wo  F(i/)  eine  willkürliche  Funktion  von  y  ist. 

Es  ist  nach  (5)  klar,  daß  der  Wert  von  ^^  der  so  erhalten  ist, 
notwendig  der  Gleichung 

genügen  muß.  Wenn  wir  also  aus  (16)  in  die  linke  Seite  von  Gleichung 
(4)  einsetzen,  so  muß  diese  eine  Funktion  yon  y  allein  werden. 
Andererseits  sieht  man  aus  (8),  daß,  wenn  x  groß  ist,  während  y 
endlich  bleibt,  der  erste  Teil  von  (16)  sich  auf  eine  Summe  von 
konstanten  Vielfachen  von  c**"  bzw.  e~*^^  reduziert.  Um  also  zu  be- 
wirken, daß  (4)  befriedigt  wird,  ist  es  nur  nötig, 

F{y)  -  Ä^'v  +  Be-'^y  (18) 

zu  setzen.  Dies  ließe  sich  auch  unabhängig  beweisen,  nämlich  ver- 
mittels der  Gleichung 

l^*+W'+*(S'  +  ''')*  =  0.  (19) 

welche  mit  (4)  äquivalent  ist. 
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Es  erübrigt  sich  noch,  die  Konstanten  Ay  B,  C  zu  bestimmen.  Für 
y  =  0,  X  >  0  muß  ^  =  —  ik  sein.  Indem  wir  die  Formeln  (10) 
gebrauchen  und  i;  =  0  setzen^  finden  wir 

-4-B  =  -l.  (20) 

Wenn  wiederum  x  groß  und  negativ,  y  jedoch  endlich  ist,  so  muß  t 
nach  dem  Grenzwert  0  streben,  da  in  diesem  Gebiet  die  einfallenden 
Wellen (1)  allein  merklich  sind.  Setzen  wir  also  6  +  ^  =  ^»,  6  —  ^==  —  oo, 
und  erinnern  wir  an  die  Formeln 


OD 


so  erhalten  wir 


Jcos  g» dg  =  Jsin  §« dt  =  ^,  (21) 

0  0  ^ 


(i-Oyi^C  _(iiz^+B«0.  (22) 

Folglich 

A i,        5  =  i,        C  =  ^tJ-.  (23) 

Die  Yollständige  Lösung  unserer  Aufgabe  ist  also  durch  Gleichung  (2), 
zugleich  mit 

e-i^  dg  +  e-'*y  Je— -^^  dg]  -  i(e*'*y  -  e-'*i')     (24) 

0  0 

gegeben.  Dies  stimmt  mit  der  Gestalt  überein,  welche  Sommerfelds 
Resultat  im  Fall  senkrechter  Inzidenz  annimmt.^) 

Der  Wert  von  ^  in  einem  Punkt  (a;,  —  y)  muß  demjenigen  ent- 
gegengesetzt gleich  sein,  welcher  für  den  Punkt  (Xj  y)  gilt.  Da 
der  Ausdruck  in  (24)  eine  ungerade  Funktion  von  |  ist,  so  ist  er 
auf  das  Gebiet  y  <  0  ohne  weiteres  anwendbar. 

Die  vollständige  Deutung  der  Lösung  (24)  würde  uns  auf  Einzel- 
heiten führen,  welche  eigentlich  in  die  Optik  gehören.  Einige  be- 
merkenswerte Punkte  mögen  jedoch  kurz  berührt  werden. 

Da  nach  Gleichungen  (9) 

Ter  «  g«  +  ri\  (25) 

so  folgt,  daß  in  einer  Entfernung  von  der  Kante,  welche  gegen  die 
Wellenlänge  -^  ziemlich  groß  ist,  entweder  §  oder  i?  groß  sein  muß. 
Nun  haben  wir  nach  Gleichung  (24)  des  §  236  nähenmgsweise 


1)  Vergl.  Carslaw,  Proc.  Lond.  Math.  Soc,  80,  S.  184,  1898. 
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0» 


/■ 


wenn  die  obere  Ghrenze  genügend  groß  ist  In  einer  Entfernung  von 
mehreren  Wellenlängen  vom  Rand  auf  der  Seite  des  positiven  y  re- 
duziert sicli  also  die  Formel  (24)  auf 

Für  rr  =  0  ist  6  =  iy,  also 

^  =  ^e— '*y.  (28) 

Wenn  kx  positiv  und  genügend  groß  ist,  wird  S  —  i^  groß  und  positiv 
sein,  also 

^  =-  e-»*^  (29) 

was  auf  vollständige  Reflexion  hindeutet.  Wenn  hingegen  kx  negativ 
und  genügend  groß  ist,  so  wird  S  —  ij  einen  großen  negativen  Wert 
erhalten,  folglich 

^  =  0.  (30) 

Die  einfallenden  Wellen  (1)  sind  hier  allein  von  Bedeutung. 

Wenn  wir  zur  Seite  des  negativen  y  übergehen,  so  wird  die  an- 
genäherte Formel  (27)  durch 

^^l-^+^^/^'^'^S)^*^  (31) 

0 

ersetzt.   Für  o;  =  0,  d.  h.  an  der  Grenze  des  „geometrischen  Schattens^^, 

ist  6  +  12  "=  0,  also 

9)-6'*y  +  ^  =  ^6'*y.  (32) 

Wenn  kx  positiv  und  genügend  groß  ist,  wird  |  +  ij  ffoü  und  negativ 
sein,  also 

(p^ef^y  +  jl,^0,  (33) 

was  die  Schattenwirkung  des  Schirmes  darstellt.  Wenn  kx  negativ 
und  hinreichend  groß  ist,  so  wird  i  + 1]  groß  und  positiv;  folglich 

g,  =  c*'*y  +  ^  =  c**».  (34) 

Die  ursprünglichen  Wellen  pflanzen  sich  hier  ungehindert  fort. 

Auf  jeder  Seite  des  Schirmes  gibt  es  ein  Zwischengebiet,  inner- 
halb dessen  der  Übergang  stattfindet,  nämlich  von  dem  durch  (29) 
bzw.  (33)  zu  dem  durch  (30)  bzw.  (34)  dargestellten  Zustand.  Wir 
können  einen  ungefähren  Maßstab  für  unsere  Annäherungen  aufstellen, 
indem  wir  eine  positive  Zahl  o  von  solcher  Größe  wählen,  daß  der 
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Brach   — =  als   klein  betrachtet  werden  kann.  ^)    Das  zweite   Glied 

auf  der  rechten  Seite  von  (26)  ist  dann  gegen  das  erste  zu  vemach- 
lassigen.  Die  Resultate  (29)  und  (30)  wurden  unter  der  Annahme 
abgeleitet,  daß  ||  —  ij I  ^  V^^  ^^  betrachten  sei.  Die  Grenzen  des 
fraglichen  Gebiets  auf  der  Seite  des  positiven  y  werden  demnach 
erhalten,  wenn  man 

16  — -»^l  =  o 

setzt.     Dies  fOhrt  vermittels  der  Gleichimgen  (8)  auf  die  Parabel 

S^'-^,  (35) 


deren  Brennpunkt  im  Ursprung  liegt,  imd  deren  Parameter  —^  zu 

der   Wellenlange    proportional    ist.     Das    entsprechende    Gebiet    auf 
Seite  des  negativen  y  wird  durch  die  Parabel 

y-si-^  +  S  (36) 

begrenzt. 

Innerhalb  dieser  Zwischengebiete  treten  die  eigentlichen  Be- 
wegungserscheinungen besonders  hervor;  wir  wollen  uns  jedoch  auf 
diese  nicht  näher  einlassen.^) 

AtmoBphärisohe  Wellen. 

§  802.  Die  Theorie  solcher  Fragen,  wie  die  Schwingungen  der 
Atmosphäre  der  Erde  in  großem  Maßstab,  wo  die  Dichte  im  Gleich- 
gewichtszustand nicht  als  gleichförmig  angesehen  werden  kann,  ist 
noch  sehr  unvollkommen.  Eine  besondere  Schwierigkeit  besteht 
darin,  die  physikalischen  Bedingungen  in  Rechnung  zu  ziehen,  welche 
in  den  oberen  Schichten  der  Atmosphäre  herrschen  mögen.  Es  wird 
sich  zeigen,  daß  die  Formeln  in  gewissen  Fällen  eine  unbegrenzte 
Zunahme  der  Amplitude  mit  der  Höhe  ergeben.  Nicht  allein  wird 
die  Beschränkung  auf  unendlich  kleine  Bewegungen  hierdurch  ver- 
letzt, sondern  es  zeigt  sich  auch,  daß  wir  einen  wichtigen  Faktor  bei 
den  Erscheinungen  übersehen,  wenn  wir  die  Reibung  yemachlässigen, 
deren  hemmende  Wirkung  der  Dichte  umgekehrt  proportional  ist, 
und  deshalb  mit  der  Höhe  zunehmen  muß. 

Wir  wollen  annehmen,  daß  wir  ein  Gas  im  Gleichgewicht  unter 
gewissen  konstanten  Straften  haben,  die  ein  Potential  St  besitzen, 
und   wir  wollen  mit  q^  und  p^  die  Werte  von  q  und  p  in  diesem 


1)  Der  Wert  von  oo  braucht  nicht   gerade  sehr  groß  zu  sein.    Wenn  wir 
etwa  00^=6  setzen,  beträgt  der  Fehler  weniger  als  10%. 

2)  Wegen  des  Falles  schiefer  Inzidenz  verweisen  wir  auf  die  Arbeiten,  die 
im  Anfang  dieses  Paragraphen  angefahrt  sind. 
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Zustand  bezeichnen,  wobei  diese  Ghrößen  im  allgemeinen  Funktionen 
der  Koordinaten  x,  y,  z  sind.    Wir  haben  dann 

Die  Gleichungen  für  kleine  Bewegungen  unter  dem  Einfluß  störender 
Kräfte  y  die  ein  Potential  Sl'  haben,  können  deshalb  folgendermaßen 
geschrieben  werden: 


du 

dv 


dx  "^  Po  dx       ^0  dx 


^"  "^  Vo  dy       ^« 


dy 


aa; 
dy 


dw     __  ^  i  Q_  dpp_ aa[ 


(2) 


Die  allgemeine  Eontinuitätsgleicliung  (4)  des  §  8  gibt  mit  der- 
selben Annäherung 


<•«  fl  =  -  Ä  (*«")  ~  Ä  ^^'»''^  ~  Ä  (<•«"') 


(3) 


Der  Fall,  der  der  mathematischen  Behandlung  am  meisten  zu- 
gänglich ist,  ist  der,  wo  die  Gleichgewichtstemperatur  gleichförmig 
ist^),  und  die  Ausdehnungen  und  Zusammenziehungen  dem  isothermen 
Gesetz  folgend  gedacht  werden,  sodaß 

P  =  c*Qy  (4) 

wo  c  die  Newtonsche  Schallgeschwindigkeit  bezeichnet.     Wenn  wir 

schreiben,  so  reduzieren  sich  die  Gleichungen  (2)  auf 


-^"äl^(5-^) 


du 

dt  " 

dv  «   a   /         _\ 

ä?  —  ^^(•'-') 

dw  9  d   /        _\ 

äl  =  -  C*  i,7  («  -  «) 


dt 


(5) 


WO 


Ä' 


.19 


(6) 


d.  h.,   s  bezeichnet    den   „Gleichgewichtswerf*   der  Kondensation   in- 
folge eines  störenden  Potentials  Ä'. 

Wenn  wir  m,  v,  w  aus  (3)  und  (5)  eliminieren,  finden  wir 

1)  Die  Bewegung  ist  in  diesem  Falle  wirbelfrei,  und  hätte  vermittels  des 
Geschwindigkeitspotentials  untersucht  werden  können. 
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§  808.  Wenn  wir  die  Krümmung  der  Erdoberfläche  yemach* 
lässigen^  und  die  e-AcYiae  senkrecht  nach  oben  nehmen,  80  wird  q^ 
eine  Funktion  yon  z  allein^  die  durch 

-&  —  990  (1) 

bestimmt   ist.     Unter  der  gemachten  Annahme  einer  gleichförmigen 
Temperatur  haben  wir  nach  dem  Boyleschen  Gesetz 

Po-9QoS,  (2) 

wo  H  wie  in  §  274  die  Höhe  einer  homogenen  Atmosphäre  für  die 
gegebene  Temperatur  bezeichnet.     Folglich 


» 


QQ-^Äe  ^.  (3) 

Setzen  wir  in  Gleichung  (7)  des  §  302  ein,  und  nehmen  wir  an,  daB 
S-O,  so  finden  wir  für  den  FaU,  daß  keine  StörungskiÄfte  Tor- 
banden  sind, 

ri?-c(A.-A|f).         (4).) 

Für  ebene  Wellen,  die  sich  in  yertikaler  Richtung  bewegen,  wird  8 
eine  Funktion  yon  0  allein  sein,  und  deshalb 

dt'  ^^   Wi^~  Hdz)'  W 

Wenn  wir  einen  Zeitfaktor  &^^  annehmen,  so  wird  dies  durch 

9  =  Ber*  (6) 

erfüllt,  yorausgesetzt,  daß 


oder 
wo 


m^^±  ik\  (8) 


*'-:('-iÄ-.)*-  w 

Das  untere  Vorzeichen  in  Gleichung  (8)  gilt  für  den  Fall  von  Wellen, 
die  nach  oben  fortgepflanzt  werden.  In  reeller  Form  lautet  die 
Lösung  für  diesen  Fall: 


2H 


s  ^  Ce"  cos {6t -  Tee).  (10) 


1)  Diese  Gleichung  wurde  yon  Poisson,  l.  c,  S.  567,  gegeben  und  für  den 
Fall  kugelförmiger  Wellen  durch  Reihen  integriert.  Poisson  behandelt  aacb, 
zwar  weniger  vollständig,  den  Fall,  wo  im  Gleichgewicht  die  Temperatur  nach 
oben  zu  gleichmäßig  abnimmt,  und  die  Schwankungen  des  Druckes  und  der 
Dichte  durch  das  adiabatische  Gesetz  verknüpft  sind. 
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Die  Wellengeschwindigkeit  y   ^.ndert   sich   zwar   mit   der  Frequenz^ 

aber  solange  6  groß   gegen  ^-~  ist^  ist  sie  näherungsweise  konstant, 

indem  sie  sich  Yon  c  nur  durch  eine  kleine  Größe  zweiter  Ordnung 
unterscheidet.  Die  hauptsächlichste  Wirkung  der  Dichteänderung 
richtet  sich  auf  die  Amplitude,  welche  zunimmt,  wenn  die  Wellen  in 
die  dünneren  Regionen  kommen,  gemäß  dem  Gesetz,  welches  der 
Exponentialfaktor  angibt.  Dieses  Anwachsen  hätte  man  ohne  Rech- 
nung vorhersehen  können;  denn  wenn  die  Änderung  der  Dichte  inner- 
halb der  Grenzen  einer  Wellenlänge  klein  ist,  findet  fast  keine  Re- 
flexion statt,  und  die  Energie  pro  Wellenlänge  muß  deshalb  beim 
Fortschreiten   ungeändert   bleiben.     Da   diese  Energie  mit  a^Q^  pro- 

portional  ist,  wo  a  die  Amplitude  bedeutet,  und  da  q^  sich  wie  e    ^ 

X 

verhält,  so  ergibt  sich,  daß  a  sich  wie  e^^  verhalten  muß.  Wie  be- 
reits angegeben  wurde,  müssen  die  Vorgänge  in  Wirklichkeit  durch 
die  Zähigkeit  stark  beeinflußt  werden. 

Wenn    6  <  r-^,   so    wird  die  Form  der  Lösung  verändert,   wir 

haben  nämlich 

6^  ==  {A^e^^*  -f  ^6^')  cos  fit,  (11) 

wo  m^  und  Wj,  die  beiden  Wurzeln  von  (7),  reell  und  positiv  sind. 
Dies  stellt  eine  stehende  Schwingung  dar,  welche  einen  „Enoten^^ 
und  einen  „Bauch^^  hat.  Wenn  z.  B.  die  Enotenebene  die  ist,  fär 
welche  ^er  —  0  gilt,  so  haben  wir 

und  die  Lage  des  Bauches  (s  =  0)  wird  durch 

z ^- —  log  '^  (12) 

gegeben. 

Wenn  die  Bewegung  in  zwei  Dimensionen,  nämlich  in  der  hori- 
zontalen und  vertikalen  vor  sich  geht,  so  haben  wir 

at«  ""  ^  \dx^  "^  dz^      H  dz)  '  ^^^^ 

Wenn  wir  annehmen,  daß 

so  finden  wir,  daß 

^j«_^  +  ^»_i2^«  =  0.  (15) 

Wenn  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  in  m  reell  sind,  so  wird  minde- 
stens eine  derselben  positiv  sein;  sind  sie  hingegen  imaginär,  so  ist 
ihr  reeller  Teil  positiv. 

liamb,  Hydrodjnamik.  41 
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Wenn  die  Schwingongen  gänzlich  horizontal  sind,  so  haben  wir 
w  —  0  und  6  =«  Icc,  Die  Wellen  werden  deshalb  unverändert  mit 
der  Geschwindigkeit  c  fortgepflanzt,  wie  zu  erwarten  war,  da  bei  der 
gegenwärtigen  Annahme  einer  gleichförmigen  Gleichgewichtstemperatur 
die  Wellengeschwindigkeit  unabhängig  von  der  Höhe  ist.') 

§  804.  Dies  ffthrt  zu  der  Betrachtung  der  langsamen  horizon- 
talen  Schwingungen  einer  Atmosphäre  von  gleichförmiger  Temperatur, 
welche  eine  ruhende  Kugel  bedeckt. 

Wenn  wir  wie  in  §  197  Winkelkoordinaten  0,  &  einfOhren,  und 
mit  u  und  t;  die  Geschwindigkeitskomponenten  parallel  und  senkrecht 
zum  Meridian  bezeichnen^  so  geben  die  Gleichungen  (5)  des  §  302 

du  c*  3   /        -X 

dt  ^^       asind  do}^  * 

wo  a  der  Radius  ist.     Wenn  wir  die  vertikale  Bewegung  (w)  ver- 
nachlässigen, so  lautet  die  Kontinuitätsgleichung  (3)  des  §  302 

ds  1       ra(u8ind) 


dt  a  sin  0 


Par"  +  F.1-  W 


Die  Gleichungen  (1)  und  (2)  zeigen,  daß  u,  v,  s  als  unabhängig 
von  der  Höhe  angesehen  werden  können.     Die  Formeln  sind  in  der 

Tat  dieselben  wie  in  §  197,  ausgenommen,  daß  s  die  Stelle  von  ~ 

und  c^  die  von  gh  vertritt.  Da  wir  in  unserer  gegenwärtigen  Schreib- 
weise c^  ==  gH  haben,  so  folgt,  daß  die  freien  sowie  die  erzwungenen 
Schwingungen  genau  dieselben  Gesetze  befolgen,  wie  diejenigen  einer 
inkompressiblen  Flüssigkeit  von  gleichförmiger  Tiefe  JET,  welche  die- 
selbe Kugel  bedeckt. 

Für  die  freien  Schwingungen  haben  wir  also 

s^S^'  cos  (öt  H-  f),  (3) 

vorausgesetzt,  daß  S^  eine  Kugelflächenfunktion  von  der  ganzzahligen 
Ordnung  n  ist,  und  , 

ff«  =  n(M  +  l)^.  (4) 

Als  ein  numerisches  Beispiel  wollen  wir  c= 2,80 -10*,  2Äa=4-10*[cm-sek] 
nehmen,  dann  finden  wir  für  die  Fälle  n  =  1  und  n  =«  2  Perioden 
von  28,1  bzw.  16,2  Stunden. 

1)  Dieser  Paragpraph  ist  hauptsächlich  ans  einer  Arbeit  von  Lord  Rayleigh 
hergeleitet,  „On  Vibrations  of  an  Atmosphere",  Phil,  Mag.  (4),  29,  S.  178,  1890 
{Sc.  Papers,  Bd.  III,  S.  385).  Eine  Besprechung  über  den  Einfluß  eines  Tem- 
peraturgefälles nach  oben  auf  die  Fortpflanzung  von  Schallwellen  findet  sich  bei 
Reynolds,  „On  the  Refraction  of  Sound  by  the  Atmosphere**,  Proe,  B.  8.,  22, 
S.  631,  1874  {Sc.  Papers,  Bd.  I,  S.  89),  und  Lord  Rayleigh,  Theory  of  Sound,  §  888. 
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Die  flutartigen  Schwankungen  des  Druckee,  die  von  der  An- 
ziehung der  Sonne  und  des  Mondes  herrühren^  sind  sehr  gering.  Es 
folgt   aus   der   obigen  Analogie,   daß   der  Gleichgewichts  wert  s    der 

Kondensation  mit  -^  vergleichbar  ist,  wo  /"  die  in  §  179  definierte 

Große  ist.    Nehmen  wir  —  =  1,80  Fuß  (wie  für  die  Mondfluten)  und 

JGT  =  25  000  Fuß,  so  gibt  dies  für  die  Amplitude  von  s  den  Wert 
7,2  •  10-^  Wenn  die  normale  Höhe  des  Barometers  30  Zoll  betragt, 
so  bedeutet  dies  eine  Schwankung  von  nur  0,00216  Zoll. 

Im  Hinblick  auf  §  212  wird  man  erkennen,  daß  die  Analogie 
mit  den  Schwingungen  einer  inkompressiblen  Flüssigkeit  von  der 
Tiefe  H  nicht  gestört  wird,  wenn  wir  zu  den  Gezeitenschwingungen 
auf  einer  rotierenden  Kugel  übergehen.  Die  Höhe  H  der  homogenen 
Atmosphäre  fällt  nicht  viel  unter  einen  der  Werte  (29040  Fuß)  der 
Tiefe  des  Ozeans,  für  welche  die  halbtägigen  Gezeiten  von  Laplace 
berechnet  wurden.^)  Es  ergab  sich,  daß  die  Gezeiten  in  diesem  Falle 
direkt  waren,  und  daß  sie  am  Äquator  das  11,267-fache  ihres  Gleich- 
gewichtswertes hatten.  Auch  mit  diesem  Faktor  würde  die  ent- 
sprechende barometrische  Schwankung  nur  0,0243  Zoll  betragen.*) 

Die  regelmäßigsten  unter  allen  Schwankungen  des  Barometers 
haben  tägliche  und  halbtägige  Perioden,  die  aber  nicht  als  Sonnen- 
fluten gedeutet  werden  können,  da  in  diesem  Falle  die  entsprechenden 
Mondfluten  2,28  mal  so  groß  sein  würden,  während  sie  praktisch 
nicht  bemerkbar  sind. 

Die  beobachteten  Schwankungen  müssen  der  täglichen  Veränderung 
der  Temperatur  zugeschrieben  werden,  welche,  der  harmonischen 
Analyse  unterworfen,  Komponenten  ergeben,  deren  Perioden  1,  ^,  i,  i, ... 
eines  Sonnentages  sind.  Es  ist  sehr  bemerkenswert,  daß  die  zweite 
(nämlich  die  halbtägige)  Komponente  eine  beträchtlich  größere  Am- 
plitude als  die  erste  hat.  Es  ist  von  Lord  Kelvin  behauptet  worden, 
daß  die  Erklärung  dieser  Eigentümlichkeit  darin  zu  suchen  ist,  daß 
eine  größere  Übereinstimmung  für  die  Periode  der  halbtägigen  Kom- 
ponente mit  einer  freien  Periode  der  Erdatmosphäre  besteht,  als  es 
für  die  tägliche  Komponente  der  Fall  ist.  Die  Frage  ist  von  Margules 
zum  Gegenstand  einer  ausführlichen  Untersuchung  gemacht  worden, 
wobei  die  Erdrotation  in  Rechnung  gezogen  ist.') 

1)  Siehe  die  Tabelle  anf  S.  404  oben. 

2)  Yergl.  Laplace,  „Recherches  sur  plusienr  epoints  du  Systeme  du  monde*\ 
MSm,  de  VAead,  Boy.  des  Sciences,  1776  (1779)  {Oeuvres,  Bd.  IX,  S.  288).  Femer 
Mecaniqae  Cileste,  4.  Buch.  Kap.  5. 

3)   Wiener  Ber.,  Bd.  99,  S.  204,  1890. 
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Elftes  Kapitel. 

Zähigkeit 

§  805.  Der  hauptsächlichste  Gegenstand  dieses  Kapitels  ist  der 
Widerstand  gegen  Distorsion,  welcher  als  „Zähigkeä^'  oder  „innere 
Beümng*'  bekannt  ist  und  bei  allen  wirklichen  Flüssigkeiten  mehr 
oder  weniger  auftritt,  den  wir  aber  bisher  Temachlässigt  haben. 

Es  empfiehlt  sich,  einem  Plan,  der  bereits  bei  verschiedenen 
Gelegenheiten  zugrunde  gelegt  wurde,  zu  folgen  und  kurz  an  die  Grund- 
züge  der  allgemeinen  Theorie  eines  dynamischen  Sjstemes  zu  erinnern, 
welches  dem  Einfluß  dissipativer  Kräfte,  die  lineare  Funktionen  der 
generalisierten  Geschwindigkeiten  sind,  unterworfen  ist.^)  Dies  wird 
nicht  nur  deshalb  nützlich  sein,  weil  es  die  meisten  der  folgenden 
einzelnen  Untersuchungen  unter  einen  gemeinsamen  Gesichtspunkt 
bringt,  es  wird  auch  bisweilen  in  den  Hauptzügen  die  Resultate  an- 
deuten, welche  in  Fällen  zu  erwai*ten  sind,  die  der  mathematischen 
Behandlungsweise  noch  nicht  zuzüglich  sind. 

Wir  beginnen  mit  dem  Falle  eines  einzigen  Freiheitsgrades.  Die 
Bewegungsgleichung  ist  von  der  Form 

aq  +  bq  +  cq^Q.  (1) 

Hier  ist  q  eine  generalisierte  Koordinate,  welche  die  Ablenkung  aus 
einer  Gleichgewichtslage  bestimmt,  a  ist  der  Trägkeitskoeffizient,  der 
wesentlich  positiv  ist,  c  ist  der  Elastizitätskoeffizient,  der  bei  den 
Anwendungen,  die  wir  betrachten  werden,  positiv  sein  soll;  b  ist  der 
Reibungskoeffizient,  der  auch  positiv  ist.  Da  die  Glieder  auf  der 
linken  Seite  von  Gleichung  (1)  sich  verschieden  verhalten,  wenn  man 
das  Vorzeichen  von  t  ändert,  so  ist  die  Bewegung  eines  Sjstemes 
gemäß  einer  derartigen  Gleichung  nicht  umkehrbar. 
Wenn  wir 

r  =  ia3»,     V  =  icq*,    F=\bif  (2) 

1)  Bezüglich  einer  yoÜBtändigeren  Darstellung  der  Theorie  verweisen  wir 
anf  Lord  Rayleigh,  Theory  of  Sound,  Kap.  4  und  5;  Thomson  und  Tait, 
Natural  Philosophy  (2.  Aufl.),  §§  840-345;  Routh,  Advanced  Bigid  Dynamics, 
Kap.  6  und  7. 
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setzen^  so  kann  die  Gleichung  in  der  Form 

-^-(T  +  V)^-2F+Qq  (3) 

geschrieben  werden.    Dies  zeigt,  daß  der  Zuwachs  der  Energie  T  +  V 
kleiner  ist  als  im  Verhältnis  zu  der  von  der  äußeren  Kraft  geleisteten 
Arbeit.     Das  Glied  2F  stellt  also  die  Dissipation   der  Energie  pro 
Zeiteinheit  dar;  diese  ist  stets  positiv. 
Bei  einer  freien  Bewegung  haben  wir 

aq  +  hq  +  cq=^0.  (4) 

Wenn  wir  annehmen,  daß  q  sich  wie  e^'  verhält,  so  nimmt  die  Lösung 
je  nach  der  relativen  Wichtigkeit  des  Reibungsgliedes  verschiedene 
Formen  an.     Für  6*<4ac  haben  wir 

oder  etwa 

X^-^±iö.  (6) 

Folglich  lautet  die  vollständige  Lösung  in  reeller  Form 

g  =  -4e?    *  cos  (öt  +  e),  (7) 

wo  Ä  und  €  willkürlich  sind.  Die  Bewegungsart,  welche  hierdurch 
dargestellt  wird,  kann  als  eine  einfache  Schwingung  angesehen  werden, 
deren  Amplitude  sich  asymptotisch  der  0  nähert,  und  zwar  nach  dem 

Gesetz  e  *.  Die  Zeit  t,  in  welcher  die  Amplitude  auf  —  ihres  ur- 
sprünglichen Wertes  sinkt,  wird  bisweilen  als  „Dämpfangszeit'^  der 
Schwingungen  bezeichnet.^) 

Wenn  ^r-  klein  aegen   1/ -    ist,  so   ist  - —   eine   kleine   Größe 

zweiter  Ordnung,  und  die  Winkelgeschwindigkeit  6  der  Schwingung 
wird  dann  praktisch  durch  die  Reibung  nicht  beeinflußt.  Dies  ist 
immer  der  Fall,  wenn  die  Zeit  2^t,  in  welcher  die  Amplitude  auf 
den  Bruchteil  e"*^  (==  5J5)  ihres  Anfangswertes  fällt,  gegen  die  Periode 

—  groß  ist. 

Wenn  andererseits  6*>4ac,  so  sind  die  Werte  von  A  reell  und 
negativ.     Bezeichnen  wir  sie  mit  —  a^  und  —  Oj,  so  haben  wir 

g  =  ^l6-^»'  +  ^6-^'.  (8) 


1)  Im  Englischen:  ,,modiilu8  of  decay^S 


'« 
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Dies  stellt  eine  j,ap€riodische  Bewegung  dar,  das  System  geht  höchstens 
einmal  durch  seine  Gleichgewichtslage  und  nähert  sich  ihr  endlich 
asymptotisch. 

In  dem  kritischen  Falle  &^»-4ac  sind  die  beiden  Werte  von  k 
gleich;  wir  finden  dann  durch  gewöhnliche  Methoden 

q^{A  +  Bt)e-\  (9) 

was  ähnlich  gedeutet  werden  kann. 

Wenn   der   ReibungskoefiSzient  h   wächst^   so   gehen  die  beiden 

Größen  a^  und  a^  mehr  und  mehr  auseinander,  indem  die  eine  Ton 

h  c 

ihnen,  etwa  o^,  nach  dem  Werte  —  und  die  andere  nach  dem  Werte  , 

strebt.  Der  Einfluß  des  zweiten  Gliedes  in  (8)  nimmt  dann  rasch 
ab,  und  die  übrig  bleibende  Bewegung  ist  die  gleiche,  als  wenn  der 
Trägheitskoeffizient  a  null  wäre. 

§  306.    Wir  wollen  zimächst  die  Wirkung  einer   periodischen 
äußeren  Kraft  betrachten.     Nehmen  wir  an,  daß 

Q^C(f^ot^'\  (10) 

SO  gibt  die  Gleichung  (1): 

i «--r--7:-  (11) 


Setzen  wir 

1  —  ^^-^  =  i2  cos  6. 


a*a 


ab       7j    . 
—  =  ii  sm  £i 
c  * 


(12) 


wo  £i  zwischen  0®  und  180®  liegen  mag,  so  haben  wir 

'J-Tc'-'"-  (13) 

Nehmen  wir  die  reellen  Teile,  so  können  wir  sagen,  daß  die  E[raft 

^  =  C  cos  (6t  +  e)  (14) 

die  Schwingung 

g  ==  ^  cos  (<y^  +  £  —  £i)  (15) 

aufrecht  erhält. 
Da 

SO  findet  man  leicht,  daß  für  ?>*<4ac  die  Amplitude  am  größten 
ist,  wenn 
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wobei  sie  dann  den  Wert 

annimmt. 

Im  PaUe  verhatnismaßig  kleiner  Reibung   kann  ^^  aU  klein 

Yon  der  zweiten  Ordnung  angesehen  werden,  und  die  Amplitude  wird 
am  größten,  wenn  die  Periode  der  eingeprägten  Kraft  mit  derjenigen 
der  freien  Schwingung  übereinstimmt  (vergl.  §  167).    Die  Formel  (18) 

C 
zeigt  dann,  daß  die  maximale  Amplitude  zam  Gleichgewichts  wert 

im  Verhältnis  -—  steht,  welches  nach  der  Voraussetzung  groß   ist. 

Wenn  andererseits  &'>  4ac,  so  wächst  die  Amplitude  beständig, 

wenn  die  Winkelgeschwindigkeit  6  der  Schwingung  vermindert  wird, 

C 

und  nähert  sich  schließlich  dem  Gleichgewichtswert  —  • 

Es  folgt  femer  aus  (15)  imd  (12),  daß  die  maximale  Verrücknng 
dem  Maximum  der  Kraft  mit  einem  Phasenunterschied  folgt,  der 
gleich  e^  ist,  wo 

t^ge,^^~  (19) 

Wenn  die  Periode  länger  als  die  freie  Periode  bei  Abwesenheit  der 
Reibung  ist,  so  liegt  diese  Phasendifferenz  zwischen  0^  und  90^,  und 
im  entgegengesetzten  Falle  zwischen  90®  und  180^  Wenn  der  Reibungs- 
koeffizient b  verhältnismäßig  klein  ist,  so  weicht  das  Intervall   sehr 

wenig  von  0®  bzw.  180®  ab,  außer  wenn  6  dem  kritischen  Wert  1/— 

nahezu  gleich  ist.  Für  den  kritischen  Wert  selbst  ist  die  Phasen- 
differenz 90®. 

Der  Mittelwert  für  die  Dissipation  (hq^)  wird  leicht  zu 

i  7----*. (20) 

gefunden.     Dies  wird  am  größten,  wenn 


ö 


-  VI  ■ 


Wenn  die  Schwingungen  sehr  rasch  sind,  so  gibt  die  Formel  (11) 
näherungsweise 

i  =  -l  (21) 


a'a 


wie    in    §  167;    die   Trägheit    des    Systemes    hat   jetzt    vorwiegend 
Einfluß. 
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Wenn   andererseits  6  klein  ist,   so  hat  die  Yerrückung   nahezu 
den  Gleichgewichtswert 

«  =  ?•  (22) 

§  307.     Ein  interessantes  Beispiel  bieten  die  Gezeiten  in  einem 
Kanal  unter  dem  Äquator.^) 

Mit  dem  Reibungsglied  behaftet  lautet  die  Bewegungsgleichung 

dt*       **  et  + '^  a*»  +  ^'  vi) 

wo  die  Schreibweise  die  gleiche  wie  in  §  180  ist,*) 

Im  Falle  freier  Wellen  setzen  wir  X  =  0  nnd  nehmen  an,  daß 

I  =  ^  .  ei'+"'.  (2) 

Wir  finden 

X*  +  (il  +  iV  -=-  0, 
fo^lich 

X  =  -^(i±i(k*c*-\(i').  (3) 

Wenn  wir  das  Quadrat  von  ,7^  yemachlässigen^   gibt  dies  in  reeller 

Form 

i^Äe''if'*Gos{k(ci±x)  +  €}'  (4) 

Die  Dämpfungszeit  ist  2fi~^y  und  die  Wellengeschwindigkeit  wird  in 
erster  Annäherung  durch  die  Reibung  nicht  beeinflußt. 

Um  die  erzwungenen  Wellen  zu  finden ,  die  von  der  Anziehung 
des  Mondes  herrühren,  schreiben  wir  in  Übereinstimmung  mit  §  180 


x=,7/'("''+^+'), 


(5) 

wo   n    die  Winkelgeschwindigkeit   des   Mondes   in   Bezug   auf  einen 
festen  Meridian  und  a  der  Erdradius  ist.     Wir  finden 

I  = .;  -.       ,/ri\.     ,.e"KH.  (6) 

Für  die  Oberflächenerhebung  haben  wir  folglich 

wo  H^^  wie  in  §  179. 

Um  diese  Ausdrücke  in  reelle  Form  zu  bringen,   schreiben  wir 

1)  Airy,  „Tides  and  Waves",  §§  316  fiF. 

2)  Insbesondere  steht  jetzt  c'  für  ghy  wo  h  die  Tiefe  ist. 


Beispiel  aus  der  Theorie  der  Gezeiten. 
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wo  0  <  ;i;  <  90®.    Wir  finden  so,  daB  einer  Störungskraft 

X  =  -fsm2(n't  +  ^  +  e) 
die  horizontale  Yerrücknng 


(9) 


l  =  -T — .sm2(nt  +  ^  +  i-x)    (10) 


und  die  Oberflächenerhebung 


Hc' 


cos2(n7  +  J  +  £-x)     (11) 


entspricht. 

Da   in   diesen  Ausdrücken  nt  -] \-  b   den   Stundenwinkel   des 

a 

Mondes  für  den  Punkt  x  des  Eanales  mißt^  so  ergibt  sich,  daß  Hoch- 
wasser dem  Yorübergang  des  Mondes  in  einer  Zwischenzeit  t^  folgt, 

die  durch  nt^  «■  %  gegeben  ist. 

„'*  _ 

so  würden  wir  im  Falle  unendlich 


Wenn  c^  <  n'a*  oder  —  < 


h    .  n'*a 


«         9 

kleiner  Reibung  ;|r  =  90®  haben,  d.  h.  die  Oezeiten  würden  sich  „um- 
gekehrt" ergeben  (vergl.  §  180).  Bei  merklicher  Reibung  wird  % 
zwischen  90"  und  45"  liegen,  und  das  Hochwasser  wird  also  um  das 
Zeitintervall  beschleunigt,  das  dem  Winkel  90"  —  ;i;  entspricht. 

Wenn  andererseits  —  >  — ,  sodaß  die  Gezeiten  bei  Abwesenheit 

der  Reibung  „direkt"  sein  würden,  so  liegt  der  Wert  von  %  zwischen  0" 
und  45",   und  das  Hoch- 
wasser wird  um  das  Zeit- 
intervall verzögert,  welches 
diesem  Winkel  entspricht. 

Die  nebenstehenden 
Figuren  zeigen  die  beiden 
Fälle.  Die  Buchstaben  M 
und  M'  geben  die  Lagen 
des  Mondes  und  des  Gegen- 
mondes (siehe  S.  418)  an, 
die  in  der  Ebene  des  Äqua- 
tors liegen  sollen,  imd  die 
Pfeile  zeigen  die  Richtung 
der  Erdrotation. 

Es  ist  klar,  daß  in 
beiden     Fällen     die     An- 


JVfl 


JkT 


M^ 


Ziehung  des  störenden  Systems  auf  das  gehobene  Wasser  einem 
Eräftepaar  gleichwertig  ist,  das  das  Drehmoment  des  Systemes  Erde 
und  Meer  zu  vermindern  strebt. 
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Bei  der  Yorliegenden  Angabe  kann  die  Intensität  des  Kraftepaares 
leicht  berechnet  werden.  Ans  (9)  nnd  (11)  finden  wir  für  den  Mittel- 
wert der  Tangentialkraft,  welche  anf  das  gehobene  Wasser  pro  Einheit 
der  Oberflache  ausgeübt  wird, 

^fgXridx^-UWsiniz,  (12) 

0 

wo  h  die  vertikale  Amplitude  ist.  Da  die  positive  Richtung  von  X 
nach  Osten  zu  geht,  so  zeigt  dies,  daß  im  Durchschnitt  ein  Überschuß 
der  westlich  gerichteten  Kraft  vorhanden  ist.  Wenn  wir  mit  der 
Große  der  Wasseroberfläche  und  dem  Radius  a  multiplizieren,  erhalten 
wir  den  Betrag  des  verzögernden  Kraftepaares. 

Die  Wirkung  von  Phasendifferenzen  bei  der  Zusammensetzung 
zweier  Fluten,  für  welche  die  Werte  von  6  wenig  verschieden  sind, 
ist  bereits  in  §  223  erörtert  worden,  um  die  dort  gegebenen  Formeln 
auf  den  vorliegenden  Fall  anzupassen,  müssen  wir  6  =  2^,  €  ^2% 
schreiben.    Wir  finden  aus  Gleichung  (8)  oben^) 

^       ^X_ Italic* +  n*a')  ,-  «v 

de  ^  dn'       4 (c»  —  n^a^''  +  ^»n'*ä* *  ^^^^ 

Wenn  wir  zwei  fluterzeugende  Körper  mit  nahezu  gleichen  Perioden 
haben,  so  gibt  dieser  Ausdruck  das  Zeitintervall,  nach  welchem  die 
Springfluten  dem  Zeitpunkt  der  Konjunktion  oder  Opposition  folgen. 
Die  obige  Untersuchung  ist  wegen  ihres  theoretischen  Interesses 
wiedergegeben  worden;  aber  wenn  wir  sie  auf  die  wirklichen  Verhält- 
nisse der  Erde  anwenden  wollen,  so  scheinen  die  Phasenunterschiede, 
welche  sie  zu  erklären  im  Stande  ist,  gegen  die  wirklich  auftretenden 
völlig  unbedeutend  zu  sein.  Wenn  wir  uns  z.  B.  einen  breiten  Gürtel 
von  11250  Fuß  Tiefe  als  Meer  unter  dem  Äquator  denken,  haben  wir 
nach  (8)  und  nach  §  180 

tang2,  = ^-,. -!-=^- 0,191  x^^^, 

1  —  311 
a 

2 

wo  T  =-  —  die  Dämpfungszeit  der  freien  Schwingungen  ist.    Es  scheint 

naturgemäß,  anzunehmen,  daß  die  Dämpfungszeit  in  einem  solchen 
Fall  ein  beträchtliches  Vielfaches  des  Mondtages  sein  würde,  wonach 
die  Änderung  der  Hochwasserzeit,  die  durch  die  Reibung  hervor- 
gebracht würde,  mit 

•  — r  X  22  Minuten 

r      n 


1)  Vergl.  Airy,  „Tides  and  Wavee",  §§  328  fiF. 
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Tergleichbar  wäre.  Deshalb  können  wir  über  eine  Phasenverzögerong 
Yon  mehr  als  wenigen  Minuten  auf  diesem  Wege  keine  Rechenschaft 
geben. 

Eine  ähnliche  Grenze  besteht  für  den  Betrag  der  Verzögerung 
der  Springfluten,  wie  er  aus  Formel  (13)  berechnet  ist. 

Es  mag  zugegeben  werden,  daß  die  Einführung  des  Beibungs- 

gliedes  —  f^  0-;  üi  (1)  nur  ein  roher  Notbehelf  ist,  der  auf  allgemeine 

Weise  die  Wirkung  kleiner  dissipativer  Kräfte  darstellen  soll;  aber 
die  vorausgehende  Rechnung  stellt  zum  mindesten  die  Frage,  ob  die 
großen  Phasenunterschiede,  die  in  Wirklichkeit  bei  den  Fluten  vor- 
kommen, nicht  eher  der  Trägheit  des  Ozeans,  wie  sie  durch  die 
Konfiguration  seiner  Grenzen  bedingt  wird,  als  der  Reibimg  zu- 
zuschreiben seien.    VergL  §  323. 

Vielleicht  lohnt  es  sich,  die  numerische  Erläuterung  einen  Schritt 
weiter  zu  führen  und  die  Wirkung  des  verzögernden  Kräftepaares  auf 
die  Erdrotation  abzuschätzen.     Wir  haben 

4  n(f^a^ '  a^  '  -t:^  —  2  nglia^f  sin  2  j;  •  ö, 

wo  Qq  die  mittlere  Dichte  der  Erde,  a^  deren  Trägheitsradius,  n  deren 
Rotationsgeschwindigkeit  imd  6  der  Bruchteil  der  Oberfläche  ist,  der 
von  Wasser  bedeckt  wird.     Wir  können  dies  in  der  Form 

dt  ^  Qo    S    g^    ao*  ^ 

schreiben.     Wenn  wir  annehmen,  daß 

^  =  0,18,    ^  =  0,10,    ^-8,57.10-«,    ao«=;-a«, 

a  =  2,09.10^   ^  =  32,2, 
80  gibt  dies  mit  genügender  Annäherung 

^  =  -  9,17  X  10-»  sin  2%  •  6, 

oder  wenn  wir  den  Unterschied  zwischen  sin  2;i;  und  —  taug  2% 
vernachlässigen, 

^=--1,75x10-".  ^.^.e. 

dt  ^  X      n 

Dies  gibt  die  Verzögerung  in  Bogenmaß  pro  Sekunde  pro  Sekunde. 
In  Bogensekunden  pro  Jahrhundert  pro  Jahrhundert  ausgedrückt, 
wird  dies 

l=  =  -3590.i.i?. 

dt  X      n 
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Demgemäß  würde  die  Erde  in  einem  Jahrhundert  ungefähr 

12  ö T  Sekunden 

X      n 

verlieren^  im  Vergleich  mit  einer  genau  gehenden  Uhr^  mit  welcher 
sie  zu  Beginn  des  Jahrhunderts  im  Schritt  war.  Selbst  wenn  wir  0 
so  groß  wie  \  nehmen  (was  ganz  roh  den  Fall  eines  Meeres  am 
Äquator  darstellen  würdC;  das  von  den  zwei  Breitenkreisen  von  30^  n. 
und  8.  Br.  begrenzt  wäre)^  so  gibt  dies  mit  irgend  einem  zulässigen 
Werte  von  t  weniger  als  den  Bruchteil  einer  Sekunde.^) 

Es  ist  zum  mindesten  fraglich^  ob  Reibungskräfte,  wie  wir  sie 
uns  als  gegenwärtig  wirksam  denken  können,  genügend  sind,  irgend 
eine  merkliche  Verzögerung  der  Gezeiten  oder  eine  solche  Verzögerung 
der  Erdrotation  hervorzubringen,  wie  sie  bisweilen  aus  astronomischen 
Gh-ünden  geschlossen  worden  ist.  Aber  die  Untersuchung  der  Gezeiten 
in  einem  Falle,  wo  sowohl  gyrostatische  wie  Reibungsglieder  in  Betracht 
kämen,  wäre  erwünscht,  bevor  man  mit  Sicherheit  etwas  hierüber 
aussagen  könnte. 

§  308.  Wir  kehren  zu  der  allgemeinen  Theorie  zurück.  Es 
seien  ^n  92^  •  •  ->  9»  ^^  Koordinaten  eines  Systems,  welches  kon- 
servativen Kräften  unterliegen  soll,  die  von  seiner  Konfiguration 
abhängen,  femer  Kräften,  welche  sich  wie  die  Geschwindigkeiten 
verhalten,  und  schließlich  gegebenen  äußeren  Kräften.  Die  Glei- 
chungen fiir  kleine  Bewegungen  eines  solchen  Systemes  unter  den 
allgemeinsten  Voraussetzungen,  die  wir  machen  können,  werden  von 
der  Form 

lll  +  B,,q,  +  B,a,  + fl  +  ^,  (1) 

sein,  wo  die  kinetische  imd  potentielle  Energie  T  und  V  durch  Aus- 
drücke der  Form 

27=011^1*  +  «22ft'  +  •••  +  ^CLnk.q^  +  '•'  (2) 

2^"=  Cii«i'+  CMfe*+--  +  2q2gi3, +  •••  (3) 


1)  Betreffs  Schätzungen  der  Flutverzögerung  der  Erdrotation  unter  ver- 
schiedenen Annahmen,  die  sich  auf  die  Höhe  und  Phase  der  Fluten  heziehen, 
verweisen  wir  auf  Delaunay,  ,,Sur  Texistence  d'une  cause  nouvelle  ayant  une 
influence  sensible  sur  la  valeur  de  T^quation  s^culaire  de  la  Lune*',  Coniptes 
BenduSy  61,  1856,  und  Sir  W.  Thomson,  „On  the  Observations  and  Calculations 
required  to  find  the  Tidal  Retardation  of  the  Earth*s  Rotation",  Phil  Mag,  (4), 
31,  S.  538,  1866  (Math,  and  Fhys.  Papers,  Bd.  IE,  S.  337).  Die  erste  derartige 
Schätzung  scheint  Ferrel  im  Jahre  1853  ausgeführt  zu  haben. 
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gegeben  sind.     Es  ist  zu  beachten^  daß 

aber  wir  nehmen  nicht  an^  daß  B^,  und  B„  gleich  sind. 
Wenn  wir  jetzt 

K.-K-\ißr.+  B^)  (5) 

und 

ßr.--ß,r-^{Br.-B„)  (6) 

schreiben^  so  nimmt  die  typische  Gleichung  (1)  die  Form 

if|  +  H  +  ^-^^  +  ^-««  + a7,  +  «^  (^) 

an,  vorausgesetzt^  daß 

2F  =  6,,  j,«  +  6„  j,»  +  . . .  +  2  6„3,g,  +  ■  •  ■  (8) 

Aus  den  Gleichungen  in  dieser  Form  leiten  wir 

^^{T  +  V)  +  2F^SQA,  (9) 

ab.  Die  rechte  Seite  drückt  den  Betrag  aus^  mit  welchem  die  äußeren 
Kräfte  Arbeit  pro  Zeiteinheit  leisten.  Ein  Teil  dieser  Arbeit  trägt 
zur  Vermehrung  der  gesamten  Energie  T  -\-V  des  Systemes  bei;  der 
übrige  wird  von  unserem  Gesichtspunkt  aus  mit  der  Geschwindig- 
keit 2F  zerstreut.  Bei  Anwendung  auf  wirkliche  Probleme  ist  die 
Funktion  F  wesentlich  positiv;  sie  heißt  nach  Lord  Rayleigh,  dem 
man  ihre  formelle  Einführung  verdankt^  die  y^Dissipations-Funldion^^^) 
Die  Glieder  in  (7),  welche  von  F  herrühren,  mögen  als  y^BeibungS' 
gliede/^  unterschieden  werden.  Die  übrigen  Glieder  in  gj,  q^,  . . .,  j„, 
mit  Koeffizienten,  welche  der  Beziehung  ß^^  ^  —  ßsr  unterworfen  sind, 
sind  von  der  Form,  die  wir  bereits  bei  den  allgemeinen  Gleichungen 
eines  gyrostatischen  Systemes  getroffen  haben  (§  141);  sie  mögen 
deshalb  als  j^gyrostcUiscJie  Glieder*'  bezeichnet  werden. 

§  309.  Wenn  die  gyrostatischen  Glieder  fehlen,  so  reduziert 
sich  Gleichung  (7)  auf 

Wie  in  §  167  können  wir  annehmen,  daß  durch  Koordinaten- 
transformation die  Ausdrücke  für  T  und  V  auf  Summen  von  Quadraten 
reduziert  sind,  sodaß 

2T-a,3i«  +  a,3,«  +  .-.  +  a.g,»,  (11) 
2  F=  Ciäi*  +  c,3,'  +  •  •  •  +  c,g.».  (12) 

1)  „Some  General  Theorems  relating  to  Yibrations*^,  Froe,  Lond.  Math.  Soc.f  4, 
S.  867,  1878  (Sc.  Papers,  Bd.  I,  S.  170);  Theary  of  Sound,  §  81. 
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Es  kommt  oft,  wenn  auch  keineswegs  notwendig,  vor,  daß  dieselbe 
Transformation  auch  F  in  diese  Form  bringt,  also 

2F=h,q,^  +  \q,^  +  ...  +  \q,\  (13) 

Die  Gleichung  (10)  erhalt  dann  die  einfache  Form 

«r«r  +  ^«r  +  ^r^r  =  QrJ  (14) 

welche  in  §  305  besprochen  wurde.    Jede  Koordinate  q^  ändert  sich 
jetzt  unabhängig  von  den  übrigen. 

Wenn  F  nicht  durch  die  gleiche  Transformation  wie  T  und  V 
reduziert  wird,  so  lauten  die  Gleichungen  fQr  kleine  Bew^ungen 


(15) 


Die  Bewegung  ist  jetzt  verwickelter.  In  dem  Falle  freier 
Schwingungen  um  stabiles  Gleichgewicht  z.  B.  beschreibt  jedes  Teil- 
chen (bei  einer  Normalschwingung)  eine  elliptische  Bi^,  deren 
Achsen  nach  dem  Gesetze  6~"'  abnehmen. 

Die  Sache  wird  etwas  einfacher,  wenn  die  Reibungskoeffizienten  h^^ 
klein  sind,  da  dann  die  Normalschwingungen  fast  die  gleichen  werden, 
als  wenn  keine  Reibung  vorhanden  wäre.  Es  ergibt  sich  z.  B.  aus 
(15),  daß  eine  Art  freier  Bewegung  möglich  ist,  wo  die  Ver- 
änderung hauptsächlich  an  einer  einzigen  Koordinate  q^  stattfindet. 
Die  r*®  Gleichung  reduziert  sich  dann  auf 

a/q^  +  b^q^  +  c^q^  «  0,  (16) 

wobei  wir  die  Glieder  weggelassen  haben,  in  denen  die  verhältnis- 
mäßig kleinen  Größen  ^1,^27...)^,,  (außer  q^  mit  den  kleinen  Ko- 
effizienten 6^1,  6^,  . . .,  b^^  behaftet  sind.  Wir  haben  in  §  305  ge- 
sehen, daß  fiir  kleines  b„  die  Lösung  von  (16)  die  Form 

q^^Ae  ^  cos {pi  +  i)  (17) 

hat,  wo 

1  ft^        ^       icJ\\ 


t>  •'  =  ©•  (1^) 


Die  verhältnismäßig  kleinen  Änderungen  der  übrigen  Koordinaten 
werden  dann  durch  die  übrigen  Gleichungen  des  Systemes  (15)  ge- 
geben.   Wir  haben  z.  B.  mit  den  gleichen  Annäherungen 

«.?.  +  \Ar  +  c,q.  =  0,  (19) 
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folglich  ^ 

Außer  in  dem  Falle^  wo  zwei  Normalschwingungen  nahezu  gleiche 
Perioden  haben,  werden  die  elliptischen  Bahnen  der  Teilchen  unter 
den  gemachten  Annahmen  sehr  gestreckt. 

Wenn  wir  angenommen  Mtten,  daß 

g^  =»  a  cos  (6t  +  £),  (21) 

wo  6  denselben  Wert  hat,  als  wenn  keine  Reibung  vorhanden  wäre, 
während  a  sich  mit  der  Zeit  langsam  andern  mag,  und  femer,  daß 
die  Veränderungen  der  übrigen  Koordinaten  verhältnismäßig  klein 
sind,  so  würden  wir  nahezu 

T  +  r-^  ^a,q>  +  ^e,q/  =  itf»a,a»  (22) 

finden.    Ferner  ist  die  Dissipation  gleich 

2F  -  6^3,«, 
deren  Mittelwert  nahezu 

^6'b„a*  (23) 

beträgt.  Setzen  wir  folglich  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die 
Energie  abnimmt,  dem  Mittelwerte  der  Dissipation  gleich,  so  er- 
halten wir 

folglich 

a  -  a^e~,  (25) 

wenn,  wie  in  §  305, 

r-i  =  i^.  (26) 

Diese  Methode,  die  Dämpfung  der  Schwingungen  zu  ermitteln,  ist 
bisweilen  in  Fällen  gebräuchlich,  wo  die  vollständige  Bestimmung 
der  Bewegung,  wie  sie  durch  die  Reibung  beeinflußt  wird,  schwierig 
sein  würde  (vergl.  §§  331  und  338). 

Wenn  die  Reibungskoeffizienten  verhältnismäßig  groß  sind,  so 
wird  die  Trägheit  des  Systemes  ohne  Einfluß;  und  das  passendste 
Koordinatensystem  ist  dasjenige,  welches  F  und  V  gleichzeitig  auf 
Summen  von  Quadraten,  etwa 

2^"  =  Ml»  +  Ms* +  •••  +  «•.?,* 


(27) 


reduziert.    Die  Gleichungen  der  freien  Bewegung  haben  dann  die  Form 

Kir  +  CAr  -  0,  (28) 
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folglich  __£ 

ir-Ce   \  (29) 

wenn 


K 


(30) 


§  310.  Wenn  in  den  Gnmdgleichongen  sowohl  gyrostatische 
wie  Reibungsglieder  vorhanden  sind^  so  ist  die  Theorie  natürlich  ver- 
wickelter. Es  muß  hier  gendgen,  den  Fall  von  zwei  Freiheitsgraden 
zu  betrachten,  mit  der  Absicht,  einen  Punkt  weiter  au&uklären,  der 
in  §  205  besprochen  wurde. 

Die  Bewegungsgleichungen  haben  jetzt  die  Formen 

Um  die  freien  Schwingungen  zu  bestimmen,  setzen  wir  Q^  =  0,  öj  =  0, 
und  nehmen  an,  daß  q^  und  q^  sich  wie  €^^  verhalten.  Dies  führt 
zu  folgender  Gleichung  vierten  Gh-ades  in  k: 

+  (^i^  +  &22O^  +  q^  =  0r  ^  ^ 

Es  läßt  sich  mit  Hilfe  der  von  Routh^)  gegebenen  Kriterien  leicht 
zeigen,  daß  in  dem  vorliegenden  Falle,  wo  die  Größen 

^,    Ö2>    \\9    ^22  7    ^11^22  ^12 

alle  positiv  sind,  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür, 
daß  die  reellen  Teile  der  Wurzeln  dieser  Gleichung  alle  negativ  sein 
sollen,  die  ist,  daß  (\  und  c^  beide  positiv  sein  müssen. 

Wenn  wir  Glieder  zweiter  Ordnung  in  den  Reibungskoeffizienten 
vernachlässigen,  kann  derselbe  Schluß  direkter  auf  folgende  Weise 
erhalten  werden.  Unter  dieser  Annahme  sind  die  Wurzeln  von  (2) 
näherungsweise 

^==  —  «1±^<^U       —  ^2±^<^2>  (3) 

WO  6^  und  (jj  in  erster  Annäherung  dieselben  Werte  wie  in  dem 
Falle  haben,  wo  keine  Reibung  vorhanden  ist;  d.  h.  6^  und  6^  sind 
die  Wurzeln  von 

ö^i»2^  —  (ö^^i  +  «1^  +  ß^)  ^*  +  ^^2  =  0,  (4) 

während  a^  und  a^  durch 


1)  Advanced  Rigid  Dynamics,  §  287. 
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bestimmt  werden.  Es  ist  klar^  daß  c^  imd  c^  dasselbe  Vorzeichen 
haben  müssen,  wenn  6^  und  6^  reell  sein  sollen,  und  daß  femer  dieses 
Vorzeichen  das  positive  sein  muß,  wenn  a^  und  cc^  positiv  sein  sollen. 
Wenn  umgekehrt  q  und  c^   beide   positiv   sind,   so   sind  die  Werte 

von  ö^^  und  tfj*  reell  und  positiv,  und  die  Größen  —  und  —    liegen 

zwischen  ihnen.  Es  ergibt  sich  dann  leicht  aus  (5),  daß  a^  und  a^ 
beide  positiv  sind.^) 

Wenn  einer  der  Koeffizienten  q  und  c^,  z.  B.  c^,  null  ist,  so 
verschwindet  auch  einer  der  Werte  von  6^  z.  B.  62^  was  eine  freie 
Schwingung  von  unendlich  langer  Periode  anzeigt.    Wir  haben  dann 

Wie  in  §  205  könnten  wir  die  Ausdrücke  für  die  erzwungenen 
Schwingungen  in  dem  allgemeinen  Falle  leicht  hinschreiben,  wo  Q^ 
und  Q^  sich  wie  ef^*  ändern,  aber  wir  wollen  hier  insbesondere  den 
Fall  betrachten,  wo  c,  «  0  und  Q^^O.  Die  Gleichimgen  (1)  geben  dann 


(7) 


(q  -  6*a^  +  iöb^i)  q^  +  (b^^  +  /3)  «2  -  Qi 

its  (61,  —  /?)«!+  {i^(h  +  ht)  «2  ="  0 
folglich 

Dies  kann  auch  folgendermaßen  geschrieben  werden: 

„     ^  ^^+^MI Q  (Q\ 

^1       a,a,  { (icr  +  «,)« +  er,« }  (icr  +  a.)  '^i *  W 

Unser   Hauptzweck   ist   der,   den   Fall   einer   Störungskraft   von 
langer  Periode  zu  erörtern,  und  zwar  wegen  dessen  Bedeutung  für  die 


1)  Ein  einfaches  Beispiel  zu  der  obigen  Theorie  ist  das  eines  Massen- 
teilchens, welches  sich  in  einer  ellipsoidalen  Schale  bewegt,  die  um  eine  ver- 
tikale Achse  rotiert.  Wenn  die  Schale  glatt  ist,  so  wird  das  Teilchen  im 
untersten  Punkt  in  stabilem  Gleichgewicht  sein,  aofier  wenn  die  Periode  der 
Rotation  zwischen  denjenigen  der  beiden  Normalschwingongen  (je  eine  in 
einer  vertikalen  Hauptebene)  liegt,  welche  möglich  sind,  wenn  die  Schale  in 
Ruhe  ist.  Wenn  aber  Reibung  zwischen  dem  Massenpunkt  und  der  Schale 
in  Betracht  kommt,  dann  wird  das  Gleichgewicht  nur  so  lange  „säkul&r*^  stabil 
sein,  als  die  Rotationsperiode  länger  als  diejenige  der  langsameren  der  beiden 
genannten  Normalschwingungen  ist.  Wenn  die  Rotation  schneller  vor  sich 
geht,  so  wird  das  Teilchen,  wenn  sie  je  zufällig  gestört  wird,  sich  allmählich 
aus  der  früheren  Lage  entfernen,  um  endlich  in  eine  Lage  des  relativen  Gleich- 
gewichts zu  kommen,  wobei  es  mit  der  Schale  rotiert,  gerade  wie  bei  dem 
sogenannten  konischen  Pendel.  In  diesem  Zustand  besitzt  das  zusammen- 
gesetzte System  von  Massenteilchen  und  Schale  weniger  Energie  für  gleiches 
Drehmoment,  als  wenn  das  Teilchen  im  untersten  Punkt  geblieben  wäre. 

Lamb,  HydrodynAinik.  42 
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Laplacescbe  Ansiclit  betreffs  der  vierzelmtagigeii  Flut  (§  216).  Wir 
wollen  deshalb  annehmen;  dafi  das  Verhältnis  -  sowohl  wie  -^  groß 
ist.     Die  Formel  reduziert  sich  dann  auf 

Alles  kommt  jetzt  auf  die  Werte  der  Verhältnisse  —  und  ^  hinaus. 

...  "»  ^" 

Wenn  6  so  klein  ist^  daß  beide  yemachlässigt  werden  können,  haben  wir 

3i=-f»  (11) 

in  Übereinstimmung  mit  der  Gleichgewichtstheorie.  Hier  ist  die 
Annahme  gemacht  worden^  daß  die  Periode  der  eingepnlgten  Ejraft 
groß  gegen  die  Zeit  ist,  in  welcher  freie  Bewegungen  infolge  der 
Reibung  auf  den  e~'^ten  Betrag  ihrer  ursprünglichen  Amplituden 
fallen  würden.  Diese  Bedingung  wird  im  Falle  der  yierzehntägigen 
Flut  wahrscheinlich  bei  weitem  nicht  erfüllt.     Wenn  wir  in  näherer 

Übereinstimmung  mit  den  wirklichen  Verhältnissen  annehmen,  daß  ^ 
und  j-^  groß  sind,  so  erhalten  wir 


^fi 


^^^S^^^^V'^-  (^2> 


wie  in  §  205  (24). 


Zähigkeit. 

§  311.  Wir  gehen  dazu  über,  die  besondere  Art  des  Wider- 
standes zu  betrachten,  der  bei  Flüssigkeiten  auftritt.  Die  Methoden, 
die  wir  gebrauchen  werden,  sind  notwendigerweise  dieselben,  die  auf 
den  Widerstand  gegen  Deformation  anwendbar  sind,  der  als  Elastizität 
bekannt  und  für  die  festen  Körper  charakteristisch  ist.  Die  beiden 
Klassen  von  Erscheinungen  sind  zwar  physikalisch  verschieden, 
da  die  letztere  von  den  Gestaltsändenmgen  selbst  abhängt,  die 
erstere  dagegen  von  der  Geschwindigkeit  der  Oestaltsänderung;  die 
passenden  mathematischen  Methoden  sind  jedoch  zum  größten  Teil 
identisch. 

Wenn  wir  uns  drei  Ebenen  senkrecht  zu  den  Koordinatenachsen 
durch  einen  Punkt  P  gezogen  denken,  so  können  die  drei  Kom- 
ponenten der  Spannung  pro  Flächeneinheit,  die  auf  die  erste  dieser 
Ebenen  wirken,  mit  p^^,  p^^^  p^^  bezeichnet  werden,  die  Spannungs- 
komponenten auf  die  zweite  Ebene  mit  p^^,  p^^,  p^,,  imd  diejenigen 
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auf  die  dritte  Ebene  mit  p,^,  p^^,  Ptg-^)  Wenn  wir  unsere  Aufmerk- 
samkeit auf  ein  Element  Sxäydis  richten,  das  seinen  Mittelpunkt  in 
P  hat,  so  finden  wir,  indem  wir  die  Momente  nehmen,  und  durch 
dxSySfs  dividieren 


Pyz'^^PzyJ     P.x^Px.J     Pxy=^P 


ffX9 


WO  die  äußeren  Ejrafiie  und  die  kinetischen  Gegenwirkungen  weg- 
gelassen sind,  da  sie  kleine  Größen  höherer  Ordnung  als  die  Ober- 
flächenspannungen sind.  Diese  Gleichheiten  reduzieren  die  neun 
Spannungskomponenten  auf  sechs;  in  dem  Falle  einer  zähen  Flüssig- 
keit werden  sie  sich  auch  unabhängig  aus  den  Ausdrücken  für 
Pyz}PgxyPxy  ^8  Funktionen  der  Deformationsgeschwindigkeiten  ergeben, 
die  sogleich  erörtert  werden  sollen  (§  313). 


§  312.  Es  ergibt  sich  nach  den  §§  1  und  2,  daß  in  einer 
Flüssigkeit  die  Abweichung  des  Spannungszustandes,  der  durch 
Pxx)  Pxyy  •  •  •  ausgedrückt  wird,  von  demjenigen  eines  nach  allen 
Richtungen  gleichförmigen  Druckes  allein  durch  die  Deformations- 
bewegung in  der  unmittelbaren  Nähe  von  P  bedingt  ist,  d.  h.  durch 
die  sechs  Größen  ß,  6,  <?,  f,  g,  ä,  welche,  wie  in  §  30  gezeigt  wurde, 
diese  Deformationsbewegung  bestimmen.  Bevor  wir  dazu  übergehen, 
Pxxf  Pxy* .  •  •  als  Funktionen  dieser  sechs  Größen  auszudrücken,  empfiehlt 
es  sich,  gewisse  Transformationsformeln  aufzustellen. 

Wir  wollen  Px',  Py\  Pa    in   den  Richtungen  der  Hauptachsen 
der  Deformationsbewegung  in  P  ziehen,  und  es  seien 
a\  Vy  c   die  Geschwindigkeiten  der  Ausdehnung  nach 
diesen  Richtungen.     Femer  sei  die  gegenseitige  Lage  x' 
der  Achsensysteme  Xy  y,  0  und   a:',  y',  /  in  der  ge-  y' 
wohnlichen  Weise  durch  die  nebenstehende  Tabelle  der 
Richtungskosinusse  bestimmt.    Wir  haben  dann 

Folglich 


X 

y 

e 

h, 

m^, 

»u 

h, 

w„ 

«„ 

h, 

Wj, 

*»»• 

(1) 


1)  In  Übereinstimmung  mit  dem  gewöhnlichen  Gebrauch  der  Elaatizitäts- 
theorie  rechnen  wir  einen  Zug  als  positiv  und  einen  Druck  als  negativ.  Im 
Falle  einer  reibungslosen  Flüssigkeit  haben  wir 

Pxx  '^Jryy^Ptg  *^  P' 
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Laplacesche  Ansicht  betreffs  der  yierzehntägigen  Flut  (§  216).  Wir 
wollen  deshalb  annehmen^  daß  das  Verhältnis  —  sowohl  wie  -^  groß 
ist.     Die  Formel  reduziert  sich  dann  auf 

«X  -  5:5;^.(i7+ o.)  «X  -  — (|:p7) «'  •  (^^) 

Alles  kommt  jetzt  auf  die  Werte  der  Verhältnisse  —  und  ^  hinaas. 

...  "^^  ^" 

Wenn  6  so  klein  ist;  daß  beide  yemachlässigt  werden  können,  haben  wir 

in  Übereinstimmung  mit  der  Gleichgewichtstheorie.  Hier  ist  die 
Annahme  gemacht  worden,  daß  die  Periode  der  eingeprägten  Kraft 
groß  gegen  die  Zeit  ist,  in  welcher  freie  Bewegungen  infolge  der 
Reibung  auf  den  e-^'^ten  Betrag  ihrer  ursprünglichen  Amplituden 
fallen  würden.  Diese  Bedingung  wird  im  Falle  der  yierzehntägigen 
Flut  wahrscheinlich  bei  weitem  nicht  erfilllt.     Wenn  wir  in  näherer 

Übereinstimmung  mit  den  wirklichen  Verhältnissen  annehmen,  daß  — 
und  J-*  groß  sind,  so  erhalten  wir 

wie  in  §  205  (24). 

Zähigkeit. 

§  311.  Wir  gehen  dazu  über,  die  besondere  Art  des  Wider- 
standes zu  betrachten,  der  bei  Flüssigkeiten  auftritt.  Die  Methoden, 
die  wir  gebrauchen  werden,  sind  notwendigerweise  dieselben,  die  auf 
den  Widerstand  gegen  Deformation  anwendbar  sind,  der  als  Elastizität 
bekannt  und  für  die  festen  Körper  charakteristisch  ist.  Die  beiden 
Klassen  von  Erscheinungen  sind  zwar  physikalisch  verschieden, 
da  die  letztere  von  den  Gestaltsänderungen  selbst  abhängt,  die 
erstere  dagegen  von  der  Geschwindigkeit  der  Gestaltfiänderung;  die 
passenden  mathematischen  Methoden  sind  jedoch  zum  größten  Teil 
identisch. 

Wenn  wir  uns  drei  Ebenen  senkrecht  zu  den  Koordinatenachsen 
durch  einen  Punkt  P  gezogen  denken,  so  können  die  drei  Kom- 
ponenten der  Spannung  pro  Flächeneinheit,  die  auf  die  erste  dieser 
Ebenen  wirken,  mit  p^^,  j^xy)  Pxz  bezeichnet  werden,  die  Spannungs- 
komponenten auf  die  zweite  Ebene  mit  p^^,  p^^y  p^,,  imd  diejenigen 
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auf  die  dritte  Ebene  mit  p,,,  p^^y  JP„-0  Wenn  wir  unsere  Aufmerk- 
samkeit auf  ein  Element  dxöyde  richten^  das  seinen  Mittelpunkt  in 
P  hat,  so  finden  wir,  indem  wir  die  Momente  nehmen,  und  durch 
Sxdydss  dividieren 

WO  die  äußeren  Kräfte  imd  die  kinetischen  Gegenwirkungen  weg- 
gelassen sind,  da  sie  kleine  Größen  höherer  Ordnung  als  die  Ober- 
flächenspannungen sind.  Diese  Gleichheiten  reduzieren  die  neun 
Spannungskomponenten  auf  sechs;  in  dem  Falle  einer  zähen  Flüssig- 
keit werden  sie  sich  auch  unabhängig  aus  den  Ausdrücken  für 
PyzjPtxjPxy  ^8  Funktionen  der  Deformationsgeschwindigkeiten  ergeben, 
die  sogleich  erörtert  werden  sollen  (§  313). 


§  812.  Es  ergibt  sich  nach  den  §§  1  und  2,  daß  in  einer 
Flüssigkeit  die  Abweichung  des  Spannungszustandes,  der  durch 
PxxJ  Pxy}  ' '  •  ausgedrückt  wird,  von  demjenigen  eines  nach  allen 
Richtungen  gleichförmigen  Druckes  allein  durch  die  Deformations- 
bewegung in  der  unmittelbaren  Nähe  von  P  bedingt  ist,  d.  h.  durch 
die  sechs  Größen  «,  6,  c,  /",  g,  A,  welche,  wie  in  §  30  gezeigt  wurde, 
diese  Deformationsbewegung  bestimmen.  Bevor  wir  dazu  übergehen, 
Pxxy  Pxy}  •  •  •  als  Funktionen  dieser  sechs  Größen  auszudrücken,  empfiehlt 
es  sich,  gewisse  Transformationsformeln  aufzustellen. 

Wir  wollen  Px\  Py,  Pz    in  den  Richtungen  der  Hauptachsen 
der  Deformationsbewegung  in  P  ziehen,  und  es  seien 
a\  V,  c   die  Geschwindigkeiten  der  Ausdehnung  nach 
diesen  Richtungen.     Femer  sei  die  gegenseitige  Lage  x' 
der  Achsensysteme  Xy  y,  z  und   x'y  y ,  z'  in  der  ge-  y' 
wohnlichen  Weise  durch  die  nebenstehende  Tabelle  der 
Richtungskosinusse  bestimmt.    Wir  haben  dann 

Folglich 

h  =*  m^a  -f  m^^V  +  m^c  },  (1) 


X 

y 

e 

k, 

«»1, 

«1, 

h, 

w,, 

«1, 

h, 

»»„ 

»8- 

1)  In  Übereinstimmung  mit  dem  gewöhnlichen  Gebranch  der  Elastizitäts- 
theorie rechnen  wir  einen  Zug  als  positiv  und  einen  Druck  als  negativ.  Im 
Falle  einer  reibungslosen  Flüssigkeit  haben  wir 

Pxx       Pyy  ^^  P»t  P' 

42* 
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wo  die  beiden  letzten  Beziehungen  der  Symmetrie  gemäß  hingeschrieben 
sind.     Wir  bemerken^  daß 

a  +  b  +  c-^a'  +  V  +  c\  (2) 

wie  zu  erwarten  war,  da  jede  Seite  die  räumliche  Dilatation  mißt  (§  7). 
Femer 

dw   ,   dv      /        d     .  d     .  ^  \  /       f    i         f    ,  r\ 

a7  +  ä'«  ■=  r»  ä^' +  "^  ä7  +  "*»  ä?)  ("i"  +"»"  +"»«'^ 

was  mit  den  beiden  anderen  derartigen  Formeln 

g^n^l^a    +  n^l^V  +  n^l^c    \  (3) 

ergibt.  *  "  ^1^1^'  +  ^«*^*«^'  +  ^»*^«^'  ^ 

§  813.  Aus  der  Symmetrie  der  Verhältnisse  ist  klar,  daß  die 
Spannungen,  die  in  P  auf  die  Ebenen  yV,  tfx\  xy  wirken,  gegen 
diese  senkrecht  sein  müssen.  Wir  wollen  sie  mitp^,  jpg^l^s  bezeichnen. 
In  der  Figur  des  §  2  mag  ABC  jetzt  eine  Ebene  danstellen,  die 
senkrecht  zu  o?  in  unmittelbarer  Nähe  von  P  gezogen  ist  und  die 
Achsen  x\  y\  z'  in  Ä,  B,  C  trifPt;  schließlich  soll  A  die  Fläche  ABC 
bezeichnen.  Die  Flächen  der  übrigen  Seiten  des  Tetraeders  PABC 
werden  dann  Z^A,  Z^A,  l^A  sein.  Bilden  wir  die  a:-Eomponenten  der 
Kräfte,  die  auf  das  Tetraeder  wirken,  so  finden  wir 

wo  die  äußeren  Kräfte  und  die  Beschleunigungswidersi^de  aus  dem- 
selben Grunde  wie  vorher  weggelassen  sind.  Hieraus,  sowie  durch 
ähnliche  Überlegungen,  erhalten  wir  folglich 

Pxx-Pih^   +Pih^   +Pzh^ 

Pyy  "-PlW  +  Pi^i*  +  ft  V      •  (1) 

p,z  '-Pi^i^  +jPiV  +ÄV 

Wir  bemerken,  daß 

Pxz+Pyy  +  Pzz  -Pi  +Pi  +Pz'  (2) 

Also  ist  das  arithmetische  Mittel  der  drei  Normalkomponenten  der 
Drucke  im  Punkte  P  auf  jede  drei  zueinander  senkrechte  Ebenen 
dasselbe.  Wir  werden  diesen  Mittelwert  des  Druckes  mitp  bezeichnen.*) 

1)  Die  Frage  bleibt  natürlich  insoweit  offen,  ob  im  Falle  eines  Gases 
der  Mittelwert  des  Druckes  eine  Funktion  der  Dichte  und  Temperatur  allein  ist 
(wie  bei  dem  statischen  Zustand,  auf  welchen  die  Gesetze  von  Bojle  und  Dalton 
sich  zunächst  beziehen),  oder  ob  er  auch  von  der  räumlichen  Dilatation  in  dem 
Punkte  {x,  y^  z)  abhängen  mag.     Siehe  §  341  unten. 
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Bilden  wir  femer  die  Komponenten  parallel  zur  y- Achse,  so  er- 
balten wir  die  dritte  Gleichung  des  folgenden  symmetrischen  Systemes: 

Py»  =  Pl^l^l  +  P%^i^  +P3^Z^] 

Psx-Pi^ih    +Pi^ih    +1>8«8^8     •  (3) 

Diese  zeigen^  daß 

Pps'^PBpy    Psx'^Px»y     Pxp'^Pfx} 

wie  unabhängig  in  §  311  bewiesen  war. 

Wenn  wir  wiederum  in  derselben  Figur  annehmen,  daß  PA, 
PB,  PC  parallel  zu  x,  y,  z  gezogen  sind,  während  ABC  eine  Ebene 
ist,  die  nahe  bei  P  gezogen  ist,  und  deren  Richtungskosinusse  Z,  m,  n 
sind,  so  finden  wir  auf  dieselbe  Weise,  daß  die  Komponenten  der 
Spannung,'  die  auf  diese  Ebene  wirkt,  die  folgenden  sind: 

Pkx-^Pxx  +  ^Pxy  +  ^Pxs] 

Pky  =  ^Pyx  +  ^Pyy  +  ^Pys     '  (4) 

Pks  -  hsx  +  ^Ay  +  ^Pss  1 

§  814.  Es  unterscheiden  sich  nun  Pi,Pi,  Ps  ^^^  ~P  ^^  Größen, 
die  von  der  Deformationsbewegung  abhängen,  und  welche  deshalb 
Funktionen  von  a',  V,  c  allein  sein  müssen.  Die  einfachste  Annahme, 
die  wir  hierüber  machen  können,  ist  die,  daß  diese  Funktionen  linear 
sind.     Wir  schreiben  deshalb 

Pi--P  +  ^(«  +i'  +  c)  +  2^a'| 

ft  =  -p  +  X(a'  +  6'  +  c)  +  2ft6'  ,  (1) 

Pz  =  -1>  +  A(a  +  6'  +  O  +  2ftc'J 

wo  k  imd  ^  Konstante  sind,  die  von  der  Art  der  Flüssigkeit  und 
ihrem  physikalischen  Zustand  abhängen.  Dies  bildet  in  der  Tat  die 
allgemeinste  Annahme,  die  mit  den  obigen  Voraussetzungen  und  mit 
der  Symmetrie  vereinbar  ist.  Setzen  wir  diese  Werte  von  Pu  p%j  p^ 
in  (1)  und  (3)  des  §  313  ein,  und  verwenden  wir  die  Ergebnisse  des 
§  312,  so  finden  wir 

Pyy--p  +  Ka  +  l  +  c)  +  2tLlV  (2) 

p,,  =—1?  + A(a  +  6  +  c)  +  2ftcJ 

P.x-^mV  (3) 

A,  =2ftAj 
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Die  Definition  von  p,  die  in  §  313  angenommen  wurde ,  enthält 
die  Beziehung 

3A  +  2^  =  0.  (4) 

Es   ergeben   sich   also   sohließlich   nach  Einführung  der  Werte   von 
a;  b,  Cj  fy  g,  h  aus  §  30  die  folgenden  Gleichungen: 


«      /du  .  dv    .  dw\   .   Q     cu\ 


dy 

«      (du   .   dv    ,   dw\    .   g.      dv 

^dii   ,   dv    ,   dw\    ,   c\     dw 


'yy  ^       ^^\dx  '  dy  '    dzj   '  ^^  dy 

„      (du   .   dv    .   dv3\    ,   Q 


(5) 


[du>   ,   dv\  \ 

(du    .    dvA 
ßv    ,   du\ 


(6) 


Die  Eonstante  /[t  heißt  der  ^^Reibungskoeffizient^,  Dessen  physika> 
lische  Bedeutung  kann  durch  den  Fall  der  sogenannten  Laminar- 
bewegung (§  30)  erläutert  werden.  Wenn  nämlich  die  Flüssigkeit 
sich  in  einem  System  von  parallelen  Ebenen  bewegt,  und  die  Ge- 
schwindigkeit überall  dieselbe  Richtung  hat  und  ihrer  Größe  nach 
der  Entfernung  von  einer  festen  Ebene  des  Systemes  proportional 
ist,  dann  wird  jede  Flüssigkeitsschicht  auf  die  benachbarte  einen 
tangentialen  Zug  ausüben,  der  der  Relativbewegung  entgegenwirkt, 
und  dessen  Betrag  pro  Flächeneinheit  das  ft- fache  des  Geschwindig- 
keitsgefalles  senkrecht  zu  den  Ebenen  ist.  Durch  Zeichen  ausgedrückt 
haben  wir,  wenn  u  =  ay,  v  ==  0,  w;  =  0, 

Wenn  \_M^,  [L],  [T]  die  Einheiten  der  Masse,  Länge  und  Zeit 
bezeichnen,  so  hat  p  die  Dimensionen  [ilfL"^T~*].  Diejenigen  der 
Deformationsbewegung  (a,  b,  c,  , , .)  sind  [T~^],  folglich  hat  fi  die 
Dimensionen  [ML-^T-^]. 

Die  Spannungen  in  verschiedenen  Flüssigkeiten  unter  ähnlichen 
Verhältnissen  der  Bewegung  werden  den  entsprechenden  Werten  Ton 
fi  proportional  sein.  Wenn  wir  aber  ihre  Wirkungen  betreffs  Änderung 
der  vorhandenen  Bewegung  vergleichen  wollen,  wird  es  nötig,  das 
Verhältnis  dieser  Spannungen  zur  Trägheit  der  Flüssigkeit  zu  be- 
rücksichtigen.    Von   diesem    Gesichtspunkt   aus   ist   die  maßgebende 

Größe    das  Verhältnis  -'^ ;    es   ist  deshalb  passend,    dieses  durch  ein 

besonderes   Zeichen  v   zu   unterscheiden,    was   von  Maxwell   als    der 
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,jkinematis(M  BeibungsJcoeffißienf^  bezeichnet  wurde.  Die  Dimensionen 
von  V  sind  [L*T-^y) 

Es  ist  zu  bemerken,  daß  die  oben  gemachte  Annahme,  wonach 
die  Spannimgen  p^^y  p^^,  . . .  durch  lineare  Fimktionen  der  Ge- 
schwindigkeiten der  Deformation  ausgedrückt  sind,  von  rein  heuristi- 
schem Charakter  ist.  Obgleich  sie  von  vornherein  eine  große  Wahr- 
scheinlichkeit im  Fall  unendlich  kleiner  Bewegung  besitzen  mag,  so 
sind  wir  dennoch  keineswegs  dadurch  berechtigt,  zu  schließen,  daß 
sie  ganz  allgemein  gilt.  Es  wurde  jedoch  von  Prof.  Osbome  Reynolds*) 
darauf  aufmerksam  gemacht,  daß  die  Versuche  von  Poiseuille  imd 
anderen,  von  denen  sogleich  die  Rede  sein  wird  (§  319),  eine  sehr 
strenge  Probe  der  auf  diese  Annahme  gegründeten  Gleichungen  gestatten. 
Betrachten  wir  den  sehr  weiten  Umfang  von  Werten  der  Deformations- 
geschwindigkeit, worüber  diese  Experimente  sich  erstrecken,  so  können 
wir  kaum  zögern,  die  fraglichen  Gleichungen  als  eine  vollständige 
Darstellung  der  Gesetze  der  Zähigkeit  anzunehmen.  Im  Falle  von 
Gasen  haben  wir  noch  andere  Gründe  für  diese  Annahme  infolge  der 
Untersuchungen  der  kinetischen  Theorie  durch  Maxwell.') 

Die  praktische  Bestimmimg  von  fi  oder  v  bietet  einige  Schwierig- 
keit. Ohne  auf  die  Einzelheiten  der  experimentellen  Methoden  einzu- 
gehen, wollen  wir  einige  der  sichersten  Resultate  wiedergeben.  Die 
Rechnungen  von  Helmholtz*),  die  sich  auf  die  Poiseuilleschen  Beob- 
achtungen gründen,  geben  für  Wasser 

0,0178 

^  "~  r+~0,0337  e  +  0,000221  ö" 

in  C.  G.  S.-Einheiten,  wo  d  die  Temperatur  in  Celsiusgraden  ist.    Wie 
in   dem  Falle   aller   tropfbaren  Flüssigkeiten,   die  bisher  untersucht 
wurden,  nimmt  die  Reibung  rasch  ab,  wenn  die  Temperatur  steigt; 
so  ist  z.  B.  bei  17  »  C.  ihr  Wert  ^^^  -  0,0109. 
Für  Quecksilber  fand  Koch^) 

^0  =  0,01697      bzw.     fi^Q  =  0,01633. 

Für  Gase  ergibt  sich,  daß  der  Wert  von  fi  ziemlich  unabhängig 
von   dem    Druck   ist   und   zwar   innerhalb   sehr   weiter   Grenzen;    er 


1)  In  kompressiblen  Flüssigkeiten  kann  nach  einer  gewissen  Auffassung 
ein  zweiter  Reibungskoeffizient  auftreten,  indem  der  mittlere  Druck  Ton  der 
augenblicklichen  Dilatationsbewegung  sowie  Ton  dem  physikalischen  Zustand 
abhängen  mag.    Siehe  die  §§313  und  341. 

2)  „On  the  Theory  of  Lubrication  etc.",  Phil.  Trans,,  177,  S.  167,  1886 
{Sc.  Papers,  Bd.  U,  S.  228). 

3)  „On  the  Dynamical  Theory  of  Gases",  Phil  Trans.,  157,  S.  49,  1866 
(Sc.  Papers,  Bd.  II,  S.  26). 

4)  „Über  Reibung  tropfbarer  Flüssigkeiten",  Wiener  Sitzungsher,  40,  S.  607, 
1860  {Ges.  Abh.,  Bd.  I,  S.  172). 

5)  Wied,  Ann.,  14,  1881. 
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wächst  jedoch  etwas  mit  wachsender  Temperatur.  MaxweU  fand  ab 
Resultat  seiner  Versuche  mit  schwingenden  Scheiben^) 

(i  -  0,0001878  (1  +  0,00366  ö); 

dies  ergibt  ii  proportional  znr  absoluten  Temperatur,  wie  sie  durch 
das  Luftthermometer  gemessen  wird.  Spätere  Beobachter  haben  einen 
etwas  kleineren  Wert  für  den  ersten  Faktor  und  ein  etwas  lang- 
sameres Wachsen  mit  der  Temperatur  gefunden.  Wir  können  viel- 
leicht als  gut  angenäherten  Wert 

^0  -  0,000170 

für  die  Temperatur  0^  G.  nehmen.  Für  Luft  bei  Atmosphärendruck 
ergibt  dies  unter  der  Annahme  q  »  0,00129 

Vq  =  0,132. 

Der  Wert  von  v  ist  dem  Druck  umgekehrt  proportional.*) 

§  816.  Wir  haben  jetzt  die  dynamischen  Bedingungen  zu  unter- 
suchen, welche  an  den  Grenzflächen  zu  erfüllen  sind. 

An  einer  freien  Oberfläche  oder  an  der  Berührungsfläche  zweier 
verschiedener  Flüssigkeiten  müssen  die  drei  Spannungskomponenten 
an  der  Fläche  stetig  sein.')  Die  daraus  resultierenden  Bedingungen 
können  mit  Hilfe  des  §  313  (4)  leicht  hingeschrieben  werden. 

Eine  schwierigere  Frage  entsteht  betreffs  der  Verhältnisse  an  der 
Berühnmgsfläche  einer  Flüssigkeit  mit  einem  festen  Körper.  Es  ist 
wohl  wahrscheinlich,  daß  in  allen  gewöhnlichen  Fällen  keine  relative 
Bewegung  der  Flüssigkeitsteilchen,  die  mit  einem  festen  Körper  in 
unmittelbarer  Berühnmg  sind,  stattfindet.  Die  entgegengesetzte  An- 
sicht würde  zu  einem  unendlich  größeren  Widerstand  bei  dem  Gleiten 
eines  Teiles  der  Flüssigkeit  längs  eines  anderen  als  bei  dem  Gleiten 
der  Flüssigkeit  an  einem  festen  Körper  fiihren.*) 

Wenn  wir  diesen  Punkt  jedoch  vorläufig  offen  lassen  wollen,  so 
ist  wohl  die  natürlichste  Annahme,  die  wir  machen  können,  die,  daß 
das  Gleiten  einen  tangentialen  Widerstand  hervorruft,  welcher  der 
Relativgeschwindigkeit   proportional   ist.     Wenn   wir   die  Bewegung 

1)  ,,0n  the  Yiscosity  or  Internal  Friction  of  Air  and  other  Gases'*,  Phü. 
Trans.,  166,  S.  249,  1866  (5c.  Papers,  Bd.  II,  S.  1)  Siehe  auch  Tomlinson,  „The 
Coefficient  of  Viscosity  of  Air",  Fhü,  Trans.,  177,  S.  767,  1886  (Stokes,  Math, 
and  Fhys.  Papers,  Bd.  V,  S.  180). 

2)  Eine  sehr  vollständige  Darstellung  der  Ergebnisse,  die  von  verschiedenen 
Experimentatoren  erhalten  sind,  befindet  sich  bei  Winkelmann,  Handbuch  der 
Physik^  Bd.  I,  Abschnitt  „Reibung*'. 

3)  Dieser  Satz  erfordert  offenbar  eine  Veränderung,  wenn  die  Eapillarit&t 
in  Rechnung  gezogen  wird.    Vergl.  §  382. 

4)  Stokes,  l  c,  S.  668. 
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einer  kleinen^  dünnen  Flüssigkeitsschiclit  betrachten,  die  in  Berührung 
mit  dem  festen  Körper  ist,  und  deren  Dicke  gegen  ihre  seitlichen 
Dimensionen  anendlich  klein  ist,  so  ist  klar,  daß  der  tangentiale  Zug 
auf  ihre  inneren  Flächen  der  £j-aft  das  Gleichgewicht  halten  muß, 
die  von  dem  festen  Körper  auf  ihre  äußere  Fläche  ausgeübt  wird. 
Die  erstere  Kraft  kann  aus  §  313  (4)  berechnet  werden;  die  letztere 
hat  die  entgegengesetzte  Richtung  wie  die  ßelativgeschwindigkeit 
und  soll  ihr  proportional  sein.  Die  Konstante  ß,  welche  das  Ver- 
hältnis der  tangentialen  Kraft  zur  Relativgeschwindigkeit  ausdrückt, 
kann  als  der  ^Koeffizient  der  gleitenden  Beibung*'  bezeichnet  werden. 


§  816.  Die  Bewegungsgleichungen  einer  zähen  Flüssigkeit 
werden  erhalten,  wenn  man,  wie  in  §  6,  ein  rechtwinkliges  Element 
dxdySz  betrachtet,  das  seinen  Mittelpunkt  in  P  hat.  Nehmen  wir 
z.  B.  die  Komponenten  parallel  zur  a:-ßichtung,  so  gibt  der  Unter- 
schied der  normalen  Zugkräfte  an  den  beiden  j^jer-Flächen  -^  Sx-dydz, 


ai>, 


Die  tangentialen  Züge  an  den  beiden  je;a:-Flächen  ergeben  -J-  dy'özöx^ 

und  die  beiden  a;y-Flächen  ergeben  in  gleicherweise  -ö—  dz-dxdy. 
In  unserer  gewöhnlichen  Schreibweise  haben  wir  folglich 


Du  ^  ,   ^Px 


X     .    ^Pyx     .    ^Pzx\ 


4.  __«'.*    _L  _ 

cx     ^     dy  dz 


9 


Dt 

Diu 
Dt 


dx 


~dz 


^qZ  + 


^Pxz     .     ^Pyn     .     ^y., 

dx  dp  de 


>  • 


(1) 


Setzen  wir  die  Werte  von  p,„  p^^^  . . .  aus  §  314  (5)  und  (6) 
ein,  so  finden  wir 


Du  V  ^P     I      1         ^ö      I  A2  . 


Dt 

Dv 
^  DJ 

Dw 
^DT 


dx 


dx 


dz 


dz 


(2) 


WO 


e 


du    .   dv    .   dw 


dx 


dz 


(3) 


und  A  seine  gewöhnliche  Bedeutung  hat. 

Wenn  die  Flüssigkeit  inkompressibel  ist,  so  reduzieren  sich  diese 
Gleichungen  auf 
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wächst  jedoch  etwas  mit  wachsender  Temperatur.  Maxwell  £and  als 
Resultat  seiner  Versache  mit  schwingenden  Scheiben^) 

[i  -  0,0001878  (1  +  0,00366  ö); 

dies  ergibt  [i  proportional  znr  absoluten  Temperatur,  wie  sie  durch 
das  Luftthermometer  gemessen  wird.  Spätere  Beobachter  haben  einen 
etwas  kleineren  Wert  für  den  ersten  Faktor  und  ein  etwas  lang- 
sameres Wachsen  mit  der  Temperatur  gefunden.  Wir  können  viel- 
leicht als  gut  angenäherten  Wert 

^0  =  0,000170 

für  die  Temperatur  0®  C.  nehmen.  Für  Lufk  bei  Atmosphärendruck 
ergibt  dies  unter  der  Annahme  q  »  0,00129 

I/o  =  0,132. 

Der  Wert  von  v  ist  dem  Druck  umgekehrt  proportional.*) 

§  81B.  Wir  haben  jetzt  die  dynamischen  Bedingungen  zu  unter- 
suchen, welche  an  den  Grenzflächen  zu  erfüllen  sind. 

An  einer  freien  Oberfläche  oder  an  der  Berührungsfläche  zweier 
verschiedener  Flüssigkeiten  müssen  die  drei  Spannungskomponenten 
an  der  Fläche  stetig  sein.')  Die  daraus  resultierenden  Bedingungen 
können  mit  Hilfe  des  §  313  (4)  leicht  hingeschrieben  werden. 

Eine  schwierigere  Frage  entsteht  betreffs  der  Verhältnisse  an  der 
Berührungsfläche  einer  Flüssigkeit  mit  einem  festen  Körper.  Es  ist 
wohl  wahrscheinlich,  daß  in  allen  gewöhnlichen  Fällen  keine  relative 
Bewegung  der  Flüssigkeitsteilchen,  die  mit  einem  festen  Körper  in 
unmittelbarer  Berühnmg  sind,  stattfindet.  Die  entgegengesetzte  An- 
sicht würde  zu  einem  unendlich  größeren  Widerstand  bei  dem  Gleiten 
eines  Teiles  der  Flüssigkeit  längs  eines  anderen  als  bei  dem  Gleiten 
der  Flüssigkeit  an  einem  festen  Körper  fiihren.*) 

Wenn  wir  diesen  Punkt  jedoch  vorläufig  offen  lassen  wollen,  so 
ist  wohl  die  natürlichste  Annahme,  die  wir  machen  können,  die,  daß 
das  Gleiten  einen  tangentialen  Widerstand  hervorruft,  welcher  der 
Relativgeschwindigkeit   proportional   ist.     Wenn   wir   die   Bewegung 

1)  „On  the  Viscosity  or  Internal  Friction  of  Air  and  other  Gases'*,  JPhü. 
Trans.,  166,  S.  249,  1866  {Sc,  Papers,  Bd.  II,  S.  1)  Siehe  auch  Tomlinson,  „The 
Coefficient  of  Viscosity  of  Air*',  Fhü.  Trans.,  177,  S.  767,  1886  (Stokes,  Math, 
and  Fhys.  Papers,  Bd.  V,  S.  180). 

2)  Eine  sehr  vollständige  Darstellung  der  Ergebnisse,  die  von  verschiedenen 
Experimentatoren  erhalten  sind,  befindet  sich  bei  Winkelmann,  HandbtuA  der 
Physik^  Bd.  I,  Abschnitt  „Reibang'^ 

8)  Dieser  Satz  erfordert  offenbar  eine  Veränderung,  wenn  die  Eapillarit&t 
in  Rechnung  gezogen  wird.     Vergl.  §  382. 
4)  Stokes,  l  c,  S.  668. 
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einer  kleinen,  dünnen  Flüssigkeitsschiclit  betrachten,  die  in  Berührung 
mit  dem  festen  Körper  ist,  und  deren  Dicke  gegen  ihre  seitlichen 
Dimensionen  anendlich  klein  ist,  so  ist  klar,  daß  der  tangentiale  Zug 
auf  ihre  inneren  Flächen  der  £j-aft  das  Gleichgewicht  halten  muß, 
die  von  dem  festen  Körper  auf  ihre  äußere  Fläche  ausgeübt  wird. 
Die  erstere  £j-aft  kann  aus  §  313  (4)  berechnet  werden;  die  letztere 
hat  die  entgegengesetzte  Richtung  wie  die  Relativgeschwindigkeit 
und  soll  ihr  proportional  sein.  Die  Konstante  j3,  welche  das  Ver- 
hältnis der  tangentialen  Kraft  zur  Relativgeschwindigkeit  ausdrückt, 
kann  als  der  ^yKocffizient  der  gleitenden  Reibung*^  bezeichnet  werden. 


§  816.  Die  Bewegungsgleichuugen  einer  zähen  Flüssigkeit 
werden  erhalten,  wenn  man,  wie  in  §  6,  ein  rechtwinkliges  Element 
dxdyöz  betrachtet,  das  seinen  Mittelpunkt  in  P  hat.  Nehmen  wir 
z.  B.  die  Komponenten  parallel  zur  rr-Richtung,  so  gibt  der  Unter- 
schied der  normalen  Zugkräfte  an  den  beiden  j^^-Flächen  -f^  dx-dy  dz. 

Die  tangentialen  Züge  an  den  beiden  je;rt;-Flächen  ergeben  -^  dy*dzdx, 

und  die  beiden  a;y- Flächen  ergeben  in  gleicherweise  -^  dz-dxdy. 
In  unserer  gewöhnlichen  Schreibweise  haben  wir  folglich 


Du 


ex 


Dv  ^  .   ^P. 

9^7  =  9^  + 


Dt 

Dw 
Dt 


9Z  + 


dx 

dx 


xy     ,     ^Pyy     , 


+ 


dy    ^   dz 
dp^ 

dz 
dz 


dy 


dp 


(1) 


Setzen  wir  die  Werte  von  p^„  p^^^  ...  aus  §  314  (5)  und  (6) 
ein,  so  finden  wir 


Du  V  ^P     I      1         ^ö      I  A2  . 


Dt 

Dv 
^Dt 

Dw 
^ISt 


dx 


dx 


dz 


dz 


(2) 


WO 


du 

dx 


dv_ 
cy 


ö  =  ^+^  +  r7, 


(3) 


und  A  seine  gewöhnliche  Bedeutung  hat. 

Wenn  die  Flüssigkeit  inkompressibel  ist,  so  reduzieren  sich  diese 
Gleichungen  auf 
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Bu  ^      dp   ,       A« 


Dw  ^       dp    ,       A» 


>  • 


(4) 


Die  dynamisclien  Gleichungen  wurden  zuerst  von  Navier^)  und 
Poisson*)  auf  Grund  verschiedener  Erwägungen  aufgestellt^  die  sieh 
auf  die  gegenseitige  Einwirkung  der  Moleküle  der  Flüssigkeiten  be- 
ziehen. Die  obige  Methode,  welche  yon  jeder  derartigen  Annahme 
frei  ist,  scheint  im  Prinzip  von  Saint -Venant')  und  Stokes*)  her- 
zurühren. 

Die  Gleichungen  (4)  gestatten  eine  interessante  Deutung.  Die 
erste  von  ihnen  z.  B.  kann  in  der  Form 

Bt-^-Jdx  +  ''^'*  (5) 

geschrieben  werden.  Die  ersten  zwei  Glieder  auf  der  rechten.  Seite 
drücken  die  Geschwindigkeit  der  Veränderung  von  u  infolge  der 
äußeren  Kräfte  und  der  jeweiligen  Verteilung  des  Druckes  aas;  sie 
besitzen  dieselbe  Form  wie  in  dem  Falle  einer  reibungslosen  Flüssig- 
keit. Das  letzte  Glied  i/Au,  das  von  der  Zähigkeit  herrührt,  ergibt 
außerdem  eine  Veränderungsgeschwindigkeit,  welche  dasselbe  Gesetz 
befolgt  wie  das  der  Temperatur  bei  der  Wärmeleitung  oder  der  Dichte 
bei  der  Theorie  der  Diffusion.  Diese  Geschwindigkeit  ist  übrigens 
dem  positiven  oder  negativen  Überschuß  des  Mittelwertes  von  u  auf 
einer  kleinen  Kugel  von  gegebenem  Radius,  die  den  Pimkt  (ar,  y,  z) 
umgibt,  über  dessen  Wert  in  diesem  Punkte  proportional.*)  Im  Zu- 
sanmienhang  mit  dieser  Analogie  ist  es  interessant,  zu  bemerken,  daß 
der  Wert  von  v  für  Wasser  dieselbe  Größenordnung  wie  derjenige 
(0,01249)  besitzt,  den  Dr.  Everett  für  die  thermometrische  Leitungs- 
fähigkeit des  Greenwicher  Kieses  fand. 

Wenn  die  Kräfte  X,  Y,  Z  ein  Potential  Ä  haben,  so  können 
die  Gleichimgen  (4)  in  der  Form 

1)  ,,Mdmoire  sur  les  Lois  du  Monvement  des  Fluides*',  Mem.  de  VAcad.  des 
Sciences,  6,  S.  389,  1822. 

2)  „Memoire  sur  les  £quations  g^n^rales  de  T^quilibre  et  du  Mouvement 
des  Corps  solides  elastiques  et  des  Fluides**,  Joum.  de  VEcole  Folytechn,,  13, 
S.  1,  1829. 

3)  Comptes  Bendus,  17,  S.  1240,  1848. 

4)  „On  the  Theories  of  the  Internal  Friction  of  Fluids  in  Motion  etc.*\ 
Camb.  Trans.,  8,  S.  287,  1845  (Math,  and  Phys.  Papers,  Bd.  I,  S.  75). 

5)  Maxwell,  „On  the  Mathematical  Classification  of  Physical  Quantities^^ 
Proc.  Land.  Math.  Soc,,  3,  S.  224,  1871  (Sc.  Papers,  Bd.  11,  S.  267);  Eleetricüy 
and  Magnetism,  §  26. 
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|^-2Mi2  +  2t;S   -.-|?I  +  vA«; 


(6) 


geschrieben  werden,  wo 


z'  =  7  +  i4*  +  ß, 


(7) 


wobei  q  die  resultierende  Geschwindigkeit  und  £,  17,  ^  die  Komponenten 
der  Winkelgeschwindigkeit  der  Flüssigkeit  bezeichnen.  Wenn  wir 
durch  kreuzweise  Differentiation  %   eliminieren,  finden  wir 


2>5       fc  ^w  ,       du   .   ^  du   .      ^u 


Dt 

Di 
Di 


dx 


dz 


tdv.       dv    .    f,  dv  j. 


dx 


dz 


>  • 


(8) 


Dt       "^  dx   '    ''  dy    '   "^  dz 

Die  ersten  drei  Glieder  auf  der  rechten  Seite  jeder  dieser  Gleichungen 
drücken,  wie  in  §  146,  den  Betrag  aus,  um  welchen  sich  |,  rj,  g  für 
ein  gegebenes  Teilchen  pro  Zeiteinheit  ändern,  wenn  die  Wirbellinien 
sich  mit  der  Flüssigkeit  bewegen,  und  die  Intensitäten  der  Wirbel 
konstant  bleiben.  Die  weitere  Änderung  dieser  Größen,  die  von  der 
Zähigkeit  herrührt,  wird  durch  die  letzten  Glieder  gegeben  und  folgt 
dem  Gesetz  der  Wärmeleitung.  Aus  dieser  Analogie  wird  klar,  daß 
eine  Wirbelbewegung  im  Innern  einer  zähen  Flüssigkeit  niemals  ent- 
stehen kann,  sondern  von  der  Grenzfläche  aus  sich  nach  innen  zu 
verbreiten  muß. 

§  817.  Um  die  Dissipation  von  Energie  infolge  der  Zähigkeit 
zu  ermitteln,  betrachten  wir  zunächst  den  Teil  der  Flüssigkeit,  wel- 
cher zur  Zeit  t  ein  rechtwinkliges  Element  dxdydz  erfüllt,  dessen 
Mittelpunkt  sich  in  {x,  y,  z)  befindet.  Berechnen  wir  die  Arbeiten, 
welche  von  den  Zugkräften  auf  die  Paare  entgegengesetzter  Seiten 
geleistet  werden,  so  erhalten  wir  pro  Zeiteinheit 


+ 


Die  Glieder 

'dp 


dz 


OP.xM  +  P.if« +!>»«')}  Sxdyde 


(1) 


\\8x  '^  dy 


^Pyx    .    ^P. 
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^P.x\         .     ßPx 
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dx  "^  dy        et 


j  w\  dxdydg 


+ -ay-  + 


(2) 
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drücken  nach  §  316  (1)  die  Arbeit  aus^  welche  die  Zugkräfte  auf 
das  Element  als  Ganzes  pro  Zeiteinheit  leisten,  indem  sie  dessen 
kinetische  Energie  vergrößem  und  die  Arbeit  kompensieren,  welche 
gegen  die  äußeren  Kräfte  X,  Y,  Z  geleistet  wird.  Die  übrig  blei- 
benden Glieder  beziehen  sich  auf  die  Arbeit,  welche  auf  Veränderung 
des  Volumens  und  der  Gestalt  des  Elementes  verwendet  wird.  Diese 
können  in  der  Form 

(Pxx«  +I>yy6 + A.c  +  2l>y./'+  2i?„(7  +  2i>,y;0  ix  dy  dz  (3) 

geschrieben  werden,  wo  a,  b,  c,  /*,  g,  h  dieselben  Bedeutungen  wie 
in  den  §§  30  und  312  haben.  Setzen  wir  aus  §  314  (2)  und  (3) 
ein,  so  erhalten  wir 

—  p(a  +  b  +  c)dxdydjg 

+  [-iliia  +  b  +  cy+2ii(a^+b'+c^+2r+2g^+2h')}dxdydz,     (4) 

Wir  wollen  uns  zunächst  auf  den  Fall  beschranken,  wo  keine 
Änderung  der  Dichte  stattfindet^  sodaß 

a  +  b  +  c^O.  (5) 

Der  Ausdruck  (4)  reduziert  sich  dann  auf 

2ii{a^  +  V  +  (^  +  2f^  +  2g^  +  2Ä«)  dxdydz,  (6) 

was  demgemäß  die  Geschwindigkeit  darstellt,  mit  welcher  mechanische 
Energie  verschwindet.  Nach  dem  von  Joule  aufgestellten  Prinzip 
muß  die  Energie,  die  scheinbar  verloren  geht,  die  Form  von  Warme 
annehmen,  welche  in  dem  Element  entwickelt  wird. 

Wenn  wir  über  das  ganze  Volumen  der  Flüssigkeit  integrieren, 
finden  wir  für  den   gesamten  Betrag  der  Dissipation  pro  Zeiteinheit 


2  JP  -  fffo  dx  dy  dz,  (7) 


wo 


"^  \dy  "^  dz)   "^  \de  "^  dx)   "^  \dx  "*"  dy)  1 
Wenn  wir  hiervon  den  Ausdruck 


(8)^) 


„     (du    .dv,    du)\ 


dy  "^ 
abziehen,  welcher  nach  Voraussetzung  null  ist,  erhalten  wir 


1)  Stokes,  „On  the  Effect  of  the  Internal  Friction  of  Fluids  on  the  Motion 
of  Pendulmns",  Camh.  Trans.,  9,  S.  [8],  1851  (Sc.  Fapers,  Bd.  m,  S.  1). 


dS,  (11) 
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^Wdy      dzj       \dz      dxj       \dx     dyj  J  .        ,q. 

M    /dv  dw      dv  dto      dtodu      dtodu      dudv      dudv\*        ^  ^ 

~  '*' \ä y  ä^  ~ ^7 äy  "^  ä^  ä« "" ä«  äl "*" ä« äy "" Fy ää/ 

Wenn  wir  dies  über  ein  Gebiet  integrieren,  an  dessen  Grenz- 
fläche u,  Vy  w  überall  verschwinden,  so  verschwinden  nach  einer 
partiellen  Integration  die  Glieder,  die  von  der  zweiten  Zeile  her- 
rühren, und  wir  erhalten 

2  F  -^fff^  dx  dydz^A:  l^fffij?  +  n^+V)  dx  dy  dz,    (10)  ^ 

Dies  kann  z.  B.  auf  den  Fall  einer  tropfbaren  Flüssigkeit  angewendet 
werden,  welche  ein  geschlossenes  Gefäß  erfüllt,  vorausgesetzt,  daß  an 
der  Wand  kein  Gleiten  stattfindet. 

Im  allgemeinen  Falle,  d.  h.  wenn  hinsichtlich  der  Grenzbedingungen 
keine  Einschränkung  gemacht  ist,  ergibt  die  Formel  (9): 

Z,  m,  n 
2F^Atifff(V+v'+^)dxdydz-iiff^^dS+4iifff  u,  v,w 

WO  in  dem  ersteren  der  beiden  Oberflächenintegrale  dn  ein  Element 
der  Normalen  ist,  und  in  dem  zweiten  2,  m,  n  die  Richtungskosinusse 
der  Normalen  sind,  die  in  beiden  Fällen  von  dem  Flächenelement  dS 
nach  innen  zu  gezogen  wird. 

Wenn  die  in  Betracht  kommende  Bewegung  wirbeLfrei  ist,  so 
reduziert  sich  diese  Formel  einfach  auf 

In  dem  besonderen  Falle  einer  kugelförmigen  Grenzfläche  ergibt  sich 
dieser  Ausdruck  unabhängig  aus  §  44  (5). 

Es  folgt  aus  (8),  daß  F  nicht  verschwinden  kann,  außer  wenn 
in  jedem  Punkte  der  Flüssigkeit 

a  =»  6  =  c  =  0        und        /*  -=  ^  =  ä  =  0 . 

Im  Hinblick  auf  §  30  folgt,  daß  eine  inkompressible  Flüssigkeit  sich 
nur  unter  der  Bedingung  ohne  Dissipation  von  Energie  infolge 
der  Zähigkeit  bewegen  kann,  daß  eine  Ausdehnung  oder  Zusammen- 
ziehung von  Linienelementen  nirgends  stattfinden  soll;  mit  anderen 
Worten,  die  Bewegung  muß  aus  einer  Translation  und  einer  Rotation 
der  Masse  als  Ganzes  wie  in  dem  Falle  eines  starren  Körpers  bestehen. 

1)  Bobyleff,  ,,Einige  Betrachtnogen  über  die  Oleichungen  der  Hydro- 
dynamik'*, Math,  Ann,,  6,  S.  72,  1878;  Forsyth,  ,,0n  the  Motion  of  a  Viscous 
Incompressible  Fluid'',  Meas,  of  Math.,  9,  1880. 
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Probleme  der  stationären  Bewegung. 

§  818.  Die  erste  Anwendung,  die  wir  machen  wollen,  bezieht 
sich  auf  die  stationäre  Bewegung  einer  Flüssigkeit  zwischen  festen 
parallelen  Ebenen  unter  dem  Einflüsse  eines  Drucks. 

Es  mag  der  Ursprungspunkt  in  der  Mitte  zwischen  diesen  Ebenen 
und  die  ;?- Achse  senkrecht  zu  ihnen  liegen.  Wir  nehmen  zunächst 
aU;   daß  u  eine  Funktion  von  e  allein  ist,  und  daß  t; «  ti?  =>  0.     Da 

die  Spannung   parallel   zur  a:-Achse   auf  eine  Ebene   senkrecht  zur 

du 
jer- Achse  gleich  ^  -rr-  ist,  so  gibt  die  Differenz  der  Zugkräfte  an  den 

beiden  Seiten  einer  Schicht  von  der  Fläche  1  imd  der  Dicke  de  eine 

Resultante  a  ^-i  >  dz.   Dieser  müssen  die  normalen  Drucke  das  Gleich- 

gewicht  halten,  welche  eine  Resultante  —  «^  pro  Volumeneinheit  der 

Schicht  geben.     Folglich 

d^u      dp  ,-v 

Da  femer  keine  Bewegung  parallel  zur  jer-Richtung  stattfindet,   muß 

J^  verschwinden.     Diese  Resultate  hätten  natürlich  unmittelbar  aus 

dz 

den  allgemeinen  Gleichungen  des  §  316  erhalten  werden  können. 

Es  folgt,  daß  der  Druckgradient  -^  eine  absolute  Eonstante  ist. 

Somit  gibt  (1) 

u==A  +  Bz  +  ^z*^-  (2) 

^   2(1      dx  ^  '^ 

Bestimmt  man  die  Konstanten  so,  daß  sie  u  =« 0  für  z  =  ±h  ergeben, 
so  finden  wir 

Folglich 


2Ä»  dp 


fud^^-^:^^.  (4) 

J  ^11  dx  ^  ' 


Wenn  eine  Flüssigkeit,  wie  bei  den  Experimenten  von  Prot  Hele 
Shaw^),  in  zwei  Dimensionen  zwischen  zwei  parallelen  Platten  fließt^ 
die  sich  dicht  beieinander  befinden,  so  können  wir 


d*u  __  dp 
^  dz*       dx 

d^y  _  dp 
^  dz*  "  dy 


(5) 


1)  Diese  wurden  in  der  Anmerkung  auf  S.  102  angefahrt. 
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schreiben,  vorausgesetzt,  daß  wir  die  Gradienten  von  u  und  v  hin- 
sichtlich X  und  y  im  Vergleich  zu  denjenigen  hinsichtlich  a  yemach- 
lässigen.    Nehmen  wir  femer  an,  daß  überall  w  =^0,  so  haben  wir 

X  •  =  0,  d.  h.  p  ist  eine  Funktion  von  x  und  y  allein.  Die  Bedingungen, 

daß  an  den  Ebenen  z  ^  +  h  und  e  ^  —  h  kein  Gleiten  stattfinden 
soll,  werden  erfüllt,  wenn  wir 

t*-f(l-S)^'l 

setzen.  Die  Großen  u  und  v'  bezeichnen  hier  die  mittleren  Ge- 
schwindigkeiten längs  einer  Parallelen  zu  e  und  sind  als  Funktionen 
von  X  und  y  allein  zu  betrachten.    Durch  Einsetzen  in  (5)  finden  wir 


dp  3  ^  y 

(7) 


Folglich  können  t/  und  v  als  die  Komponenten  einer  wirbellosen 
Flüssigkeitsbewegung  in  zwei  Dimensionen  angesehen  werden,  bei 
welcher  das  Geschwindigkeitspotential 

^-il'P  (8) 

ist. 

Wenn  die  Flüssigkeit  durch  Druck  gezwungen  wird,  an  einem 
Hindemisse  vorbei  zu  fiießen,  das  die  Form  einer  Lamelle  von  der 
Dicke  2  h  hat,  welche  sich  zwischen  den  Platten  befindet^  so  werden 
die  kinematischen  Bedingungen  demgemäß  in  der  Hauptsache  mit 
denen  identisch,  die  sich  auf  die  zweidimensionale  Strömung  einer 
reibungslosen  Flüssigkeit  an  einem  Zylinder  vorbei  beziehen,  dessen 
Querschnitt  die  Gestalt  der  Lamelle  hat.  Der  Satz  ist  mit  einer 
Einschränkung  aufgestellt^  da  die  Gleichungen  (5)  in  einer  Entfernung 
von  dem  Hindernis,  welche  mit  h  vergleichbar  ist,  aus  dem  Grund 
zu  gelten  aufhören,  weil  die  zähe  Flüssigkeit  längs  dem  Rand  des 
Hindernisses  nicht  gleiten  kann,  wie  es  eine  vollkommene  Flüssigkeit 
tun  würde.  Aber  die  Stromlinienfiguren  in  beiden  Problemen  können 
mit  beliebiger  Annäherung  ähnlich  gemacht  werden,  wenn  wir  den 
Abstand  der  Platten  genügend  klein  nehmen.^) 


1)  Stokes,  „Mathematicai  Proof  of  the  Identity  of  the  Stream-Lines  obtained 
by  means  of  a  Viscous  Film  with  those  of  a  Perfect  Fluid  moving  in  Two  Di- 
mensions*',  Brit  Ass.  Bep.,  1898,  S.  148  {Math,  and  Phys.  Papers,  Bd.  V,  S.  278). 
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Probleme  der  stationären  Bewegung. 

§  318.  Die  erste  Anwendung^  die  wir  machen  wollen ,  bezieht 
sich  auf  die  stationäre  Bewegung  einer  Flüssigkeit  zwischen  festen 
parallelen  Ebenen  unter  dem  Einflüsse  eines  Drucks. 

Es  mag  der  Ursprungspimkt  in  der  Mitte  zwischen  diesen  Ebenen 
und  die  ^er- Achse  senkrecht  zu  ihnen  liegen.  Wir  nehmen  zunächst 
an,  daß  u  eine  Funktion  von  a  allein  ist^  und  daß  t;  =  t«?  »  0.  Da 
die  Spannung   parallel   zur   o;- Achse   auf  eine  Ebene    senkrecht   zur 

jer- Achse  gleich  ß  -tt-  ist,  so  gibt  die  Differenz  der  Zugkräfte  an  den 

beiden  Seiten  einer  Schicht  von  der  Fläche  1  imd  der  Dicke  djs  eine 

Resultante  u  ö— i  *  ^^-   Dieser  müssen  die  normalen  Drucke  das  Gleich- 

c  z 

gewicht  halten,  welche  eine  Resultante  —  J-  pro  Yolumeneinheit  der 

Schicht  geben.     Folglich 

d^u      dp  ,-x 

Da  femer  keine  Bewegung  parallel  zur  ^er-Richtung  stattfindet,  muß 

^  verschwinden.     Diese  Resultate  hätten  natürlich  unmittelbar  aus 

de 

den  aUgemeinen  Gleichungen  des  §  316  erhalten  werden  können. 

Es  folgt  y  daß  der  Druckgradient  t^  eine  absolute  Eonstante  ist. 

G  SC 

Somit  gibt  (1) 

u  =  Ä  +  Bz  +  ^z^^'  (2) 

Bestimmt  man  die  Eonstanten  so,  daß  sie  u » 0  für  £!^-±h  ergeben, 
so  finden  wir 

--~h^^'-^')'d-  (3) 

Folglich 


/ 

— Ä 


h 

,  2h^dp  /A\ 


Wenn  eine  Flüssigkeit,  wie  bei  den  Experimenten  von  Prof.  Hele 
Shaw^),  in  zwei  Dimensionen  zwischen  zwei  parallelen  Platten  fließt, 
die  sich  dicht  beieinander  befinden,  so  können  wir 


d*u dp 

"  dz*       dx 

d'v dp 

^  dz*       dy 


(5) 


1)  Diese  wurden  in  der  Anmerkung  auf  S.  102  angeführt. 
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schreiben,  vorausgesetzt^  daß  wir  die  Gradienten  von  u  und  v  hin- 
sichtlich  X  und  y  im  Vergleich  zu  denjenigen  hinsichtlich  e  vemach- 
lässigen.    Nehmen  wir  femer  an^  daß  überall  w  =^0,  so  haben  wir 

«  -  =  0,  d.  h.  p  ist  eine  Funktion  von  x  und  y  allein.  Die  Bedingungen, 

daß  an  den  Ebenen  z  ^  +  h  und  e  ^  —  h  kein  Gleiten  stattfinden 
soll,  werden  erfüllt,  wenn  wir 

setzen.  Die  Ghrößen  u  und  v'  bezeichnen  hier  die  mittleren  Ge- 
schwindigkeiten längs  einer  Parallelen  zu  z  und  sind  als  Funktionen 
von  X  und  y  allein  zu  betrachten.    Durch  Einsetzen  in  (5)  finden  wir 


dy  ""       P  ^ 


1  • 


(7) 


Folglich  können  u'  und  v  als  die  Komponenten  einer  wirbellosen 
Flüssigkeitsbewegung  in  zwei  Dimensionen  angesehen  werden,  bei 
welcher  das  Geschwindigkeitspotential 

q>^~'P  (8) 

ist. 

Wenn  die  Flüssigkeit  durch  Druck  gezwungen  wird,  an  einem 
Hindemisse  vorbei  zu  fiießen,  das  die  Form  einer  Lamelle  von  der 
Dicke  2  h  hat^  welche  sich  zwischen  den  Platten  befindet^  so  werden 
die  kinematischen  Bedingungen  demgemäß  in  der  Hauptsache  mit 
denen  identisch,  die  sich  auf  die  zweidimensionale  Strömung  einer 
reibungslosen  Flüssigkeit  an  einem  Zylinder  vorbei  beziehen,  dessen 
Querschnitt  die  Gestalt  der  Lamelle  hat.  Der  Satz  ist  mit  einer 
Einschränkung  aufgestellt^  da  die  Gleichungen  (5)  in  einer  Entfernung 
von  dem  Hindernis,  welche  mit  h  vergleichbar  ist,  aus  dem  Grund 
zu  gelten  aufhören,  weil  die  zähe  Flüssigkeit  längs  dem  Rand  des 
Hindernisses  nicht  gleiten  kann,  wie  es  eine  vollkommene  Flüssigkeit 
tun  würde.  Aber  die  Stromlinienfiguren  in  beiden  Problemen  können 
mit  beliebiger  Annäherung  ähnlich  gemacht  werden,  wenn  wir  den 
Abstand  der  Platten  genügend  klein  nehmen.^) 


1)  Stokes,  „Mathematicai  Proof  of  the  Identity  of  the  Stream-Lines  obtained 
by  means  of  a  Viscoua  Film  with  those  of  a  Perfect  Fluid  moving  in  Two  Di- 
mensions^  Brit  Ass.  Bep.,  1898,  S.  148  {Math,  and  Phys.  Papers,  Bd.  V,  S.  278). 


670  XI.  Zähigkeit. 

Probleme  der  stationären  Bewegung. 

§  318.  Die  erste  Anwendung^  die  wir  machen  wollen^  bezieht 
sich  auf  die  stationäre  Bewegung  einer  Flüssigkeit  zwischen  festen 
parallelen  Ebenen  unter  dem  Einflüsse  eines  Drucks. 

Es  mag  der  Ursprungspunkt  in  der  Mitte  zwischen  diesen  Ebenen 
und  die  jer- Achse  senkrecht  zu  ihnen  liegen.  Wir  nehmen  zunächst 
an,  daß  u  eine  Funktion  von  0  allein  ist;  und  daß  t; «  ti;  »  0.  Da 
die  Spannung   parallel   zur  2; -Achse   auf  eine  Ebene   senkrecht  zur 

jer- Achse  gleich  ß  -tt-  ist,  so  gibt  die  Differenz  der  Zugkräfte  an  den 

beiden  Seiten  einer  Schicht  von  der  Fläche  1  imd  der  Dicke  de  eine 

Resultante  u  ^-i  -dz.   Dieser  müssen  die  normalen  Drucke  das  Gleich- 

0  z 

gewicht  halten,  welche  eine  Resultante  —  J-  pro  Yolumeneinheit  der 

Schicht  geben.     Folglich 

d^u      dp  ,-x 

Da  femer  keine  Bewegung  parallel  zur  je-Richtung  stattfindet,  muß 

■^  verschwinden.     Diese  Resultate  hätten  natürlich  unmittelbar  aus 

oz 

den  allgemeinen  Gleichungen  des  §  316  erhalten  werden  können. 

Es  folgt,  daß  der  Druckgradient  7^  eine  absolute  Eonstante  ist. 

G  SC 

Somit  gibt  (1) 

«  =  ^  +  B.  +  ^.»ff.  (2) 

Bestimmt  man  die  Eonstanten  so,  daß  sie  u » 0  für  Z'^^h  ergeben, 
so  finden  wir 

u  =  -  L(Ä«_^2)|£.  (3) 

Folglich 


2/1*  dp 


—  A 


Wenn  eine  Flüssigkeit,  wie  bei  den  Experimenten  von  Prof.  Hele 
Shaw^),  in  zwei  Dimensionen  zwischen  zwei  parallelen  Platten  fließt, 
die  sich  dicht  beieinander  befinden,  so  können  wir 


^*u  _  dp 

^  dz*  —  dx 

d'v dp 

^  aP  ~  dy 


(5) 


1)  Diese  wurden  in  der  Anmerkung  auf  S.  102  angeführt. 
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schreiben,  vorausgesetzt,  daß  wir  die  Gradienten  von  u  und  v  hin- 
sichtlich X  und  y  im  Vergleich  zu  denjenigen  hinsichtlich  e  yemach- 
lässigen.    Nehmen  wir  femer  an,  daß  überall  f<7  =  0,  so  haben  wir 

^  -  =  0,  d.  h.  p  ist  eine  Funktion  von  x  und  y  allein.  Die  Bedingungen, 

daß  an  den  Ebenen  z  '^^  +  h  und  e  ^  —  h  kein  Gleiten  stattfinden 
soll,  werden  erfüllt,  wenn  wir 

setzen.  Die  Größen  u  und  v  bezeichnen  hier  die  mittleren  Ge- 
schwindigkeiten längs  einer  Parallelen  zu  e  und  sind  als  Funktionen 
von  X  und  y  allein  zu  betrachten.    Durch  Einsetzen  in  (5)  finden  wir 


dp  3  fi    / 

dp       _  ?/^   ' 
dy  ^       V  ^ 


1  • 


0) 


Folglich  können  u  und  v  als  die  Komponenten  einer  wirbellosen 
Flüssigkeitsbewegung  in  zwei  Dimensionen  angesehen  werden,  bei 
welcher  das  Geschwindigkeitspotential 

q>^~'P  (8) 

ist. 

Wenn  die  Flüssigkeit  durch  Druck  gezwungen  wird,  an  einem 
Hindemisse  vorbei  zu  fließen,  das  die  Form  einer  Lamelle  von  der 
Dicke  2  h  hat,  welche  sich  zwischen  den  Platten  befindet,  so  werden 
die  kinematischen  Bedingungen  demgemäß  in  der  Hauptsache  mit 
denen  identisch,  die  sich  auf  die  zweidimensionale  Strömung  einer 
reibungslosen  Flüssigkeit  an  einem  Zylinder  vorbei  beziehen,  dessen 
Querschnitt  die  Gestalt  der  Lamelle  hat.  Der  Satz  ist  mit  einer 
Einschränkung  aufgestellt^  da  die  Gleichungen  (5)  in  einer  Entfernung 
von  dem  Hindernis,  welche  mit  h  vergleichbar  ist,  aus  dem  Grund 
zu  gelten  aufhören,  weil  die  zähe  Flüssigkeit  längs  dem  Rand  des 
Hindernisses  nicht  gleiten  kann,  wie  es  eine  vollkommene  Flüssigkeit 
tun  würde.  Aber  die  Stromlinienfiguren  in  beiden  Problemen  können 
mit  beliebiger  Annäherung  ähnlich  gemacht  werden,  wenn  wir  den 
Abstand  der  Platten  genügend  klein  nehmen.^) 


1)  Stokes,  „Mathematicai  Proof  of  the  Identity  of  the  Stream-Lines  obtained 
by  means  of  a  Viscous  Film  with  those  of  a  Perfect  Fluid  moving  in  Two  Di- 
menaions^  Brit.  Ä88.  Bep.,  1898,  S.  148  {Math,  and  Phys.  Papers,  Bd.  V,  8.  278). 
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§  318.  Die  UnterBuchung  der  stationären  Strömung  einer 
Flüssigkeit  durch  eine  gerade  Röhre  von  gleichmäßig  kreisförmigem 
Querschnitt  ist  ebenso  einfach  und  physikalisch  wichtiger. 

Wenn  wir  die  ^er-Achse  mit  der  Achse  der  Röhre  zusammenfallen 
lassen  und  annehmen ^  daß  die  Geschwindigkeit  überall  parallel  zur 
jer- Richtung  und  zugleich  eine  Funktion  des  Abstandes  r  von  der  Achse 
ist^  so  wird  die  tangentiale  Spannung  auf  ein  ebenes  Element  senk- 
recht zu  r  den  Wert  ii  w-  haben.     Betrachten  wir  eine  zylindrische 

Schicht  der  Flüssigkeit,  deren  Grenzradien  r  und  r  +  dr  sind,  und 
deren  Länge  l  ist,  so  gibt  die  Differenz  der  tangentialen  Zi:^krafte 
an  den  beiden  krummen  Flächen  eine  Kraft 

d  /    dw 


l(,y^.2.rl)ör. 


Wegen  des  stationären  Verhaltens  der  Flüssigkeit  muß  diese  durch 
die  normalen  Drucke  an  den  Enden  der  Schicht  ausgeglichen  werden. 

Da  x^  =»  0,  so  ist  die  Differenz  dieser  Drucke  gleich 

wo  jpi  und  p^  die  Werte  von  jp,  des  mittleren  Druckes,  an  den  beiden 
Enden  sind.     Folglich 

Wenn  wir  femer  die  Kräfte,  die  auf  ein  rechteckiges  Element 
wirken,  in  der  Richtung  von  r  auflösen,  so  finden  wir  ^-  =  0.    Der 

mittlere  Druck  ist  also  in  jedem  Querschnitt  des  Rohres  gleichförmig. 

Die  Gleichimg  (1)  hätte  aus  §  316  (4)  durch  direkte  Koordinaten- 
transformation erhalten  werden  können. 

Das  Integral  von  (1)  ist 

tv  =  -^^f^  r^  +  Älogr  +  B,  (2) 

Da  die  Geschwindigkeit  an  der  Achse  endlich  sein  muß,  müssen  wir 
A  ^  0  haben.  Wenn  wir  B  gemäß  der  Annahme  bestimmen,  daß 
an  der  Wand  der  Röhre  (r  »  a)  kein  Gleiten  stattfindet,  erhalten  wir 

Dies  gibt  für  den  gesamten  Fluß  durch  einen  Querschnitt 


a 

I 


».2«rir--"'.«'-7i.  (4) 
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Es  ist  der  Kürze  wegen  angenommen  worden^  daß  die  Strömung 
unter  der  Wirkung  des  Druckes  allein  vor  sich  geht.  Wenn  eine 
äußere  Ej-aft  X  hinzukommt,  die  parallel  zu  der  Längsrichtung  der 
Röhre  wirkt,  so  wird  der  Fluß 

sein.  In  der  Praxis  ist  X  die  Komponente  der  Schwerkraft  in  der 
Längsrichtung. 

Die  Formel  (4)  enthält  genau  die  Gesetze,  welche  experimentell 
von  Poiseuille  bei  seinen  Untersuchungen  über  das  Strömen  yon 
Wasser  durch  Kapillarröhren  gefunden  sind^);  es  ist  nämlich  die 
Ausflußzeit  einer  gegebenen  Menge  Wasser  der  Länge  der  Röhre 
direkt  imd  der  Druckdififerenz  an  den  beiden  Enden  sowie  der  vierten 
Potenz  des  Durchmessers  umgekehrt  proportional. 

Dieses  letzte  Resultat  ist  besonders  wichtig,  da  es  einen  ent- 
scheidenden Beweis  dafür  liefert,  daß  bei  diesen  Versuchen  kein  merk- 
liches Gleiten  der  Flüssigkeit  an  der  Wand  stattfindet.  Wenn  wir 
einen  Gleitungskoeffizienten  /3,  wie  in  §  315  auseinandergesetzt  wurde, 
angenommen  hätten,  so  würde  die  Oberflächenbedingung 

oder 

«;  =  -  A  i*^  (6) 

er  ^  ^ 

lauten,  wo  A  »  y .  Dies  bestimmt  die  Konstante  B  in  Gleichung  (2), 
sodaß 

u>~?^j^'ia'-r^  +  2Xa).  (7) 

Wenn  -  -  klein   ist,    so   gibt   dies   ziemlich   dieselbe   Verteilung   der 

Geschwindigkeit,  welche  in  einem  Rohr  von  dem  Radius  a  +  X  statt- 
finden würde,  wenn  kein  Gleiten  vorhanden  wäre.  Der  entsprechende 
Wert  des  Flusses  ist 

Wenn  bei  den  engsten  Röhren,  die  von  Poiseuille  gebraucht  wurden 
(a  =*  0,0015  cm),  X  mehr  als  ein  sehr  kleiner  Bruchteil  von  a  wäre,  so 
müßte  eine  Abweichung  von  dem  Gesetze  der  vierten  Potenz  des  Durch- 

1)  f^Recherches  ezp^rimentales  sur  ie  mouvement  des  liquides  dans  les 
tubes  de  träs  petita  diamätres^^  Camptea  BendtM^  11  und  12,  1840 — 41;  MSm, 
des  Sav.  Etrangers,  9,  1846. 
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messers  notwendig  zum  Vorschein  kommen^  während  jedoch  tatsach- 
lich das  Gesetz  sehr  genau  befriedigt  wird.  Dies  genügt^  die  Mög- 
lichkeit Yon  Werten  fOr  k  wie  0^235  cm  auszuschließen  ^  auf  welche 
von  Helmholtz  und  Piotrowski  aus  ihren  Versuchen  über  Torsions- 
Schwingungen  einer  mit  Wasser  gefüllten  Metallkugel  geschlossen 
wurde,  wie  in  der  bereits  genannten  Arbeit  beschrieben  ist.^) 

Nachdem  die  Annahme^  daß  kein  Gleiten  stattfindet,  so  gerecht- 
fertigt ist,  gibt  der  Vergleich  der  Formel  (4)  mit  dem  Experiment 
ein  ganz  direktes  Mittel,  den  Wert  des  Koeffizienten  ß  für  verschiedene 
Flüssigkeiten  zu  bestimmen. 

Aus  (3)  imd  (4)  findet  man  leicht,  daß  die  Geschwindigkeit  der 

Scherung  nahe  an  der  Wand  des  Rohres  gleich  — ^-  ist,  wo  tCQ  die 

mittlere  Geschwindigkeit  in  dem  Querschnitt  bezeichnet.  Als  nunoie- 
risches  Beispiel  wollen   wir  einen  Fall  nehmen,   der  von  Poiseuille 

cm 

angegeben  ist,  wo  eine  mittlere  Geschwindigkeit  von  126,6  —  in 
einer  Röhre  von  0,01134  cm  Durchmesser  erhalten  wurde.  Dies  er- 
gibt — -  =  89  300,  wenn  als  Einheit  der  Zeit  die  Sekunde  genommen 
wird. 

§  320.  Einige  theoretische  Resultate  für  Querschnitte  von 
anderer  Form  mögen  kurz  angegeben  werden. 

1.  Die  Lösung  für  einen  Kanal  von  ringförmigem  Querschnitt 
wird  aus  der  Gleichung  (2)  des  vorigen  Paragraphen  leicht  abgeleitet, 
wenn  A  zurückbehalten  wird.  Bestehen  die  Grenzbedingungen  dann^ 
daß  w  =  0  für  r^a  und  r  ^iy  so  finden  wir 


w 


-^''l«'-''  +  T=^'»8  7|.  W 


i.g- 


was  einen  Fluß 

h 


s 


„ .  2xri,  -  i  ■  S"-*'  ■  1»-  -  «*  -  -Fr-]  (2) 

log  — 

ergibt 

2.  Es  ist  von  Greenhill')  daraufhingewiesen  worden,  daß  die  mathe- 
matischen Bedingungen  bei  der  vorliegenden  Aufgabe  denjenigen  ähn- 
lich sind;  welche  die  Bewegung  einer  reibungslosen  Flüssigkeit  in  einem 
rotierenden  prismatischen  Gefäß  von  derselben  Form  des  Querschnittes 

1)  Wegen  einer  eingehenden  Untersuchung  dieses  Punktes  siehe  Whetham, 
„On  the  alleged  Slipping  at  the  Boundary  of  a  Liquid  in  Motion*',  Fhü.  Trans., 
A,  181,  S.  659,  1890. 

2)  „On  the  Flow  of  a  Viscous  Liquid  in  a  Pipe  or  Channel**,  Proc.  Land, 
Math   Soc,,  13,  S.  43,  1881. 
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bestimmen  (§  72).  Wenn  die  ^er- Achse  der  Längsrichtung  der  Röhre 
paraUel  gelegt  wird,  und  wenn  wir  annehmen^  daß  w  eine  Funktion 
Yon  X  und  y  allein  ist,  dann  reduzieren  sich  in  dem  Falle  der  statio- 
nären Bewegung  die  Bewegungsgleichungen  auf 


dx         '      dy 
wo 


(3) 


dx^       dy^ 

Bezeichnen  wir  mit  P  das  konstante  Druckgefälle  (— ö^)>  so  haben 
wir 

A.«; 1,  (4) 

zugleich   mit   der  Bedingung,   daß   an  der  Grenze  w  ^0  sein  muß. 

Wenn  wir  if  —  \(o(x^  +  y^  für  w  und  2  ©  för  —  schreiben^  so  er- 

halten  wir  wieder  die  Bedingungen  des  genannten  Paragraphen.    Dies 
beweist  die  fragliche  Analogie. 

Im  Falle  eines  elliptischen  Querschnittes  mit  den  Halbachsen  a 
und  h  nehmen  wir  an,  daß 

^=c(i -?;-;;),  (5) 

was  die  Gleichung  (4)  erfüllt,  vorausgesetzt,  daß 

P       a^b*  ... 

Der  Ausfluß  pro  Sekunde  ist  deshalb 


// 


wdxdy=^-f-'^^^,'  (7)0 

Dies  steht  zu  dem  Ausfluß  durch  eine  kreisförmige  Röhre  mit  gleichem 

Flächeninhalt   des   Querschnitts   im   Verhältnis     ,  ,   ,,»     Für   kleine 

Werte  der  Exzentrizität  e  unterscheidet  sich  dieser  Bruch  yon  1  um 
eine  (Jröße  von  der  Ordnung  e*.  Deshalb  können  beträchtUche  Ver- 
schiedenheiten betreffs  der  Gestalt  des  Querschnittes  existieren,  ohne 
daß  der  Ausfluß  erheblich  beeinflußt  wird,  vorausgesetzt,  daß  die 
Fläche  des  Querschnittes  dieselbe  Größe  behält.  Selbst  wenn  a :  6  »  8 : 7, 
so  wird  die  Ausflußmenge  um  weniger  als  1  %  vermindert 

1)  Dieses,  sowie  entsprechende  Resultate  für  einige  andere  Formen  des 
Querschnittes,  scheint  Boussinesq  im  Jahre  1868  erhalten  zn  haben.  Siehe  Hicks, 
Brit  Ä88.  Rep.,  1882,  S.  68. 
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§  321.  Wir  betrachten  zunächst  einige  einfache  Falle  von  statio- 
närer Rotationsbewegung. 

Der  erste  ist  derjenige^  wo  eine  zweidimensionale  Rotation  um 
die  jer- Achse  stattfindet,  wobei  die  Winkelgeschwindigkeit  eine  Funk- 
tion des  Abstandes  r  von  dieser  Achse  ist.     Schreiben  wir 

SO  finden  wir,  daß  die  Dehnungen  längs  und  senkrecht  zum  Radius- 
vektor null  sind,  während  die  Geschwindigkeit  der  Scherung  in  der 

rry- Ebene  r  -t-  ist.    Deshalb  ist  das  Moment  der  tangentialen  Kräfte 

um  diese  Achse,  die  auf  eine  zylindrische  Oberfläche  vom  Radius  r 

wirken,  pro  Längeneinheit  =  ftr  ^  •  2  ;rr  •  r.   Da  die  Bewegung  stationär 

ist,  so  wird  die  Flüssigkeit  zwischen  zwei  koachsialen  Zylindern  nichts 
Yon  dem  Betrage  ihres  Drehmomentes  yerlieren  oder  gewinnen,  sodaß 
der  obige  Ausdruck  von  r  unabhängig  sein  muß.     Dies  gibt 

Q,  =  ^  +  B.  (2) 

Wenn  die  Flüssigkeit  sich  bis  in  das  Unendliche  erstreckt,  während 
die  innere  Begrenzung  diejenige  eines  festen  Zylinders  vom  Radius  a 
ist,  der  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  (Dq  rotiert,  so  haben  wir 

(D-öo^,-  (3) 

Das  Ej^ftepaar,  das  von  der  Reibung  am  Zylinder  herrührt,  ist  deshalb 

—  A^t^a^OQ,  (4) 

Wenn  die  Flüssigkeit  außen  von  einer  festen  koachsialen  Zylinder- 
fläche mit  dem  Radius  b  begrenzt  wäre,  so  würden  wir 


finden,  was  ein  Eräftepaar 

6*  —  a 
gibt. 


-^--r^-r.^.-oJo  (6)1) 


§  322.  Eine  ähnliche  Lösung,  die  jedoch  auf  den  Fall  unendlich 
kleiner  Bewegungen  beschränkt  ist,  läßt  sich  für  die  stationäre  Be- 
wegung einer  Flüssigkeit  aufstellen,  welche  eine  feste  Eugel  umgibt, 

1)  Dieses  Problem  wurde  zuerst,  aber  nicht  völlig  streng,  von  Newton  be- 
handelt (Principiay  2.  Buch,  61.  Satz).  Die  obigen  Resultate  stammen  im 
wesentlichen  von  Stokes,  I.  c,  S.  666  und  668. 
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die  gleichförmig  um  einen  Durchmesser  rotiert.  Indem  wir  das 
Zentrum  als  Eoordinatenanfangspunkt  und  die  ^r- Achse  als  Rotations- 
achse nehmen,  wollen  wir  voraussetzen,  daß 


i;  —      ax 

W7=  0  j 

wo  (D  eine  Funktion  des  Radiusvektors  r  allein  ist     Wenn  wir 

P  ^  fardr 
setzen,  können  diese  Gleichungen 


(1) 


(2) 


14  =»  — 


V  = 


W 


dP 

0 


(3) 


geschrieben  werden,  und  es  ergibt  sich  durch  Einsetzen  in  §  316  (4), 
daß  bei  Vernachlässigung  der  Glieder  zweiter  Ordnimg  in  den  Ge- 
schwindigkeiten die  Gleichungen  durch 


p  =  konst.  I 
AP  =  konst.] 

erfüllt  werden.     Die  letztere  Gleichung  kann 


(4) 


oder 


d^P  ,    2  dP      ,       , 

-3— f  H j—  =*  Konst. 

dr^    '    r    dr 


da 
'dr 


-f-  3  (D  =-  konst. 


(5) 


geschrieben  werden,  folglich 


00 


^  +  B- 


(6) 


Wenn  die  Flüssigkeit  sich  bis  in  das  Unendliche  erstreckt  und 
dort  in  Ruhe  ist,  während  (Dq  die  Winkelgeschwindigkeit  der  rotie- 
renden Eugel  (r  =-  d)  ist,  so  haben  wir 


(D 


a' 


(O. 


(7) 


Wenn  hingegen  die  äußere  Grenze  eine  feste  konzentrische  Kugel 
mit  dem  Radius  b  ist,  so  lautet  die  Lösung 


iszr^n'(0o' 


(8) 
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Das  yerzogernde  Eji^ftepaar  an  der  Engel  kann  mit  Hilfe  der 
Formeln  des  §  314  oder  vielleicht  einfacher  mit  Hilfe  der  Dissipa- 
tionsfnnktion  des  §  317  berechnet  werden.  Wir  finden  ohne  Schwierig- 
keit für  die  Geschwindigkeit  der  Dissipation  der  Energie 

6 
a 

Wenn  N  das  Eji^ftepaar  bezeichnet^  welches  an  der  Kugel  an- 
gebracht werden  muß;  um  die  Rotation  aufrecht  zu  erhalten ^  muB 
dieser  Ausdruck  mit  N(Oq  äquivalent  sein^  folglich 

iV^=8;rft^,-— ^jCöo,  (10) 

oder  in  dem  Falle  6  =  cx>,  welcher  der  Gleichung  (7)  entspricht, 

i^=8;r^a«a>o.  (11)^) 

Die  Vernachlässigung  der  Glieder  zweiter  Ordnung  bei  dieser 
Aufgabe  enthält  eine  erheblichere  Beschränkung  ihrer  praktischen 
Gültigkeit,  als  man  erwarten  könnte.  Es  ist  nicht  schwierig,  zu  be- 
weisen, daß  die  gemachte  Annahme  wesentlich  darin  besteht,  daß  das 

Verhältnis  ^"  klein  ist.    Wenn  wir  v  -  0,018  (Wasser)  und  a  «  10 

setzen,  so  finden  wir,  daß  die  Geschwindigkeit  o^a  am  Äquator  gegen 

0,0018  —  klein  sein  muß.») 

'  BBC  ^ 

Wenn  die  Glieder  zweiter  Ordnung  in  Betracht  kommen,  so  ist 
eine  stationäre  Bewegung  der  obigen  Art  nicht  möglich.  Die  Kugel 
wirkt  dann  wie  ein  Zentrifugalgebläse,  indem  die  Bewegung  in  einiger 
Entfernung  aus  einer  Strömung  vom  Äquator  nach  außen  und  gegen 
die  Pole  nach  innen  zu  besteht,  welcher  eine  Rotationsbewegung 
superponiert  wird.«) 

Es  ergibt  sich  aus  §  316,  daß  die  Bewegungsgleichungen  in  der 
Form 

1^  -  2  vS  +  2  w;.?  =  X  -  ll  +  i/Au,  ...,..•  (12) 

geschrieben  werden  können,  wo 

Z'  =  f  +  i2*-  (13) 

Eine  stationäre  Bewegung,   welche  die  Bedingungen  einer  gegebenen 
Aufgabe   bei   Vernachlässigung  der  Glieder  zweiter  Ordnung  erfällt, 

1)  Kirchhoff,  Mechanik,  26.  Vorlesung. 

2)  Vergl.  Lord  Bayleigh,  „On  the  Flow  of  Viscous  Liquida,  especiallj  in 
two  Dimensions",  Phil  Mag.  (4),  .36,  S.  354,  1893  {Sc.  Papers,  Bd.  IV,  S.  78). 

3)  Stokes,  l  c,  S.  666. 
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wird  folglich  auch  dann  gelten,  wenn  diese  zurückbehalten  werden, 
Yorausgesetzt,  daß  wir  die  Zwangskräfte 

X=  2(wrj  —  vg)  I 

Y^2{ut  -wl^)\  (14)0 

Z  =  2(t;g  -uti)\ 

einführen.  Die  einzige  Veränderung  ist  die,  daß  der  Druck  p  um 
^Qq^  yermindert  wird.  Diese  Zwangskrafte  sind  überall  senkrecht 
zu  den  Stromlinien  und  zu  den  Wirbellinien,  und  ihre  Intensität 
wird  durch  das  Produkt  2  qo)  sin  x  g^g^hen,  wo  o  jetzt  die  Winkel- 
geschwindigkeit des  Flüssigkeitselementes,  und  x  den  Winkel  zwischen 
der  Richtung  der  Geschwindigkeit  q  und  der  Achse  der  Rotation  od 
bedeutet. 

Bei  der  Aufgabe,  die  in  diesem  Paragraphen  untersucht  wurde, 
ist  Yon  vornherein  klar,  daß  die  Zwangskräfte 

X  =  —  (o^x\ 

Y^-M  (15) 

Z=0         ) 

die  Lösung  streng  machen  würden.  Es  läßt  sich  leicht  beweisen, 
daß  diese  Ausdrücke  sich  von  (14)  nur  um  Glieder  der  Form  —  x— , 

(/  sc 

—  o-  >  —  5—  unterscheiden,  welche  bloß  den  Druck  verändern. 

dy'        dz  ' 

§  323.  Wenn  der  Einfluß  der  Trägheit  nicht  in  Betracht  kommt, 
kann  die  Bewegung  einer  zähen  inkompressibeln  Flüssigkeit  auf  eine 
sehr  allgemeine  Weise  vermittels  Eugelfunktionen  behandelt  werden. 

Es  wird  sich  empfehlen,  zunächst  die  allgemeine  Lösung  des 
folgenden  Gleichimgssystems  zu  untersuchen: 

Am'  =0 

At;'  «  0  ,  (1) 

Aw  -  0, 

Die  Funktionen  u,  v\  w  können  in  Reihen  von  räumlichen  Eugel- 
funktionen entwickelt  werden,  und  es  ist  klar,  daß  die  Glieder  von 
dem  algebraischen  Grade  n  in  diesen  Entwicklimgen,  etwa  u„',  v/  w^^ 
die  Gleichung  (2)  einzeln  befriedigen  müssen.  Die  Gleichungen  (1) 
können  deshalb  in  die  Formen 


1)  Lord  Rayleigh,  /.  c,  S.  678. 
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d  /dt>,- 


oy\cx 
dz\dy 


dx\  dz 
gebracht  Verden.    Folglich 


dy~) 

dl>n\ 

de  ) 

_  dWn\ 

dx) 


£_  (d»n 

dz  \dz 


dx) 


d  idv: 

dx\  dx 

d_/d< 
dy\dy 


du,\ 
dy) 

dz  )) 


(3) 


dw^' 

dy 

8< 
dz 

SXn 

dx 

du„' 

dz 

8< 

dx 

dy 

d< 

s< 

,..»*. 

(4) 


dx         dy         dt 

wo  x^  eine  Funktion  von  x,  y,  e  ist^  und  es  ergibt  sich  femer  aus 
diesen  Beziehungen,  daß  .       ^  ^ 

sodaB  Xn  0U16  räumliche  Eugelfunktion  vom  Orade  n  ist. 
Aus  (4)  erhalten  wir  femer 

zugleich   mit   zwei   ähnlichen  Gleichungen.     Nun  folgt  aus   (1)  und 
(2),  daß 

sodaß  wir 


Aixu:  +  yv:  +  0W,')^O,  (6) 

^»n  +  y<  +  ew;  =  9),^.,  (7) 

schreiben  können,  wo  9),^!  eine  rämnliche  Engelfanktion  Tom  Grade 
n  +  1  ist.    Somit   kann   Gleichung  (5)   folgendermaßen  geschrieben 


werden: 


OVn*l      I     .dXn         ..0X„ 


Der  Faktor  n  +  1  kann  ohne  Schaden  für  die  Allgemeinheit  weg- 
gelassen werden;  wir  erhalten  dann  als  die  Lösung  des  vorstehenden 
Gleichungssy  stemes : 


u 


»■-2'(l?+->'?-li') 
■2'(^+i'?;-'lif)l 


w 


(9) 


WO  die  Kugelfunktionen  9^  und  x^  willkürlich  sind.^) 

1)  Vergl.  Borchardt,  „Untersuchungen  über  die  Elasticität  fester  Körper 
unter  Berücksichtigung  der  Wärme",  Berl.  Monatsber.,  9.  Januar  1873  (Ges.  Werke, 
Berlin  1888,  S.  246).  Die  Untersuchung  im  Text  entstammt  einer  Arbeit  von 
Lamb,  „On  the  Oscillations  of  a  Viscous  Spheroid",  Proc.  Lotid.  Math.  Soe^,  18, 
S.  51,  1881. 
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§  324.  Wenn  wir  die  Olieder^  die  Yon  der  Trägheit  abhängen, 
vemachlässigen,  so  reduzieren  sich  die  Bewegiingsgleichnngen  einer 
zähen  Flüssigkeit  bei  Abwesenheit  äußerer  Kräfte  auf 


zugleich  mit 


A  ^P 


du       dv_       3» 


(1) 


0. 


(2) 


Durch  Differentiation  erhalten  wir 


Ap-0, 


(3) 


sodaß  p  in  eine  Reihe  räumlicher  Eugelfiinktionen  entwickelt  werden 
kann,  etwa 

P  =■  ^Pn-  (4) 

Die  Glieder  der  Lösung,  welche  Eugelfunktionen  yon  yerschiedenem 
algebraischen  Grad  enthalten,  werden  von  einander  unabhängig  sein. 
Um  die  Glieder  in  jp,  zu  erhalten,  nehmen  wir  an,  daß 


dx  dx  r'^+i 


V 


w 


Ar^^+  Br^^^^^ 


Pn 


dy 


^y  rJn  +  1 


^^^4_  jByJ«  +  S^      1^« 


dz 


de  r«»+iJ 


(5) 


wo  r*  =  a;*  +  y*  +  ^.     Die  mit  B  multiplizierten  Glieder  sind  gemäß 
§  81  und  83  räumliche  Kugelfunktionen  vom  Grade  n  + 1*    Nun  ist 


Folglich  werden  die  Gleichuugen  (1)  erfüllt,  wenn 

A^ ^ 

2(2n  +  l);t 

Durch  Einsetzen  in  (2)  finden  wir  ferner 

2  n^  -  (n  +  1)  (2  n  +  3)  5  -  0, 
folglich 


(6) 


B 


n 


(n+l)(2n  +  l)(2n  +  8)/t 

Die  allgemeine  Lösung  des  Systems  (1)  und  (2)  ist  deshalb 


(7) 
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u 


fi  ^  I2'(2n  +  1)  dx  ■^(n  +  l)(2n  +  l)(2n  +  8)a 


^         fA-^l2(2«+l) 


tr 


--,z\ 


dp. 


dp, 


„^Sn  +  t 


9Pn, :^!r <>    i>»  ]  I  ,/ 

Sy  ■^(n  +  l)(8n  +  l)(2n  +  8)8yr>"+M'^'^ 


+ 


(t -Ä^  l2(2n+l)  8«    '  (n  +  l)(2n  +  l) 


(8) 


WO  u,  Vy  w  dieselben  Formen  wie  in  den  Gleichungen  (9)  des  voran- 
gehenden Paragraphen  haben.  ^) 
Die  Formehl  (8)  ergeben 


wr 


fl;«  +  yt;  +  0«;=--i-2'ä(2n  +  8)^- 


+  2*  **''»• 


(9) 


Wenn    wir  femer   mit   S,  17,  5   di©   Komponenten   der   Winkel- 
geschwindigkeit der  Flüssigkeit  bezeichnen  (§  30),  finden  wir 


21 


f.  jLi 


(10) 


Diese  ergeben 


'i{x\^yri  +  z%)^^n{n^\)t,. 


(11) 


§  326.  Die  Ergebnisse  der  §  323  und  324  können  auf  die 
Lösung  einer  Anzahl  Probleme  angewendet  werden,  wo  die  Grenz- 
bedingungen sich  auf  Eugelflächen  beziehen.  Die  interessantesten 
Fälle  fallen  imter  die  eine  oder  die  andere  von  zwei  Klassen;  wir 
haben  nämlich  entweder  überall 

XXi  +  yv  +  jSrtc;  ==  0,  (1) 

und  deshalb  jp^  ==  0,  9^  '^  0;  ^^^^ 

xl^yn^^l-  0,  (2) 

und  deshalb  ;|r^  =  0. 

1.    Wir   wollen   die   stationäre  Bewegung  einer  Flüssigkeit,    an 

einem  festen  Hindemisse  von  Kugelform  vorbei,  untersuchen.     Wenn 

wir  den  Koordinatenanfangspunkt  in  das  Zentrum  und  die  x-Achse 

parallel  zur  Strömung  legen,  so  sind  die  Grenzbedingungen  die,  daß 

w  =  0,  t;  =  0,  M;  =  Ofürr  =  a,  und  w=J7,  t;==0,  w;  =  Ofilrr==oo. 

Es  ist  klar,  daß  die  Wirbellinien  Kreise  um  die  ^-Achse  sein  werden, 

1)  Diese  Untersuchung  ist  mit  einigen  Änderungen  aus  verschiedenen  Quellen 
entnommen.  Yergl.  Thomson  und  Tait,  Natural  Philosophy,  §  786;  Borchardt, 
l.  0.;  Oberbeck,  „Über  stationäre  Flüssigkeitsbewegungen  mit  Berücksichtigung 
der  inneren  Reibung",  Grelles  Joum.,  81,  S.  62,  1876. 
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sodaß  die  Beziehung  (2)  erfüllt  sein  wird.  Die  Gleichung  (9)  des 
§  324,  zusammen  mit  der  Bedingung,  die  im  Unendlichen  zu  erfüllen 
ist,  zeigt  femer,  daß  wir  hinsichtlich  der  Funktionen  p^  und  q)^  auf 
Eugelflächenfunktionen  erster  Ordnung  und  deshalb  auf  die  Fälle 
n  =  1,  n  =  —  2  beschrankt  sind.  Femer  müssen  wir  offenbar  Pi^O 
haben.     Nehmen  wir  also  an,  daß 


Vi 

9-8 


X 


so  finden  wir 


=  Ux 


(3) 


u  = 


V    = 


w  = 


6f4r»  ^^ 

Ä  _ 

2ftr»  ^y 

Ä 


^^  +  lf-r  +  ^(r'-^^)  +  u' 


2f4r» 


XZ  — - 


SB 

SB 

— *-  xz 


>  • 


(4) 


Die  Bedingung,  daß  an  der  Oberfläche  r  =  a  kein  Gleiten  stattfinden 
soll,  gibt 

-^  +  J7=0, 


oder 


Folglich 


Siia 

2|ia        a' 


-4  =  —  iiiüa 


>  • 


(6) 


»  —  J??(.-!;)  :.'  +  £' (.-Ij-iS)! 

Diese  geben 

»u  +  yt>  +  «w  =  £/■  (l  -  J  J  +  ^  ^)  a;, 


(6) 


C?) 


5 

= 

0 

< 

»j 

- 

s 

Ua 

g 

-- 

8 

4 

(8) 
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Die  Spannungskomponenten  an  der  Eugeloberflache  Yom  Radius  r 
sind  nach  §  313 


Prx 
Pr, 


7  Pxx  +  f  l^xr  +  7  P»* 

>   1>«   +  7  l>,y   +  7  A. 


(9) 


Wenn  wir   die  Werte  von  j)„,  jj,  ,  ^„,  . . .   aus  §  314  einsetzen, 
finden  wir 


>• 


(10) 


In  dem  vorliegenden  Fall  haben  wir 


8  fiCTa 
1  ~r»~ 


X. 


(11) 


Wir  erhalten  so  f&r  die  Spannungskomponenten  an  der  Oberfläche  r  =^a 

Prz^- 


X         ,    8  itCT 


'rr 


a 


Pr, ö  ^0 


(12) 


Wenn  6S  ein  Element  der  Oberfläche  bezeichnet,  finden  wir 

ffp^dS  =  0  \.  (13) 

Die  resultierende  Kraft  auf  die  Kugel  ist  deshalb  parallel  zur  ^- Achse 
und  gleich  6 7t fi all. 

Die  Art  der  Bewegung  wird  am  bequemsten  vermittels  der 
Stromfunktion  des  §  94  ausgedrückt.  Wenn  wir  a:  =  r  cos  0  setzen, 
so  ist  der  Fluß  (2;r^)  durch  einen  Kreis  mit  Ox  als  Achse,  dessen 
Radius  in  0  einem  Winkel  6  bildet,  durch 


gegeben,  wie  sogleich  aus  (7)  ersichtlich  ist. 


(14) 
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Wenn  wir  überall  die  Geschwindigkeit — U  la  der  ;X-Richtuiig 
tunzuüQgen,  erhalten  wir  den  Fall  einer  Kugel,  die  sich  in  einer  i^en 
FlQBBigkeit  atation&r  bewegt,  welche  im  Unendlichen  in  Rnhe  ist. 
Die  Stromfunktion  ist  dann 


^  \  üar  (l 


"ijsin'Ö.  (15)') 

Die  folgende  Fignr  zeigt  die  Stromlinien  ^  —  konst.  in  diesem 
Falle  för  eine  Reihe  äquidutanter  Werte  von  *.  Der  Unterschied 
Ton  dem  Falle  einer  reibungsloBen  FlOasigkei^  der  aof  Seite  149  dar- 


gestellt ist,  ist  auffallend;  aber  es  maß  daran  erinnert  werden,  daß 
die  Gmndannahmen  sehr  verschieden  sind.  Im  erstereo  Falle  war 
die  Trägheit  Torherrschend  and  die  Zäh^^keit  wurde  Temachlässigt; 
bei  dem  vorliegenden  Problem  sind  die  Verhältnisse  umgekehrt. 

Wenn  X  die  äußere  Kraft  ist,  die  auf  die  Kugel  wirken  muß, 
nm  den  Widerstand  aufzuheben,  so  ist 

X  =  Gn(taU.  (16) 

Es  ist  KU  bemerken,  daß  die  Formel  (15)  sowohl  das  Bewegungs- 
moment wie  die  Energie  der  Flüssigkeit  unendlich  macht.*)  Die  hier 
untersuchte  stationäre  Bewegung  könnte  deshalb   nur  dadurch  voll- 


1)  Dieies  Problem  wurde  lueret  tou  Stokei  durch  die  Btromfunktion  ge- 
lOat,  I.  e.,  a.  668. 

!)  Lord  Rft;leigh,  i>A>7.  Mag.  (6),  Sl,  3.  371  (Anm.),  1886  (.Sc.  Paper),  Bd.  U, 
S.  480). 
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standig  hergestellt  werden,  daß  eine  Kraft  X  auf  die  Engel  auf  eine 
unendlich  lange  Strecke  wirkte. 

Die  ganze  Untersuchung  gründet  sich  auf  die  Annahme,  daß  die 

Trägheitsglieder  m^,  •••  in   den  Grundgleichungen  (4)   des    §  316 

gegen  i/Au,  . . .  yemachlassigt  werden  können.  Es  ergibt  sich  leicht 
aus  Gleichung  (0)  oben,  daß  Ua  klein  gegen  v  sein  muß.  Diese 
Bedingung  kann  immer  verwirklicht  werden,  wenn  man  U  oder  a  ge- 
nügend klein  macht,  aber  in  dem  Falle  leichtbeweglicher  Flüssigkeiten, 
wie  Wasser,  beschränkt  uns  dies  auf  Geschwindigkeiten  oder  Dimen- 
sionen, welche  vom  praktischen  Gesichtspunkt  aus  außerordentlich 
klein  sind.  Selbst  für  eine  Kugel  von  1  mm  Radius ,  die  sich  in 
Wasser  (y  =-  0,018)  bewegt,  muß  die  Geschwindigkeit  betrachtlich 
kleiner  als  0,18  cm  pro  Sekunde  sein.^) 

Wir  können  die  Formel  (16)  verwenden,  um  die  Endgeschwindig- 
keit einer  Kugel  zu  finden,  die  in  einer  Flüssigkeit  vertikal  fällt.') 
Die  E[raft  X  ist  dann  der  Überschuß  der  Schwere  der  Kugel  über 
den  hydroBtatischen  Auftrieb,  nämlich 

X"i«(c,-p)«V,  (17) 

WO  Q  die  Dichte  der  Flüssigkeit  imd  q^  die  mittlere  Dichte  der 
Kugel  bezeichnet.     Dies  gibt 

Wie  bereits  auseinandergesetzt,  wird  dies  nur  gelten,  wenn  —   klein 

ist.  Für  ein  Sandkömchen,  das  in  Wasser  fällt,  können  wir  an- 
nähernd 

q^^2q,    1/- 0,018,    g^981 

setzen,  woraus  sich  ergibt,  daß  a  klein  gegen  0,0114  cm   sein  maß. 
Unter  dieser  Bedingung  ist  die  Endgeschwindigkeit  U^  12000  a*. 
Für  ein  Wasserkügelchen,  das  in  Luft  fallt,  haben  wir 

^j  =  l,    ()  =  0,00129,    ^-0,00017. 

Dies  gibt  eine  Endgeschwindigkeit  ü  ^  1280000  a\  welche  der  Be- 
dingung unterworfen  ist,  daß  a  klein  gegen  0,006  cm  sein  muß. 


1)  Lord  Rayleigh,  {.  c,  S.  678.  Eine  experimentelle  Untersachnng  über  das 
Widerstandsgesetz  und  die  Endgeschwindigkeit  für  den  Fall,  daß  die  obige  Be- 
dingung verletzt  ist,  siehe  bei  Allen,  „The  Motion  of  a  Sphere  in  a  ViscooB 
Fluid",  Phil  Mag.  (6),  60,  S.  328  und  619,  1900. 

2)  Stokes,  l  c,  S.  668. 
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2.  Das  Problem   einer  rotierenden  Kugel  in  einer  unbegrenzten 
Flüssigkeit  wird  durch  die  Annahme 


dy        ^   dz 

dx-9  ^Z-t 

dz  ex 

^   dx  dy  } 

wo 

Az 


>7 


(19) 


Z.,  =  ^,  (20) 


gelöst^   wobei   die   xr-Achse    die   Rotationsachse   ist.     An   der   Ober- 
fläche r  ^=  a  müssen  wir 

tt  =  —  coy, 

w^      0 

haben  ^  wenn  cd  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Kugel  ist.     Dies  gibt 
^  «  coa»;  vergl.  §  322. 

§  326.  Die  Lösungen  der  entsprechenden  Probleme  f&r  ein 
EUipsoid  können  vermittels  des  Gravitationspotentials  des  festen 
Körpers  ausgedrückt  werden^  wenn  dieser  als  homogen  und  von  der 
Dichte  1  gedacht  wird. 

Die  Gleichung  der  Oberfläche  sei 

dann  ist  das  Potential  für  die  Anziehung  auf  äußere  Punkte^)  durch 
die  bekannte  Formel  von  Dirichlet  gegeben,  nämlich 


00 


wo 


Ä  =  «aic/(4-,  +  ^^  +  _^^  _  i)  ^\  (2) 


A  =  {(a»  +  A)(6«  +  A)(c»  +  i)}*  (3) 

und  die  untere  Grenze  die  positive  Wurzel  von 

""'     +     y'     +      ''     -  1  f4) 


a*  +  X  ^  6»  +  X  ^  c»  +  X 
ist. 


1)  Crdka  Joum.,  32,  S.  80,  1846  (Werke,  Bd.  ü,  S.  11);  siehe  auch  Eirch- 
hoff,  Mechanik,  18.  VorleBong,  nnd  Thomson  nnd  Tait,  Natu/ral  Ihüosophy^ 
2.  Aufl.,  §  494». 
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Dies  ergibt 
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dsi 

dx 

< 

^2xßy 

da 

dz  ' 

=  23tye 

4 

(5) 


WO 


0» 


a  =  aoc  I  .  ,  I  ,. 


>  • 


(6) 


Wir  werden  femer 


c 

-auf 


OD 

dX 


(7) 


schreiben;  es  ist   in  §  113  gezeigt  worden^  daß  dies  die  Gleichung 
A;C  =  0  erfüllt. 

Wenn  die  Flüssigkeit,  an  dem  festen  Ellipsoide  vorbei,  mit  der 
allgemeinen  Geschwindigkeit  U  in  der  ^-Richtung  strömt,  so  nehmen 
wir  an,  daß^) 


dxdy  dy 

w  =-  A  X-  5-  +  Bx  <.- 

dxdz  dz 


>  • 


(8) 


Diese  Werte  erfüllen  die  EontinniiÄtsgleiclituig  infolge  der  Beziehungen 

Ax  =0; 

sie  ergeben  offenbar  im  Unendlichen  w  =  C/,  v  =  0,  m;  =  0.     Femer 
haben  wir  ^, 

Aw  =  2B  -i\ 

dx^ 


tLV  =  2B 


Aw  =  2B 


dxdy 

dxdz  ' 


(9) 


1)  Oberbeck,  l.  c,  S.  682. 
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sodaß  die  Gleichungen  (1)  des  §  324  durch 

p  =  2Bn  1^  +  konst.  (10) 

befriedigt  werden. 

Es  bleibt  übrige  zu  zeigen,  daß  wir  durch  passende  Wahl  von  Ä 
und  B  an  der  Oberfläche  (1)  w  =  t;  =■  ^^^  «  0  machen  können.  Die 
Bedingungen  v  ^0,  w  ^0,  erfordern,  daß 

[2«^^  +  ^^Lo=^'     d.h.2:r^  +  5-0.  (11) 

Mit  Hilfe  dieser  Beziehung  reduziert  sich  die  Bedingung  u  =^0  auf 

2Ä^ao  -Bxo  +  U^O,  (12) 

wo  die  Suffixe  andeuten,  daß  die  untere  Grenze  in  den  Integralen  (6) 
und  (7)  durch  0  zu  ersetzen  ist.     Folglich: 

:cÄ^-^Ba',     B^-^,.  (13) 

In  großer  Entfernung  r  vom  ürsprungspunkt  haben  wir 

^             inahc  2abc 

Sl —,      1--T-y 

woraus  sich  bei  Vergleich  mit  den  Gleichungen  (4)  des  vorangehenden 
Paragraphen  ergibt,  daß  die  Störung  dieselbe  ist,  als  wenn  sie  durch 
eine  Eugel  vom  Radius  B  verursacht  würde,  der  durch 

ftriJ  =  2a6cB,     oder    ^^\-^^^  (14) 

bestimmt  ist.  Der  Widerstand,  den  das  EUipsoid  erfährt,  wird  dem- 
gemäß 

e^liBU  (15) 

sein. 

Im  Falle  einer  kreisförmigen  Scheibe,  die  sich  mit  der  Breitseite 
nach  vom  bewegt,  haben  wir  a  =  0,  6  «  c;  folglich  atq  —  2,  Xo^  ^^tc, 
sodaß 

B  =  A  c  «  0,85  c. 

Wir  dürfen  nicht  länger  bei  Problemen  verbleiben,  welche  aus 
bereits  angeführten  Gründen  kaum  irgendeine  wirkliche  Anwendung 
finden,  außer  bei  Flüssigkeiten  von  außerordentlich  großer  Zähigkeit 
Wir  wollen  deshalb  auf  die  mathematisch  sehr  eleganten  Untersuchungen 
nur  hinweisen,  welche  über  die  stationäre  Rotation  eines  Ellipsoides^) 

1)  Edwardes,  Quart.  Jaum.  Math.,  26,  S.  70  und  167,  1892. 

Lftmb,  Hydrodjnamik.  44 
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bzw.    über   die   Strömung   durch   einen   Kanal,   der  von   einem    ein- 
schaligen ümdrehungshyperboloid  begrenzt  wird^),  angestellt  sind. 

Einige  Beispiele  anderer  Art,  die  sich  auf  zweidimensionale 
stationäre  Bewegungen  in  einem  kreisförmigen  Zylinder  beziehen,  die 
von  Quellen  und  Senken  an  verschiedenen  Stellen  der  Grrenzfläche 
herrühren,  sind  von  Lord  Rayleigh  erörtert  worden.*) 

§  327.  Wir  wollen  jedoch  einige  allgemeine  Sätze  berück- 
sichtigen, die  sich  auf  die  Dissipation  von  Energie  bei  der  stationären 
Bewegung  einer  Flüssigkeit  unter  der  Wirkung  konstanter  äußerer 
Kräfte  beziehen;  diese  sind  von  Helmholtz  und  Körte  weg  aufgestellt 
worden.  Sie  enthalten  die  Annahme,  daß  die  Trägheitsglieder  in  den 
Bewegungsgleichungen  sämtlich  vernachlässigt  werden  können. 

1.  Wir  wollen  die  Bewegung  in  einem  Gebiet  betrachten,  das 
von  einer  geschlossenen  Fläche  £  begrenzt  wird;  es  seien  u,  v,  w  die 
Geschwindigkeitskomponenten  bei  der  stationären  Bewegung,  und 
u  +  u,  V  +  v',  w  +  w'  diejenigen  bei  einer  anderen  Bewegung,  die 
nur  der  Bedingung  unterworfen  sein  soll,  daß  u',  v\  w'  an  der  Grrenz- 
fläche E  verschwinden.  Nach  §  317  (3)  ist  die  Dissipation  bei  der 
veränderten  Bewegung  gleich 


XjGT«^«- 


,+jp'J(«+o')+-+-+2(i»,,+i';,)(/"+D+-+-}*c<^y<fe,(i) 

wo  der  Akzent  die  Werte  andeutet,  welche  die  fraglichen  Funktionen 
annehmen,  wenn  m,  v,  vo  dorch  u',  v',  w'  ersetzt  werden.  Nun  zeigen 
die  Formeln  (2)  and  (3)  des  §  314,  daß  in  dem  Falle  einer  in- 
kompressihlen  Flüssigkeit 


'«,*}' 


(2) 


da  jede  Seite  eine  symmetrische  Funktion  von  a,  6,  c,  /*,  g^  h  bzw. 
a',  b\  c,  f,  g'f  K  ist.  Infolgedessen,  sowie  nach  §  317  reduziert  sich 
der  Ausdruck  (1)  auf 

-f-  jijO'dx  dy  dz. 
Das  zweite  Integral  kann  folgendermaßen  geschrieben  werden: 


IB- 


^**'   I  du    .         du'  .        \  -1    j     -, 


1)  Sampson,  l.  c,  S.  146. 

2)  „On  the  Flow  of  Viscous  Liquida,  especially  in  two  DimenBions^^  FhH. 
Mag.  (6),  36,  S.  864,  1898  (Sc.  Papers,  Bd.  IV,  S.  78). 
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berücksichtigt  man,  daß  Uy  v,  w'  an  der  Grenzfläche  verschwinden, 
so  ergibt  sich  hieraus  nach  einer  partiellen  Integration 

oder 

j^p  (Xw'  +  Yv  +  Zw')  dx  dy  de, 

nach  §  316.  Wenn  die  äußeren  Kräfte  X,  F,  Z  ein  einwertiges 
Potential  haben,  so  verschwindet  dies  vermöge  der  Kontinuitäts- 
gleichung nach  §  42  (4). 

Unter  diesen  Bedingungen  ist  die  Dissipation  in  der  veränderten 
Bewegung  gleich 

CCCodxdydz  +JJT<>'dxdydz  (3) 

oder  2  (jP  +  F'),  d.  h.,  sie  übersteigt  die  Dissipation  bei  der  stationären 
Bewegung  um  die  wesentlich  positive  Größe  2F',  welche  die  Dissi- 
pation bei  der  Bewegung  u,  v\  w    darstellt. 

Mit  anderen  Worten,  wenn  die  Trägheitsglieder  vernachlässigt 
werden  können,  so  ist  die  stationäre  Bewegung  einer  Flüssigkeit  unter 
Wirkung  konstanter  Kräfte,  die  ein  einwertiges  Potential  besitzen, 
durch  die  Eigenschaft  ausgezeichnet,  daß  die  Dissipation  in  jedem 
Gebiete  kleiner  als  bei  jeder  anderen  Bewegung  ist,  die  mit  den 
gleichen  Werten  von  u,  t;,  ti;  an  der  Grenzfläche  vereinbar  ist. 

Es  folgt,  daß  bei  vorgeschriebenen  Geschwindigkeiten  an  der 
Grenzfläche  nur  eine  Art  statiomLrer  Bewegung  in  dem  Gebiet  mög- 
lich ist.^) 

2.  Wenn  u,  v,  w  sich  auf  eine  beliebige  Bewegung  in  dem  ge- 
gebenen Gebiete  beziehen,  haben  wir 

2  jP  ^^JTTö  dx  dy  dz  =- 

^ffßp..^  +Pj  +Ps.c  +  2p J+  2p,,g  +  2p,^h)dxdydz 

da  die  Formel  (2)  gilt,  wenn  die  Akzente  durch  Punkte  ersetzt 
werden. 

Die  Behandlung  dieses  Integrals  ist  die  gleiche  wie  vorher. 
Wenn  wir  annehmen,  daß  ü,  t;,  tt'  an  der  Grenzfläche  2  verschwinden, 
so  finden  wir 


,  w 


(5) 


1)  Helmholtz,  „Theorie  der  station&ren  Ströme  in  reibenden  Flüssigkeiten'', 
Verh,  des  naturh.-mediz.  Vereins,  80.  Okt.  1868  {Wies.  Äbh,,  Bd.  I,  S.  223). 

44* 
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Das  letzte  Integral  verschwindet;  wenn  die  äußeren   Kräfte   ein 
einwertiges  Potential  haben,  sodaB 

F^-  Qfffi^^  +  i^  +  w'*)  dx  dy  dz.  (6) 

Dies  ist  wesentlich  negativ,  sodaß  F  bestandig  abnimmt.  Dieser  Vor- 
gang kann  nur  dann  aufhören;  wenn  ti  =  0,  t;  =-  0,  li?  =  0,  d.  h.,  wenn 
die  Bewegung  stationär  geworden  ist. 

Wenn  daher  die  Geschwindigkeiten  an  der  Grenzfläche  27  konstant 
erhalten  werden,  so  wird  die  Bewegung  im  Innern  dahin  streben, 
stationär  zu  werden.  Die  stationäre  Bewegung,  die  schließlich  zustande 
kommt,  ist  deshalb  sowohl  stabil  wie  eindeutig.^) 

£s  ist  von  Lord  Rayleigh')  gezeigt  worden,  daß  der  obige  Satz 
so  erweitert  werden  kann,  daß  er  fär  jedes  dynamische  System  gilt, 
das  keine  potentielle  Energie  besitzt,  und  dessen  kinetische  Energie  T 
und  Dissipationsenergie  F  als  Funktionen  zweiten  Grades  der  generali- 
sierten Geschwindigkeiten  mit  konstanten  Koeffizienten  ausgedrückt 
werden  können. 

Wenn  die  äußeren  Kräfte  kein  einwertiges  Potential  haben,  oder 
wenn  wir  anstatt  gegebener  Geschwindigkeiten  gegebene  Spannungs- 
kräfbe  an  der  Grenzfläche  haben,  so  erfordern  die  Sätze  eine  kleine 
Veränderung.  Der  Uberschuss  der  Dissipation  über  den  doppelten 
Betrag  der  Arbeit,  welche  von  den  äußeren  Kräften,  einschließlich  der 
Spannungrskräfte  auf  der  Grenzfläche,  geleistet  wird,  nähert  sich  einem 
bestimmten  Minimum,  das  nur  erreicht  wird,  wenn  die  Bewegung 
stationär  geworden  ist.^) 

Periodische  Bewegung. 

§  328.  Wir  untersuchen  weiter  den  Einfluß  der  Zähigkeit  bei 
verschiedenen  Problemen  der  kleinen  Schwingungen. 

Wir  beginnen  mit  dem  Falle  der  Laminarbewegung,  da  diese  uns 
in  den  Stand  setzen  wird,  einige  Punkte  von  großer  Wichtigkeit  ohne 
mathematische  Schwierigkeiten  aufzuklären.  Wenn  wir  annehmen, 
daß  V  =  0,  w?  =  0,  während  u  eine  Funktion  von  y  allein  ist,  so  er- 
fordern die  Gleichungen  (4)  des  §  316,  daß  p  =  konst.  und 

du  d*u  .., 

3}'  =  "dp-  (1) 


1)  Korteweg,  ,fin  a  General  Theorem  of  the  Stabilitj  of  the  Motion  of 
a  Viscous  Fluid",  Phil.  Mag.  (6),  16,  S.  112,  1888. 

2)  /.  c,  S.  690. 

3)  Vergl.  Helmholtz,  l.  c.  Wegen  anderer  Sätze,  welche  sich  auf  die  stationäre 
Bewegung  zäher  Flüssigkeiten  bei  Yemachln^sigung  der  Trägheitsglieder  be- 
ziehen, siehe  H.  A.  Lorentz,  „Ein  allgemeiner  Satz,  die  Bewegung  einer  reibenden 
Flüssigkeit  betreffend,  nebst  einigen  Anwendungen  desselben",  Abhandlungen 
über  theoretische  Physik,  Leipzig  1906,  Bd.  I,  S.  28. 
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Dies  hat  dieselbe  Form  wie  die  Gleichung  der  linearen  Wärme- 
bewegnng.  Im  Falle  einer  einfachen  Schwingung  nehmen  wir  einen 
Zeitfaktor  e'('^'+*)  an;  dann  haben  wir 

was  die  Lösung 

^  ==,  ^e(i+0/^y  +  5e-^i+')/*y  (3) 

hat^  vorausgesetzt;  daß 

f  -  &  w 

Wir  wollen  zuerst  annehmen,  daß  die  Flüssigkeit  sich  auf  der 
positiven  Seite  der  ^ir- Ebene  befindet,  und  daß  die  Bewegung  von 
der  vorgeschriebenen  Schwingung 

u=»ac'<«^'+')  (5) 

einer  starren  Flache  herrührt,  die  mit  dieser  Ebene  zusammenfällt. 
Wenn  die  Flüssigkeit  sich  in  der  positiven  y- Richtung  bis  in  das 
Unendliche  erstreckt,  so  ist  das  erste  Glied  in  (3)  auszuschließen, 
und  wenn  wir  B  durch  die  Grenzbedingung  (5)  bestimmen,  so  haben  wir 

u«ae-(^+')/'y+'(^'  +  *),  (6) 

oder  wenn  wir  den  reellen  Teil  nehmen, 

u  =  ae-(^v  cos  (öt  —  ßy  +  b),  (7) 

was  einer  vorgeschriebenen  Bewegung 

tt  =  a  cos  (pt  +  €)  (8) 

an  der  Grenzfläche  entspricht.*) 

Die  Formel  (7)  stellt  eine  Welle  von  transversalen  Schwingungen 

dar,  die  von  der  Grenzfläche  mit  der  Geschwindigkeit  -w  nach  innen 

fortgepflanzt  wird,  aber  deren  Amplitude  rasch  abnimmt,  indem  die 
Abnahme  innerhalb  einer  Wellenlänge  im  Verhältnis  6"*'*  oder  ^\^ 
geschieht. 

Die  lineare  Größe 

-j-     oder     i4xv  ' — j 

ist  bei  allen  Problemen  der  Schwingungsbewegung  von  großer  Wichtig- 
keit, welche  keine  Dichteänderungen  voraussetzen,  da  sie  angibt,  in 
welchem  Maße  die  Wirkungen  der  Zähigkeit  in  die  Flüssigkeit  ein- 
dringen.  Im  Falle  von  Luft  {v  =  0,13)  beträgt  dieser  Wert  1,28  YP  cm, 


1)  Stokes,  l  c,  S.  668. 


694  XL  Zähigkeit 

wenn  P  die  Schwingungsperiode  in  Sekunden  ist.    Für  Wasser  ist  der 

entsprechende  Wert  0,47  }/P.  Wir  werden  sogleich  weitere  Beispiele 
für  die  Tatsache  haben,  daß  der  Einfluß  der  Zähigkeit  sich  nur  auf 
eine  kurze  Entfernung  von  der  Oberfläche  eines  Körpers  erstreckt, 
der  kleine  Schwingungen  mit  genügender  Frequenz  ausführt. 

Die  yerzögemde  Kraft   auf  die   starre   Ebene   ist   pro   Flächen- 
einheit 

=•  Qv^ö^a  cos (pt  +  £  +  \x) 


(9) 


Die  Kraft  hat  ihre  Maxima  in  Intervallen  von  ^  Periode,  beror  die 
schwingende  Lamelle  durch  ihre  mittlere  Lage  hindurchgeht. 

Der  oben  untersuchten  erzwungenen  Schwingung  können  wir 
irgendwelche  Normalschwingungen  superponieren,  deren  das  System 
fähig  ist.    Wenn  wir  annehmen,  daß 

u  =  (J.  cos  my  +  B  sin  my)  6"',  (10) 

und  dies  in  (1)  einsetzen,  finden  wir 

a^  —  vm^u,  (11) 

woraus  wir  die  Lösung 

u  =  i:{A  cos  my  +  Bsm  my)  e-*"»*'  (12) 

erhalten. 

Die  zulässigen  Werte  von  m  und  die  Verhältnisse  ^  werden  in 

der  Regel  durch  die  Grenzbedingungen  bestimmt.  Die  willkürlichen 
Konstanten,  welche  übrig  bleiben,  lassen  sich  dann  aus  den  Anfangs- 
bedingungen vermittels  der  Fourierschen  Methode  ableiten. 

Im  Falle  einer  Flüssigkeit,  die  sich  von  y  =  —  c»  bis  zu  y  =  +  c» 
erstreckt,  sind  alle  reeUen  Werte  von  m  zulässig.  Die  Lösung  kann 
in  diesem  Falle  den  Anfangsbedingungen  gemäß  unmittelbar  nach 
dem  Fourierschen  Satze,  §  236  (4),  hingeschrieben  werden.  Wir 
haben  nämlich 


00  QC 


M  =  ~  jdm  jf{k)  cos  m  (y  -  l)  e-''"»'^dX,  (13) 

0  —OD 

wenn 

t*  =  /"(y)  (14) 

die  willkürliche  Geschwindigkeitsverteilung  am  Anfange  ist. 

Die  Integration  in  Bezug  auf  m  kann  vermittels  der  bekannten 
Formel 


»  M 

^ 


je-^'^cosßxdx=^^(^)^e   *«  (15) 
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ausgeführt  werden.     Wir  finden  dann 


*    (y-i) 


M=  -^Y  \e     *"'  f{k)dl,  (16) 

Als  einen  besonderen  Fall  wollen  wir  annehmen^  daß  f{y)==^±:  U, 
wobei  das  obere  oder  das  untere  Vorzeichen  zu  nehmen  ist^  je  nach- 
dem y  positiv  oder  negativ  ist.  Dies  bringt  den  Fall  einer  anfäng- 
lichen Diskontinuitätsfläche  zur  Darstellung^  welche  mit  der  Ebene  y  »  0 
zusammenfällt.  Nach  dem  ersten  Augenblick  wird  die  Geschwindig- 
keit an  dieser  Fläche  auf  beiden  Seiten  null  sein*    Wir  finden 


u ^   l{e     *^'    -6     *-'   \dL  (17) 


Durch  Yertauschung  der  Variablen   und  einfache  Reduktionen   kann 
dies  auf  die  Form^) 

u=«2-^Erf-^  (18) 

gebracht  werden,  wo  in  der  Glaisherschen  Schreibweise*) 

X 

Erf  a;=  fe-'^dx.  (19) 


"-/' 


Die  Funktion  2%  'Erf  rc  ist  von  Encke  tabuliert  worden.')    Es 
ergibt  sich,  daß  u  gleich  \  U  ist,  wenn  —7=  ==»  0,4769.    Für  Wasser 

gibt  dies  in  Sekunden  und  Zentimetern 

t  =  61,8  y«. 

Der  entsprechende  Wert  für  Luft  ist 

t  -  8,3  y«. 

Diese  Resultate  zeigen,  wie  rasch  eine  Diskontinuitätsfläche  in  einer 
zähen  Flüssigkeit  vernichtet  würde,  wenn  sie  jemals  gebildet  werden 
könnte. 


1)  Lord  Rajieigh,  „On  the  Stabilitj,  or  Instabilitj,  of  certain  Fluid 
Motions",  Proc.  Lond.  Math.  8ac.,  11,  S.  67,  1880  {Sc.  Papers,  Bd.  I,  S.  474). 

2)  Siehe  Phil  Mag,  (4),  42,  S.  294,  1871,  und  Encyc.  Britann.,  9.  Aufl., 
Abschn.  „TableB*^ 

3)  Berl.  Ast.  Jahrbuch,  1884.  Die  Tabelle  ist  abgedruckt  von  De  Morgan, 
Encyc.  Metrop.^  Abschn.  „Probabilities^*,  und  Lord  Kelvin,  Mctth.  and  Phys. 
Papers,  Bd.  m,  S.  434. 
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Die  Winkelgeschwindigkeit  g  der  Flüssigkeit  ist  durch 

25 --g^^ -l'^^'  (20) 

gegeben.  Dies  stellt  das  Eindringen  der  Winkelgeschwindigkeit  in 
das  Innere  der  Flüssigkeit  dar,  welche  ursprünglich  auf  eine  Wirbel- 
schicht beschränkt  war^  die  mit  der  Ebene  y  =  0  zusammenfällt. 

§  329.  Wenn  die  Flüssigkeit  sich  nicht  bis  in  das  Unendliche 
erstreckt,  sondern  Yon  einer  festen  starren  Ebene  y  =  h  begrenzt 
wird,  dann  sind  zur  Bestimmung  der  Bewegung,  die  von  einer  er- 
zwungenen Schwingung  der  Ebene  y  —  0  herrührt,  beide  Glieder 
von  (3)  nötig,  und  die  Grenzbedingungen  geben 

^  +  ^"^  !  (21) 

folglich 

was  leicht  zu  bestätigen  ist.  Dies  gibt  für  die  verzögernde  Kraft 
pro  Flächeneinheit  der  schwingenden  Ebene 


-  ^  [§?].= 


^=  ft(l  +  f)/5a  coth(l  +  i)ßh  .  e^C^'  +  O.  (23) 


Der  reelle  Teil  dieses  Ausdruckes  kann  auf 

i/ö..  Ä^  sinh  ^ßh  cos  {pt  +  e-\-  \n)  +  sin  2ßh  sin  {ot  +  B  +  ^n)         . 

reduziert  werden. 

Wenn  ßh  yerhältnismäSig  groß  ist,  so  ist  dies  mit  (9)  oben 
gleichbedeutend;  für  kleine  Werte  von  ßh  hingegen  reduziert  es 
sich  auf 

?^.co8((y^  +  £),  (25) 

wie  vorauszusehen  war. 

Dieses  Beispiel  enthält  die  Theorie  der  Veränderung,  welche  von 
Maxwell^)  in  die  Coulombsche  Methode*)  zur  Untersuchung  der 
Zähigkeit  von  Flüssigkeiten  durch  drehende  Schwingung  einer  kreis- 
förmigen Scheibe  in  ihrer  eigenen  horizontalen  Ebene  eingeführt 
wurde.  Die  Zufügung  fester  paralleler  Scheiben  in  einem  kurzen 
Abstand  oberhalb  und  unterhalb  bewirkt  eine  bedeutende  Steigerung 
des  Einflusses  der  Zähigkeit. 

1)  /.  c,  S.  664. 

2)  JLfem.  de  Vlnst,  3,  1800. 
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Die  freien  Schwingungen  werden  durch  (12)  ausgedrückt^  zugleich 
mit  den  Bedingungen,  daß  m  =  0  für  y  =  0  und  y  =»  Ä.  Dies  gibt 
JL  =  0  und  mh  =  sjt^  wo  s  eine  ganze  Zahl  ist.    Die  entsprechenden 

Dämpfungszeiten  werden  durch  r  =  — ^  gegeben. 


§  330.    Als   ein  weiteres  Beispiel  wollen  wir   den  Fall   einer 
horizontalen  Kraft 

X^fQ0Q{6t  +  e)  (1) 

nehmen,  welche  gleichförmig  auf  eine  unbegrenzte  Wassermenge  von 
der  gleichmäßigen  Tiefe  h  wirkt. 

Die  Gleichung  (1)  des  §  328  wird  jetzt  durch 

ersetzt. 

Wenn  der  Ursprungspunkt  auf  den  Grund  verlegt  wird,  so  sind 

die  Grenzbedingungen  m  =  0  für  y  =  0  und  t"  =  0  für  y  =^  h,  wo 

die  letztere  Bedingung  ausdrückt,  daß  an  der  freien  Oberfläche  keine 
tangentiale  Kraft  vorhanden  ist.    Ersetzen  wir  (1)  durch 

X  =  /-e'«"+'),  (3) 

so  finden  wir 

"---/('-"tU'lT^r'"!  «"•"•'■        « 

wem.,  wie  vorher,  ß-]/]^- 

^  Wenn  ßh  groß  ist,  so  reduziert  sich  der  Ausdruck  in  {  }  prak- 
tisch auf  das  erste  Glied  für  alle  Punkte  der  Flüssigkeit,  deren  Höhe 
über  dem  (Jrunde  ein  mäßiges  Vielfaches  von  ß~^  übertrifft.  Nehmen 
wir  den  reellen  Teil,  so  haben  wir  folglich 

u  =   -  sin(<y^  +  e).  (5) 

Dies  zeigt,  daß  die  Hauptmasse  der  Flüssigkeit,  mit  Ausnahme  einer 
Schicht  am  Grunde,  genau  wie  ein  freies  TeUchen  schwingt,  wobei 
der  Einfluß  der  Zähigkeit  unmerklich  ist.  Für  Punkte  nahe  am 
Grunde  lautet  die  Formel  (4) 

oder  wenn  wir  den  imaginären  Teil  weglassen, 

u=-^sm(6t  +  s)-  -^  e-^»  sin (öi  -  ßy  +  e),  (7) 
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Dies  hätte  unmittelbar  als  die  Lösung  von  (2)  erhalten  werden  können, 
die  den  Bedingungen  genügt,  daß  u  =  0  für  J^  "==  0,  und 


u 


—  '  sin  (pt  +  e) 


für  größere  Werte  von  ßy. 

Die  Kurren  Ä,  B,  C,  D,  E,  F  in  der  folgenden  Figur    stellen 

eine  Reihe  von  Formen  dar,  welche  durch  dieselbe  Linie  von  Teilchen 

in   Zwischenräumen   von  ^  Periode   angenommen   werden.     Um    die 

Reihe    zu    vervollständigen, 

ji  '  ^  (;  j}  £   F       würde    es    nötig    sein,    die 

BUder  von  £,  D,  C,  B  in 
Bezug  auf  die  Vertikallinie 
durch  0  hinzuzufügen.  Das 
ganze  System  von  Kurven 
kann  als  die  aufeinander- 
folgenden Formen  einer  Spi- 
rale von  passender  Gestalt 
angesehen  werden,  die  sich 
gleichförmig  um  eine  ver- 
tikale Achse  durch  0  dreht 
Die  vertikale  Ausdehnung 
der  Figur  beträgt  eine  Wellen- 

länge  -j-  der  laminaren  Stö- 
rung. 

Als  numerisches  Beispiel 

bemerken  wir,  daß  wir  für  den  Fall  v  ==*  0,0178  und  —  =  12  Stunden 

den  Wert  /3~^  =  15,6  cm  finden.  Dies  zeigt,  wie  äußerst  gering  die 
unmittelbare  Wirkung  der  Zähigkeit  auf  die  Meeresfluten  sein  muß. 
Es  kann  kaum  ein  Zweifel  bestehen,  daß  eine  Dissipation  der  Enei^e 
durch  „Gezeiienreibwiff^^,  wie  sie  tatsächlich  stattfinden  mag,  haupt- 
sächlich der  regellos  wirbelnden  Bewegung  zuzuschreiben  ist,  die 
durch  Steigerung  der  Gezeitenströme  in  seichtem  Wasser  hervor- 
gerufen wird.^)    Vergl.  §  344. 

Wenn  ßh  klein  ist,  so  gibt  der  reelle  Teil  von  (4) 


u 


-^-y{2h-y)'Cos(6t  +  e), 


(8) 


1)  Der  schwache  Einfluß  der  Zähigkeit  auf  regebnäßige  Bewegungen  von 
Wasser  in  großem  Maßstab  ist  femer  von  Hough  hervorgehoben  worden,  „On 
the  Influence  of  Viscosity  on  Waves  and  Currents^*,  Proc,  Lond,  Math,  Soc,y  28, 
S.  264,  1896.  Wir  können  auch  auf  die  Auseinandersetzung  von  Zöppritz  über 
die  Driftströme  verweisen,  „Hydrodynamische  Probleme  in  Beziehung  zur  Theorie 
der  Meeresströmungen",  Wied,  Ann.,  8,  S.  682,  1878. 
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folglich  hat  die  Geschwindigkeit  dieselbe  Phase  wie  die  Eraft  und 
verhält  sich  umgekehrt  wie  v. 

§  831.  Um  die  Wirkung  der  Zähigkeit  auf  freie  Wellen  in 
tiefem  Wasser  zu  finden^  können  wir  die  Dissipationsfunktion  des 
§  317  in  einer  der  dort  gegebenen  Formen  verwenden^  wobei  die 
für  unseren  Zweck  einfachste 

lautet.  Nach  §  309  kann  die  Dissipation  bei  einer  gewissen  Ein- 
schränkung so  berechnet  werden  ^  als  ob  die  Bewegung  wirbelfrei 
wäre. 

Um  die  Rechnung  in  eine  Form  zu  bringen,  die  für  den  Fall 
gelten  soll,  wo  sowohl  die  Eapillarkraft  wie  die  Schwere  berück- 
sichtigt wird,  wiederholen  wir,  daß  wir  der  Oberflächenerhebung 

1?  =  a  sin  Ä  (a;  —  et)  (2) 

entsprechend 

9  =  ac^^  cos  lc{x  —  cf)  (3) 

haben,  da  dies  3^=""""^^  ^^  ^="0  ergibt.     Folglich 

2«  =  W«  +  t,8  :«  t2^^2*y^^  (4) 

und  die  Dissipation  ist  nach  (1) 

2iLT^(?a^  (5) 

pro  Einheit  der  Oberfläche.     Die  kinetische  Energie 


i'ijr^jf 


dS  (6) 


hat  einen  Mittelwert  \ifkc^c?  pro  Flächeneinheit.   Die  gesamte  Energie, 
das  doppelte  hiervon,  ist 

\ifhc^a\  (7) 

Setzen  wir  folglich  den  Abfall  der  Energie  gleich  der  Dissipation, 
so  haben  wir 

,-  (lpÄc*a»)  -  -  2ftjfc«c*a»  (8) 


oder 


woraus 


dt 


^--2^*^«.  (9) 

««a^e-«"**'.  (10) 
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Die  Dämpfungszeit  r  wird  deshalb  durch  r  =»  g— p  gegeben^  oder 
durch  die  Wellenlänge  X  ausgedrückt,  durch 

Im  Falle  von  Wasser  gibt  dies 

r  =  0,712  X*  Sekunden, 

wenn  X  in  Zentimetern  ausgedrückt  wird.  Es  folgt,  daß  Kapillar- 
wellen durch  die  Zähigkeit  sehr  rasch  vernichtet  werden;  für  eine 
Wellenlänge  von  einem  Meter  würde  r  hingegen  ungefähr  zwei 
Stunden  betragen. 

Die  obige  Methode  beruht  auf  der  Annahme,  daß  öt  verhältnis- 
mäßig groß  ist,  wobei  6  «  kc.  Bei  leichtbeweglichen  Flüssigkeiten 
wie  Wasser  wird  diese  Bedingung  für  alle  Wellenlängen,  mit  Aus- 
nahme der  sehr  kleinen,  erfüllt. 

Die  Methode  versagt  aus  einem  anderen  Ghrunde,  wenn  die  Tiefe 
kleiner  als  etwa  eine  halbe  Wellenlänge  ist.  Infolge  des  praktisch 
unendlich  großen  Widerstandes  gegen  das  Gleiten  am  Grunde  kann 
die  Dissipation  nicht  mehr  so  berechnet  werden,  als  wenn  die  Be- 
wegung wirbelfrei  wäre. 

§  832.  Der  Einfluß  der  Zähigkeit  auf  Wasserwellen  kann  auch 
auf  eine  mehr  direkte  Weise  berechnet  werden. 

Wenn  die  y- Achse  senkrecht  nach  oben  gezogen  wird,  und  wenn 
wir  annehmen,  daß  die  Bewegung  auf  die  beiden  Dimensionen  x  und  y 
beschränkt  ist,  so  haben  wir 

du  1  dp 


zugleich  mit 


dt  Q  ox 

cv  1  dp  ,      A 

et  Q  cy      ^ 


(1) 


Diese  werden  durch 


cu   .   dv       f.  .^. 

ex  +  dy  =  Ö-  <^2) 

dq>       dtb 


M  =  — 


und 


dx      dy 

d(p    .    drp 

V  == -•  -1-      - 

dy    ^   dx  > 


(3) 


-;  =  ji  -  sy  (4) 


1)  Stokes,  l.  c,  S.  668.    Infolge  eines  Versehens  bei  der  Rechnung  war  der 
für  T  erhaltene  Wert  um  die  Hälfte  zu  klein. 
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erfüllt,  Yorausgesetzt;  daß 


Ai9?  =  0 


v\il) 


dt 
wo 


(5) 


r,+ 


dx^      dy* 


Um  die  Normalschwingungen  zu  bestimmen,  die  in  Bezug  auf  x 

mit  einer  vorgeschriebenen  Wellenlänge  -r-  periodisch  sind,  nehmen 

wir  einen  Zeitfaktor  6"'  und  einen  Raumfaktor  c***     Die   Losungen 
von  (5)  sind  dann 

zugleich  mit 


a 


m'^i^  +  j-  (7) 

Die  Qrenzbedingungen  werden  Gleichungen  ergeben,  welche  aus- 
reichend sind,  die  Art  der  verschiedenen  Schwingungen  und  die  ent- 
sprechenden Werte  von  a  zu  bestimmen. 

Im  Falle  unbegrenzter  Tiefe  nimmt  eine  dieser  Bedingungen  die 
Form  an,  daß  die  Bewegung  für  y^  —  co  endlich  sein  muß.  Schließen 
wir  zunächst  die  Fälle  aus,  wo  m  rein  imaginär  ist,  so  erfordert  dies, 
daß  JB  =  0,  D  =  0,  vorausgesetzt,  daß  m  die  Wurzel  von  (7)  be- 
zeichnet, deren  reeller  Teil  positiv  ist.     Folglich 

Wenn  t]  die  Erhebung  bezeichnet,  müssen  wir  an  der  freien 
Oberfläche  07  =  v  haben.  Wenn  der  ürsprungspunkt  von  y  in  das 
ungestörte  Niveau  verlegt  wird,  gibt  dies 

ri *  (4-iC)6'*'+«'.  (9) 

Wenn  2\  die  Eapillaritätskonstante  bezeichnet,  so  unterliegen 
die  Spannungen  an  der  Oberfläche  o£fenbar  den  Bedingungen 

Pyy        "^dx^X  (10) 

in  enter  Annäherung,  da  die  Neigung  der  Oberfläche  gegen  den 
Horizont  unendUch  klein  angenommen  wird. 
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Nun  ist 


idv    ,   du\ 


(11) 


folglich  haben  wir  nach  (4)  und  (6)  an  der  freien  Oberflache 

i  {{tt*+2v¥a+gk+TV*)A-i{gTt+Tl^-\-2vkma)C) 


,(12) 


-" {2ivT^A  +  {a  +  2vW)C],  (13) 

wo  T'«— ,  und  wobei  der  gemeinschaftliche  Faktor  6***+«'  hinzu- 
zudenken ist. 

Durch  Einsetzen  in  (10)  und  durch  Elimination  des  Verhältnisses 

-^  erhalten  wir 

(a  +  2vJfc7  +gh  +  ri^^  4i/*i»m.  (14) 

Wenn  wir  m  mit  Hilfe  von  (7)  eliminieren,  erhalten  wir  eine 
biquadratische  Gleichung  in  a,  aber  es  sind  nur  die  Wurzeln  zu- 
lässig,  welche  dem  reellen  Teile  der  linken  Seite  von  (14)  einen 
positiven  Wert  zuerteilen  und  somit  den  reellen  Teil  von  m  positiv 
machen. 

Wenn  wir  der  Kürze  halber 


gh  +  rÄ»  - 

=  <*», 

a  +  2i/P  = 

=  X6 

(15) 


schreiben,  so  nimmt  die  biquadratische  Gleichung  die  Gestalt 

(a:*+l)«-16ö»(a:-ö)  (16) 

an.  Es  ist  nicht  schwierig,  zu  zeigen,  daß  diese  immer  zwei  Wurzeln 
(beide  komplex)  hat,  welche  die  eben  gemachte  Einschrankung  ver- 
letzen, und  zwei  zulässige  Wurzeln,  welche  reell  oder  komplex  sein 
können,  je  nach  der  Ghröße  des  Verhältnisses  0,  Wenn  X  die  Wellen- 
länge und  c  =»  ^  die  Wellengeschwindigkeit  bei  Abwesenheit  von 
Reibung  ist,  haben  wir 

ö  =  ^  =  ?-«-".  (17) 
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Wenn   c^   die   minimale  Wellengeschwindigkeit   des   §  264   be- 

zeichnet,  finden  wir  fiir  Wasser  =  0,0048  cm,  sodaß  ö  eine  kleine 

Größe  ist,  mit  Ausnahme  bei  sehr  kleinen  Wellenlängen.     Vernach- 
lässigen wir  das  Quadrat  von  0,  so  haben  wir  a?  -»  ±  i,  und 

a 2vk^±iö.  (18) 

Die  Bedingung,  daß  an  der  Oberfläche  p^^  =  0,  zeigt,  daß 

was   unter   denselben  Verhältnissen  sehr  klein  ist.     Deshalb  ist  die 
Bewegung  nahezu  wirbelfrei,  mit  dem  Geschwindigkeitspotential 

tp  =  ^e-^''*"<+*y+*(*'±^'>.  (20) 

kÄ 
Wenn  wir  a  =  T  —  setzen,  so  wird  die  Gleichung  (9)  der  freien 

Oberfläche  annähernd 

rj  =  ae-«^*"'  sin  {kx  ±  6t),  (21) 

wenn  der  reelle  Teü  genommen  ist. 

Die  Wellengeschwindigkeit  ist  y  oder  1/-t-  +  T'k,  wie  in  §  264, 

und  das  Gesetz  der  Dämpfung  ist  dasselbe,  auf  welches  wir  im  letzten 
Paragraphen  gefQhrt  wurden.^) 

Um  die  Art  der  Bewegung  genauer  zu  untersuchen,  wie  sie  durch 
die  Zähigkeit  beeinflußt  wird,  können  wir  die  Winkelgeschwindigkeit  o 
in  einem  Punkte  der  Flüssigkeit  berechnen.     Diese  wird  durch 

2cD=«ö 5--  =  AiV'  =  —  ^ 

V  ' 

gegeben.     Nun  haben  wir  nach  (7)  und  (18)  näherungsweise 

m-(l±i)/3, 
wo 

^  -  & 

Mit  derselben  Schreibweise  wie  vorher  finden  wir 

CD  -  T  <y*ae-^''*''+/^y  sin  [kx  ±  {pt  +  ßy)].  (23) 

1)  Ähnliche  Resultate  erhielt  Basset,  Hydrodynamica j  Bd.  II,  §§  620—622, 
1888,  welcher  auch  den  Fall  endlicher  Tiefe  behandelt.  Es  mag  auch  auf  Hough, 
l.  c,  S.  698,  verwiesen  werden,  wo  der  Fall  einer  kogelfözmigen  Wasserschicht 
untersucht  ist. 
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Dies  nimmt  von  der  Oberfläche  nach  unten  zu  rasch  ab,  in 
Übereinstimmung  mit  der  Analogie  aus  der  Wärmeleitung,  Yon  der 
in  §  316  die  Bede  war.  Infolge  der  Schwingungsbewegung  wird  das 
Vorzeichen  der  Wirbelbewegung,  welche  von  der  Oberfläche  nach 
innen  zu  verbreitet  wird,  beständig  umgekehrt,  sodaß  die  Wirkung 

2  Ä 

über  eine  Schicht  hinaus,  deren  Dicke  mit  -^  vergleichbar  ist,  un- 
merklich wird,  gerade  so,  wie  die  Temperaturschwankungen  an  der 
Erdoberfläche  jeden  merklichen  Einfluß  verlieren,  wenn  man  in  eine 
Tiefe  von  wenigen  Ellen  kommt. 

Im  Falle  einer  sehr  zähen  Flüssigkeit  wie  Syrup  oder  Harz 
kann  0  groß  sein,  selbst  wenn  die  Wellenlänge  beträchtlich  groß  ist. 
Die  zulässigen  Wurzeln  von  (16)  sind  dann  beide  reell.  Eine  von 
ihnen  ist  offenbar  nahezu  gleich  20,  und  wenn  wir  in  der  Annäherung 
fortfahren,  finden  wir 

x  =  2e-^^  +  .... 

Wenn  wir  also  die  Kapillarität  vernachlässigen,  haben  wir  nach  (15) 

Die  andere  reelle  Wurzel  ist  nahezu  1,09  ö,  was 

a  «  -  0,91  vl^  (25) 

ergibt. 

Die  erstere  Wurzel  ist  die  wichtigere.  Sie  stellt  ein  langsames 
Streben  der  Flüssigkeit  zurück  nach  dem  Gleichgewichtszustand  dar. 
Die  Schnelligkeit  des  Wiederzurückgehens  hängt  von  der  Beziehung 
zwischen  der  Schwere  der  Flüssigkeit,  die  proportional  mit  gg  ist, 
und  von  der  Zähigkeit  iL  ab,  wobei  der  Einfluß  der  Trägheit  im- 
merklich  ist.  Es  ergibt  sich  aus  (7)  und  (15),  daß  nahezu  m  =  A', 
sodaß  die  Bewegung  fast  wirbelfrei  ist.^) 

Die  Art  der  Bewegung  andererseits,  die  der  Gleichung  (25)  ent- 
spricht, hängt  hinsichÜich  ihres  Beharrungsvermögens  von  der  Be- 
ziehung zwischen  der  Trägheit  q  und  der  Zähigkeit  ft  ab,  wobei  die 
Wirkung  der  Schwere  ohne  Bedeutung  ist.  Dieselbe  schwindet  sehr 
rasch  dahin. 

Die  obige  Untersuchung  gibt  zwar  die  wichtigste  unter  den 
Normalschwingungen  mit  der  vorgeschriebenen  Wellenlänge,  die  das 
System  ausführen  kann.  Wir  wissen  aber  von  vornherein,  daß  es 
unzählig  viele  andere  geben  muß.    Diese  entsprechen  den  rein  imagi- 


1)  Vergl.  Tait,  „Note  on  Ripples  in  a  Viscous  Liquid",  Prac.  R.  S.  Edin.^ 
17,  S.  110,  1890  {Sc,  Papersy  Cambridge,  1898—1900,  Bd.  II,  S.  313). 
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nären  Werten   von   m   und  besitzen  geringeres  Beharrungsvermögen. 
Wenn  wir  an  Stelle  von  (6) 

ip  ^(C  cos  my  +  D  sin  m'y)  6***+«' 
zugleich  mit 

^'2  =  _  i*  -  -  (27) 


(26) 


(28) 


annehmen^  und  die  Untersuchung  wie  vorher  ausführen,  so  finden  wir 

2iÄM  +  (ifc«-w'»)C-0 

Jeder  reelle  Wert  von  m'  ist  zulässig;  und  diese  Gleichungen 
bestimmen  die  entsprechenden  Verhältnisse  Ä:C:D,  Der  zugehörige 
Wert  von  a  wird  dann  durch 

a^-vQs^  +  m^  (29) 

gegeben.  Bei  jeder  dieser  Bewegungsformen  ist  die  a;y-Ebene  hori- 
zontal und  vertikal  in  eine  Schar  von  gleichsam  rechtwinkligen  Ge- 
bieten geteilt,  in  deren  jedem  die  Flüssigkeit  zirkuliert  und  allmählich 
zur  Ruhe  kommt,  indem  die  ursprüngUche  Bewegungsgröße  gegen 
die  Zähigkeit  aufgewendet  wird. 

Bei  passender  Zusammensetzung  der  verschiedenen  Typen  muß 
es  möglich  sein,  die  Dämpfung  jeder  beliebigen  anfänglichen  Störung 
darzustellen. 

§  333,  Die  Gleichimgen  (12)  und  (13)  des  vorangehenden 
Paragraphen  setzen  uns  in  stand,  eine  verwandte  Frage  von  großem 
Interesse  zu  prüfen,  nämlich  die  Erzeugung  und  Erhaltung  von  Wellen 
gegen  die  Zähigkeit,  wenn  geeignete  Ejräfte  auf  die  Oberfläche  wirken. 

Wenn  die  äußeren  Eräffce  p'^y  und  p^y  gegebene  Vielfache  von 
^kx-^at  gjQ^^  ^Q  j  ^jj^j  ^  vorgeschrieben  sind,  so  bestimmen  die  frag- 
lichen Gleichungen  Ä  und  C,  und  folglich  nach  (9)  den  Wert  von  rj. 
Wir  finden  also 

(1) 

(2) 

WO  6^  für  gk  +  T'J^y  wie  vorher,  geschrieben  ist. 

Wir  wollen  zuerst  die  Wirkung  einer  rein  tangentialen  B[raft 
untersuchen.     Setzen  wir  p^y  =-»  0,  so  finden  wir 


Pyy 

(«« 

+  2vk*cc  +  ö^Ä- 

-Hc^  +  %' 

vkma)C 

99n 

a 
gk 

gk{A^ 

2ttrifc«ii-f  (a-f 

iC) 
lvk^)C 

7 

9Qn 

A^iC 

} 

>iy        *«     (a-|-2vifc*)*-f-ff*  — 4v*ifc»m 


giffi       gk  a-|-2vA;*  —  2vkm 

Lamb,  HjdrodTiiamik.  46 


(3) 
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und  ^^ —  klein  sind;  dann  wird  die  Erhebung  am  größten  sein,  wenn 

nahezu  a  »  ±  i(^  ist.  Um  die  Kraft  zu  finden,  die  zur  Erhaltung 
eines  Wellenzuges  von  gegebener  Amplitude  erforderlich  ist,  welcher 
in  der  positiven  o;- Richtung  fortschreitet,  setzen  wir  a  ^  —i<r.  Dies 
gibt  näherungsweise 

9Qn  "    9 
oder 

Pxv^4:iiköri,  (4) 

Folglich  wirkt  die  Ejraft  an  den  Wellenkämmen  nach  vom  und  in  den 
Tälern  nach  hinten,  indem  sie  ihr  Vorzeichen  an  den  Knoten  ändert. 
Eine  Kraft,  die  dieselbe  Verteilung,  aber  geringere  Intensität  im  Ver- 
hältnis zur  Höhe  der  Wellen  hat,  als  durch  (4)  gegeben  ist,  würde 
die  Dämpfung  der  Wellen  durch  die  Zähigkeit  nur  yerzögem,  aber 
nicht  verhindern.  Eine  Kraft,  die  das  entgegengesetzte  Vorzeichen 
hat,  würde  diese  Dämpfung  beschleunigen. 

Der  Fall  einer  rein  normalen  Ejraft  kann  auf  ähnliche  Weise 
untersucht  werden.     Wenn  p^^  —  0  ist,  haben  wir 

99n  gk  V  / 

Der  Leser  mag  sich  selbst  überzeugen,  daß  dies  mit  dem  Resultat 
des  §  240  zusammenfällt,  falls  keine  Zähigkeit  vorhanden  ist.  Wenn 
wir  a^  —  iö  setzen,  erhalten  wir  mit  denselben  Annäherungen  wie 
vorher 

p'yy^  —  Aiiikörj.  (6) 

Folglich  wird  das  Wellensystem 

1^  =  a  sin  (kx  —  6t)  (7) 

ohne  Zunahme  oder  Abnahme  durch  die  Druckverteilung 

p  "=  konst  +  ^iikaö  cos  {kx  —  öt)  (8) 

aufrecht  erhalten  werden,  die  auf  die  Oberfläche  wirkt.  Es  ergibt 
sich,  daß  der  Druck  auf  der  Hinterseite  der  Wellen  am  größten  und 
auf  der  Vorderseite  am  kleinsten  ist.^) 

Wenn  wir  auf  die  Phasen  der  Teilchen  achten,  wie  sie  sich  in 
ihren  kreisförmigen  Bahnen  an  verschiedenen  Teilen  des  Wellenprofiles 
bewegen,  so  ist  klar,  daß  die  oben  untersuchten  Kräfte,  gleichviel  ob 

1)  Dies  stimmt  mit  dem  Resultat  überein,  das  am  Ende  des  §  42  gegeben 
ist,  wo  jedoch  die  dissipativen  Kräfte  von  anderer  Art  waren. 
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normal  oder  tangential^  im  ganzen  genommen  die  Teilchen  in  der 
Sichtung  antreiben,  in  der  sie  sich  eben  bewegen. 

Infolge  des  regellosen,  wirbelnden  Verhaltens  des  Windes,  der 
über  einer  nnebenen  Oberfläche  bläst,  ist  es  nicht  leicht,  eine  mehr 
als  allgemeine  Erklärung  der  Art  und  Weise  zu  geben,  auf  welche 
er  Wellen  erzeugt  und  erhält.  Es  ist  jedoch  nicht  schwierig,  zu  er- 
kennen,  daß  die  Wirkung  die  Tendenz  haben  wird,  an  der  Oberfläche 
derartige  Kräfte  zu  erzeugen,  wie  sie  oben  untersucht  worden  sind. 
Wenn  die  Luffc  sich  in  der  gleichen  Sichtung  mit  der  Wellenform, 
aber  mit  größerer  Geschwindigkeit  bewegt,  so  ist  offenbar  ein  Druck- 
überschuß an  den  hinteren  Neigungen  sowie  ein  tangentialer  Zug  an 
den  hervorstehenden  Kämmen  vorhanden.  Der  durchschnittliche  Er- 
folg dieser  Kräfte  wird  eine  Oberflächenströmung  sein,  und  die  übrig 
bleibenden  Zugkräfte,  gleichviel  ob  normal  oder  tangential,  werden 
in  der  Hauptsache  die  oben  geforderte  Verteilung  besitzen.  Daher 
besteht  die  Tendenz,  die  Amplitude  der  Wellen  soweit  zu  steigern, 
daß  die  Dissipation  die  Arbeit  gerade  aufhebt,  die  von  den  Ober- 
flächeukräften  geleistet  wird.  In  gleicher  Weise  wird  die  Amplitude 
von  Wellen,  die  sich  rascher  als  der  Wind  oder  gegen  den  Wind 
bewegen,  beständig  vermindert.^) 

Es  ist  gezeigt  worden  (§  264),  daß  es  unter  dem  gemeinschaft- 
lichen Einfluß  von  Schwere  und  Kapillarität  eine  minimale  Wellen- 
geschwindigkeit von  23,2  cm  pro  Sekunde  oder  0,45  Meilen  pro  Stunde 
gibt.  Ein  Wind  von  geringerer  Geschwindigkeit  als  diese  ist  deshalb 
nicht  fähig,  Wellen  zu  verstärken,  die  zufällig  entstanden  sind,  viel- 
mehr müssen  diese  durch  die  Zähigkeit  vernichtet  werden,  und  zwar 
um  so  rascher,  je  kleiner  die  Wellenlänge  ist.*)  Dies  befindet  sich 
mit  den  Beobachtungen  von  Scott  Russell^  in  Übereinstimmung,  aus 
dessen  Arbeit  vrir  den  folgenden  Auszug  geben: 

„Es  möge  ein  Zuschauer  seine  Beobachtungen  bei  vollkommener 
Windstille  beginnen,  wenn  die  Oberfläche  des  Wassers  glatt  ist  und 
wie  ein  Spiegel  die  Bilder  der  umgebenden  Gegenstände  reflektiert. 
Dieses  Verhalten  wird  auch  durch  eine  geringfügige  Bewegung  der 
Luft  nicht  verändert  werden,  und  eine  Geschwindigkeit  von  weniger 
als  eine  halbe  Meile  pro  Stunde  (8,5  Zoll  pro  Sekunde)  wird  die 
Glätte  der  spiegelnden  Oberfläche  kaum  stören.  Man  kann  wohl  be- 
obachten, daß  eine  sanfte  Brise,  die  längs  der  Oberfläche  von  Punkt 
zu  Punkt  schwebt,  die  Vollkommenheit  des  Spiegels  für  einen 
Augenblick  stört,  aber  nach  Verschwinden  derselben  bleibt  die  Ober- 


1)  Vergl.  Airy,  „Tides  and  Waves",  §§  266—272;  Stokes,  Camd,  Trans.,  9, 
S.  [62]  (Math,  and  Phys.  Papers,  Bd.  III,  S.  74) ;  Lord  Rayleigh,  l  c,  S.  678. 

2)  Sir  W.  Thomson,  l  c,  S.  636  {Baltimore  Lectures,  S.  694). 
8)  l  c,  S.  646. 
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fläche  so  glatt  wie  vorher.  Wenn  die  Luft  eine  Greschwindigkeit 
von  ungefähr  einer  Meile  pro  Stunde  hat,  wird  die  Wasseroberfläche 
weniger  fähig,  deutlich  zu  spiegeln,  und  wenn  man  sie  unter  dieser 
Bedingung  beobachtet,  so  ist  zu  bemerken,  daß  die  Verminderung 
des  Reflexionsvermögens  von  dem  Vorhandensein  derjenigen  kleinen 
Kräuselungen  der  Oberflächenschicht  herrührt,  welche  die  Wellen  der 
dritten  Ordnung  (Eapillarwellen)  bilden.  Das  erste  Stadium  der 
Störung  zeigt  den  eigentümlichen  Umstand,  daß  die  Erscheinungen 
an  der  Oberfläche  fast  gleichzeitig  mit  dem  Unterbrechen  der  störenden 
Ursache  aufhören,  sodaß  eine  Stelle,  welche  gegen  die  direkte  Wirkung 
des  Windes  geschützt  ist,  ruhig  bleibt,  da  die  Wellen  der  dritten 
Ordnung  unfähig  sind,  sich  selbständig  auf  eine  betnLchtliclie  Ent- 
fernung fortzupflanzen,  außer  wenn  die  ursprüngliche  störende  Kraft 
beständig  wirkt.  Dieser  Zustand  zeigt  die  augenblickliche,  nicht  die 
vorbeigegangene  Kraft  an.  Solange  er  besteht,  gibt  er  dem  Wasser 
die  tiefschwarze  Farbe,  welche  der  Seemann  als  das  Zeichen  für  das 
Vorhandensein  von  Wind  anzusehen  pflegt,  und  die  oft  ein  Anzeichen 
für  mehr  Wind  ist." 

„Der  zweite  Zustand  der  Wellenbewegung  ist  zu  beobachten, 
wenn  die  Geschwindigkeit  des  Windes,  der  auf  das  ruhige  Wasser 
wirkt,  auf  zwei  Meilen  pro  Stunde  gewachsen  ist.  Dann  beginnen 
kleine  Wellen  gleichförmig  auf  der  ganzen  Wasserfläche  zu  entstehen; 
diese  sind  die  Wellen  der  zweiten  Ordnung,  und  sie  bedecken  das 
Wasser  mit  großer  Regelmäßigkeit.  Die  Kapillarwellen  verschwinden 
von  den  Kämmen  dieser  Wellen,  aber  man  findet,  daß  sie  in  den 
Tälern  zwischen  ihnen  erhalten  bleiben,  sowie  an  den  vorderen 
Neigungen  dieser  Wellen.  Die  regelmäßige  Verteilung  dieser  sekun- 
dären Wellen  auf  der  Oberfläche  ist  bemerkenswert;  sie  beginnt  mit 
einer  Amplitude  von  ungefähr  1  Zoll  und  einer  Länge  von  etwa 
2  Zoll;  sie  werden  größer,  wenn  die  Geschwindigkeit  oder  die  Dauer 
des  Windes  wächst;  nach  und  nach  vereinigen  sich  die  aneinander- 
stoßenden Wellen;  die  Kämme  wachsen,  und  wenn  der  Wind  stärker 
wird,  bekommen  die  Wellen  Spitzen,  und  sie  bilden  regelmäßige  Wellen 
von  der  zweiten  Ordnung  (d.  h.  der  Schwere  unterworfene).^)  Ihre 
Dimensionen  werden  beständig  größer,  und  die  Tiefe,  bis  zu  welcher 
sie  die  Bewegung  fortpflanzen,  wächst  gleichzeitig  mit  ihrer  Größe; 
die  Oberfläche  wird  in  weitem  Maße  mit  Wellen  von  nahezu  gleich- 
förmiger Größe  bedeckt." 

Man  wird  einsehen,  daß  unsere  theoretischen  Untersuchungen 
einen  guten  Einblick  in  die  Anfangsstadien  der  Wellenbewegung 
gewähren. 


1)  Scott  Russells  Welle  der  ersten  Ordnung  ist  die  „Einzelwelle'\   die  in 
§  248  besprochen  wurde. 
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§  334.  Die  beruhigende  Wirkung  von  Öl  auf  Wasserwellen 
scheint  von  den  Änderungen  der  Oberflächenspannung  herzurühren, 
die  durch  die  Ausdehnungen  und  Zusammenziehungen  der  verun- 
reinigten Wasserfläche  verursacht  werden.^)  Die  Oberflächenspannung 
des  reinen  Wassers  ist  größer  als  die  Summe  der  Spannungen  an 
den  Grenzflächen  von  Öl  und  Luft,  bzw.  von  Öl  und  Wasser,  sodaß 
ein  Oltropfen,  der  auf  Wasser  geworfen  ist,  allmählich  zu  einer 
dünnen  Schicht  auseinandergezogen  wird.  Wenn  die  Schicht  dünn 
genug  ist;  z.  B.  wenn  die  Dicke  nicht  mehr  als  zwei  Milliontel 
eines  Millimeters  beträgt,  so  findet  man,  daß  die  Spannung  nicht 
länger  konstant  ist,  sondern  zunimmt,  wenn  die  Dicke  durch  Aus- 
dehnung verkleinert  wird,  und  umgekehrt.  Es  ergibt  sich  sogleich 
aus  der  Figur  auf  S.  427,  daß  bei  Schwingungswellen  die  Tendenz 
für  einen  Teil  der  Oberfläche  darin  besteht,  abwechselnd  zusammen- 
gezogen imd  gedehnt  zu  werden,  je  nachdem  dieser  sich  oberhalb 
oder  unterhalb  des  mittleren  Niveaus  befindet.  Die  Änderungen  der 
Spannung,  die  hierdurch  zustande  kommen,  bewirken  einen  alter- 
nierenden tangentialen  Zug  auf  das  Wasser,  was  eine  gesteigerte 
Dissipation  der  Energie  zur  Folge  hat. 

Die  vorangehenden  Formeln  gestatten  uns,  diese  Auseinander- 
setzung bis  zu  einem  gewissen  Ghrade  durch  Rechnung  zu  prüfen. 

Es  ist  im  voraus  klar,  daß  die  Wirkung  der  gleichsam  elastischen 
Ölschicht  um  so  größer  sein  wird,  je  kürzer  die  Wellenlänge  ist. 
Wenn  die  Wellenlänge  genügend  klein  ist,  wird  also  die  Oberfläche 
praktisch  unausdehnbar  und  die  horizontale  Geschwindigkeit  an  der 
Oberfläche  deshalb  null  sein.  Wir  wollen  annehmen,  daß  diese  Be- 
dingung erfüllt  sei. 

Die  innere  Bewegung  des  Wassers  wird  durch  die  Formel  (8)  des 
§  332  gegeben  sein,  aber  die  Bestimmung  der  Eonstanten  ist  anders. 
Die  Bedingung,  die  durch  die  normale  Spannung  erfüllt  werden  muß, 
ist  die  gleiche  wie  in  dem  genannten  Paragraphen  und  gibt 

(a*  +  2y}fa  ^-ti^A-  i{6^  +  2i;Äma)  C«  0,  (1) 

mit 

6'==gk  +  rk^  (2) 

wobei  T'  sich  jetzt  auf  die  gesamte  Oberflächenspannung  der  Ölschicht 
bezieht.  An  Stelle  der  Bedingung,  daß  die  tangentiale  Spannung 
verschwindet,  haben  wir  die  Bedingung 

M  =  0        für        y  =  0,  (3) 
Tvas 
ikÄ  +  wC  =  0                                        (4) 

1)  Reynolds,  „On  the  Effect  of  Oil  in  destroying  Waves  on  the  Surface  of 
Water",  Brit  Ass.  Bep.,  1880  (8c.  Papers,  Bd.  I,  S.  409);  Aitken,  „On  the  Effect 
of  Oil  on  a  Stonny  Sea",  Proc.  Boy.  Soc.  Edin.,  12,  S.  66,  1888. 
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ergibt.     Eliminieren  wir  das  Verhältnis  Ä:  C,  so  finden  wir 

m(a»  +  <y»)-Ä<y«  =  0,  (5) 

oder  wenn  wir  m  vermittels  der  Gleichung 

m»-Ä«  +  ^  (6) 

eliminieren, 

(^  +  Ä-»)(«»+ff»)*-ÄV-0.  (7) 

Diese  Gleichung  hat  die  unwesentliche  Wurzel  a  «  0.  Andere  Wurzeln 
sind  unzulässig,  weil  sie  in  (5)  eingesetzt  für  den  reellen  Teil  Yon  tn 

negative  Werte  ergeben.  Wenn  —  klein  ist,  so  sind  die  wesent- 
lichen 'Wurzeln  in  erster  Annäherung  a  =  ±  i^  und  in  zweiter 
Annäherung 

wo  die  Korrektion  an  dem  Werte  von  6  vernachlässigt  wird.  Die 
Dämpfungszeit  ist  deshalb 

Das  Verhältnis  derselben  zu  dem  Wert  ^^ — ri,  welcher  unter  der 
Annahme  einer  konstanten  Oberflächenspannung  erhalten  wurde,    ist 

4lY2'Y^ — ,  was  nach  Voraussetzung  klein  ist. 

§  335.  Probleme  der  periodischen  Bewegung  in  drei  Dimen- 
sionen, welche  besondere  Beziehung  zu  Kugelflächen  haben,  können 
auf  allgemeine  Weise  folgendermaßen  behandelt  werden. 

Es  empfiehlt  sich,  zuerst  die  allgemeine  Lösung  des  Gleichungs- 
systemes 

(A  +  Ä^)t;'  ==0  ,  (1) 

|!L  +  |L  +  ^'^0  (2) 

dx    ^    dy        dz  ^  ^ 

in  Kugelfunktionen  zu  geben.  Dies  ist  eine  Erweiterung  der  in  §  323 
behandelten  Aufgabe.  Wir  wollen  zunächst  nur  die  Fälle  betrachten, 
wo  u\  Vy  w   im  ürsprungspunkt  endlich  sind. 

Die  Lösungen  zerfallen  naturgemäß  in  zwei  verschiedene  E^assen. 
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Wenn  r  den  Badiusyektor  bezeichnet,  so  ist  die  typische  Lösung  der 
ersten  Klasse 

«' -  ^»  (*»•)  (y  ^  -  ^  ^)  z. 


V 


8y. 

d  d 


(3) 


wo  x^  eine  lünmliche  Engelfunktion  von  positivem  Grade  n  ist,  und 
il)^  wie  in  §  287  (7)  definiert  wird.    Mit  Rücksicht  auf  die  §§  286 
und  287  ist  leicht  zu  beweisen,  daß  die  obigen  Ausdrücke  tatsächlich 
die  Gleichungen  (1)  und  (2)  befriedigen. 
Es  ist  zu  bemerken,  daß  diese  Lösung 

XU  +  yv  +  zw'  =-  0  (4) 

ergibt. 

Die  typische  Lösung  der  zweiten  Erlasse  ist 


dtp 


Vn 


t.'-(n  +  l)^,.,(Ar)^~n^.^,(Är)ÄV«+»^^ 


V 


(n  + 1)  *._!  (Ar)  1^  -  nt,^,  (Ar) A*r»-+»  ^ 


Vn 


d» 


tc'  =  («  +  l)V'._i(Är)^-»^.^,(Är)ÄV-+»A-Jf^ 


9^1 


(5) 


wo  9,  eine  räumliche  Eugelfunktion  von  positivem  Grade  n  ist.  Die 
Koeffizienten  von  ^,_i(Är)  und  tlf^^t(hr)  in  diesen  Ausdrücken  sind 
räumliche  Kugelfunktionen  von  den  Graden  n  -—  1  bzw.  w  +  1,  sodaß 
die  Gleichungen  (1)  erfüllt  werden.  Um  zu  beweisen,  daß  auch  (2) 
erfüllt  wird,  brauchen  wir  die  Rekursionsformeln, 

*.'(0--S^.+i(0, 

g^.'(g)  +  (2n  +  l)^.(g)=>^C._x(£), 

welche  aus  §  287  wiederholt  sind. 
Die  Formeln  (5)  ergeben 

XU+  yv'  +  ew'  =  n(n  +  l){2n+  1)  f„  (Ar)  <p„, 


(6) 

(7) 


(8) 


WO  die  Reduktion  mit  Hilfe  von  (6)  und  (7)  ausgeführt  ist. 

Wenn  wir 

gfc.^    dw        dv 


2v 


dy  dz 

dz  dx 

dv  du' 

dx  dy  - 


(9) 
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setzen^  so  finden  wir  bei  den  Lösungen  der  ersten  Klasse 
2r  — ^|(»+l)V'._x(Är)^-«^.,,(Är)ÄV-»^^,|Vxl 

Dies  ergibt 

2  {x^  +  yr{  +  £rg')  -  -  «  («  +  1)  ^.  {hr)  %,. 

Bei  den  Losungen  der  zweiten  Klasse  haben  wir 

2|'=-(2„  +  l)AV,(/ir)(y/--;.^)g>,' 

2V=-(2«  +  l)ÄV»(Är)(^A_;,^)^^ 


(10) 


(11) 


und  deshalb 


2r--(2n  +  l)ÄV.(/ir)(*|^-yA)^^ 


(12) 


«!'+»'?'+ «jr-o. 


(13) 


Bei  der  Ableitung  dieser  Resultate  haben  wir  die  Gleichung  (6) 
und  die  Formeln 


^       2n  +  l\aa;  ^xH^  +  V 


(14) 


+  1  \cz       '  de  r*» 

verwendet,  welche,  wie  man  leicht  sieht,  gelten,  welche  Form  %%  a^ch 
haben  mag. 

Um  zu  zeigen,  daB  durch  Zusammensetzung  der  Lösungen  Ton 
den  Typen  (3)  und  (5)  mit  allen  ganzzahligen  Werten  von  n  und 
allen  möglichen  Formen  der  Kugelfunktionen  (p^y  j^  die  yollständige 
Lösung  des  aufgestellten  Gleichimgssystemes  (1)  und  (2)  erhalten  wird, 
bemerken  wir  zunächst,  daB  die  fraglichen  Gleichungen  die  Beziehungen 

(A  +  h^)  {xu  +  yv  +  Bw)  -  0  (15) 

und 

(A  +  Ä«)(a;r  +  yV+^O=-0  (16) 

enthalten.  Es  ergibt  sich  aus  den  §§  286  und  287,  daß  die  yoll- 
ständige Lösung  dieser  beiden  Gleichungen  unter  der  Bedingung,  daß 
im  Ursprungspunkt  endliche  Geschwindigkeiten  herrschen  sollen,  in 
den  obigen  Gleichungen  (8)  und  (11)  enthalten  ist,  wenn  diese  dadurch 
verallgemeinert  werden,  daß  man  das  Summenzeichen  27  in  Bezug  auf  n 
vorsetzt.     Wenn    nun   xu' +  yv  +  Bw'   und  x^' +  yq  -\- e^  für   alle 
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Punkte  eines  Raumes  gegeben  sind,  so  werden  die  Werte  von  m',  t?',  w' 
gemäß  Gleichung  (2)  vollständig  bestimmt.  Denn  wenn  es  zwei  Reihen 
von  Werten  w',  v\  w'  und  m",  t?",  w"  gäbe^  die  beide  die  vorgeschriebenen 
Bedingungen  erfüllen,  dann  würden  wir 

^li  +  y^i  +  ^ßi   =0  (  ^yi^ 


dx    ^    dy    ^    dz           J 

—  W  ',    Vi  =«  t?    —V'y    t|7j 

,  =  «;' 

w" 

haben,  wobei  Wj  ==  w'  —  w",  r^  =«  t?'  —  t?",  w<^^  w'  —  w"  gesetzt  ist. 
Wenn  u^jV^^w^  als  die  Geschwindigkeitskomponenten  einer  Flüssigkeits- 
beweguog  betrachtet  werden,  so  zeigt  die  erste  von  diesen  Gleichungen 
(17),  daß  die  Stromlinien  geschlossene  Kurven  bilden,  die  auf  einem 
System  von  konzentrischen  Kugelflächen  liegen.  Daher  hat  die  Zir- 
kulation (§  31)  in  einer  solchen  Linie  einen  von  Null  verschiedenen 
Wert.  Andererseits  zeigt  die  zweite  Gleichung  zufolge  §  32,  daß  die 
Zirkulation  in  jeder  geschlossenen  Kurve  0  ist,  die  auf  je  einer  der 
obigen  Kugelflächen  gezogen  ist.  Diese  Folgerungen  sind  nicht  ver- 
einbar, außer  wenn  u^yV^yW^  alle  verschwinden. 

Wenn  also  bei  der  vorliegenden  Aufgabe  die  Funktionen  tp^  und 
X^  durch  (8)  und  (11)  bestimmt  sind,  so  ergeben  sich  die  Werte 
von  w',  V,  w'  eindeutig,  den  Formeln  (3)  und  (5)  gemäß. 

Wenn  das  betrachtete  Gebiet  nach  innen  von  einer  Kngelfläche 
begrenzt  wird,  so  wird  die  Bedingung  der  Endlichkeit  im  Punkte  r  »  0 
nicht  mehr  auferlegt,  und  wir  bekommen  ein  weiteres  System  von 
Lösungen,  bei  welchem  die  Funktionen  ^^  (g)  durch  9^^  (g),  in  Über- 
einstimmimg mit  §  287,  ersetzt  sind.^) 

1)  Es  ist  hier  ein  Eonstgriff  verwendet  worden,  der  von  Love  stammt, 
„The  Free  and  Forced  Vibrations  of  an  Elastic  Spherical  Shell  containing  a  given 
Mass  of  Liquid",  Froc.  Land.  Math.  Soc.,  19,  S.  170,  1888. 

Die  vorangehende  Untersuchung  ist  mit  geringfügigen  Veränderungen  der 
Schreibweise  den  folgenden  Arbeiten  Lambs  entnommen:  „On  the  Oscilla- 
tions  of  a  Viscous  Spheroid",  Proe.  Land.  M(Uh.  Sac.,  13,  S.  51,  1881;  „On  the 
Vibrations  of  an  Elastic  Sphere",  Prac.  Land,  Math.  Sac.,  18,  S.  189,  1882;  „On 
the  Motion  of  a  Viscous  Fluid  contained  in  a  Spherical  Vessel",  Prac.  Land. 
Math.  Sac.y  16,  S.  27,  1884.  Die  Methode  ist  seitdem  vom  Verfasser  sowie  von 
anderen  Autoren  auf  mannigfache  physikalische  Probleme  angewendet  worden. 
Es  ist  bis  vor  kurzem  leider  übersehen  worden,  daß  wesentlich  derselbe  mathe- 
matische Gang  von  Clebsch  in  der  Arbeit  „Ober  die  Reflexion  an  einer  Kugel- 
fläche*^  verfolgt  war,  auf  welche  bereits  auf  den  Seiten  126  und  595  dieser 
Auflage  verwiesen  worden  ist.  Die  Tatsache,  daß  Clebsch  nach  eigenem  Zu- 
geständnis den  Hauptzweck  seiner  Untersuchung  verfehlte,  welcher  darin  be- 
stand, ein  Problem  der  physikalischen  Optik  unabhängig  von  den  Annahmen 
der  geometrischen  Theorie  zu  erforschen,  hat  vielleicht  beigetragen,  daß  diese 
Arbeit  mit  Unrecht  übersehen  worden  ist.  Die  mathematischen  Schwierigkeiten, 
die  er  unüberwindlich  fand,  wenn  die  Wellenlänge  klein  gegen  den  Umfang  der 
Kugel  ist,  sind  mit  denen  identisch,  welche  auf  Seite  608  angedeutet  wurden. 
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§  836.    Die  Gleichungen  für  kleine  Bewegungen  in   einer   in- 
kompressiblen  Flüssigkeit  sind  bei  Abwesenheit  äußerer  Kräfte 


zugleich  mit 


du  1  ^P    ,       A 

dt  Q  dx   ^ 

dv  1  dp    .       . 

dt  Q  dy 

dw           ^  dp    .      ß. 
37--= ^  +  vAw 

et  Q  08 

^  JL-—  -l.—  0 

dx'^dy'^  de  ^ 


(1) 


(2) 


Wenn   wir  annehmen^   daß   u,  v^  w   sich  wie  e^'  Terhalten;   so 
können  die  Gleichungen  (1) 


geschrieben  werden,  wo 


(A  +  h*)  u 

_  1  dp\ 

(A  +  Ä*)  « 

1  op 
^  ILdy 

(A  +  A»)  w 

1  dp 
'^  IL  de) 

Ä*=.- 

a 

(3) 


(4) 


Aus  (2)  und  (3)  leiten  wir 

Ap  -  0  (5) 

ab.    Daher  haben  wir  als  partikuläre  Lösung  von  (3)  und  (2) 

i_dp 
h*y,  dx 

1    dp 


U  == 


V 


W 


äV  dy 

1    dp 
h*ii  dz  . 


(6) 


Die  allgemeine  Lösung  lautet: 


1    dp    ,     , 


V 


w  = 


h*(i  dx 

1    dp 

äV  dy 

1    dp 


+  w' 


0) 


Ä*fi  dz 

wo  m',  V,  w   durch  die  Bedingungen  des  vorhergehenden  Paragraphen 
bestimmt  werden. 

Daher  zerfallen  die  Lösungen  in  Kugelfunktionen,  die  überdies 
der  Bedingung  der  Endlichkeit  im  Ursprung  unterworfen  sind^  in 
zwei  Klassen. 
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Bei  der  ersten  Klasse  haben  wir 


u 


V 


w 


und  deshalb 


p  —  konst., 

XU  +  yv  -\-  ZW  =*  0. 


(8) 


(9) 


Bei  der  zweiten  Klasse  haben  wir 


dtp 


Hf 


äV  dy 


dy 


dy  r>> 


w 


und 


.)-^^-  +  («+l)^,_,(Ar)^3'?»-«*,^,(Är)A»r«-^»-|--i?V. 


A'ft  de 


^l  +  y^  +  ^S  =  o, 


a«r>« 


,  (10) 


(11) 


WO  S;  17;  S  die  Rotationskomponenten  der  Flüssigkeit  im  Punkte  {Xy  y^  e) 
bezei<;hnen.  Die  Symbole  j^,  fp^y  p^  stehen  für  raumliche  Kugel- 
funktionen Yon  den  angegebenen  Ghttden. 

Die  Spannungskomponenten  an  der  Oberfläche  einer  Kugel  yom 
Radius  r  sind,  wie  in  §  325;  durch 

rPrx ^1>  +  f*  (»^  ^  -  1)  w  +  fi  ^  (a:u  +  yr  +  ew) 

*■  ä^  ~  V  V  + 1^  s^  ("^^  +  yv  + 'i«')  \    (12) 

rPr. ^l»  +  *»  (»■  ^  -  1) '"  +  f»  ä7  (*«*  +  y»  +  lui) 

gegeben. 

Bei  dea  Lösungen  der  ersten  Klasse  finden  wir  ohne  Schwierigkeit 


rPr,'-yP+Pn(''^--^^^ 


rPr, eP+Pn(x 


dy       ^  dxj } 


(13) 


WO 


■P.-^{ÄrV:(Ar)  +  (n-l)^,(Ar)). 


(14) 
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Pn 


um  die  entsprechenden  Formeln  für  die  Losungen  der   zweiten 
Klasse  zu  erhalten,  bemerken  wir  zunächst,  daß  die  Glieder  in  jp, 

ergeben.     Die  übrigen  Glieder  enthalten  die  Ausdrücke 

a 


(rf^-l)u'=-(n+l){ÄrV^;_,(Är)  +  (n--2)V^,_,(Är)}^-  • 


und 

A  (x«'+y»'+  ^rtrO-nC« +l)(2n  + 1)  ^  ^»(Är),), 

dfp 


(16) 


<«+!)  (*.-.(Är)^-+ *,,,(Ar)ÄV-^»^^-^, 


(17) 


YerBcUedene  Redaktionen  sind  hier  mit  Hilfe  der  Gleichungen  (6), 
(7)  itnd  (14)  des  §  335  ausgefQhrt  worden.  Hieraus  und  ans  Symmetrie- 
grOnden  erhalten  wir  folglich 

■^r*         »  ^x  *  oxr*^"^^         *•  ex  *  dxr^'^  +  ^ 


ri>,,  =  ^^*  +  5.r^» 


8y    '  '""'         dy  r* 

^rx         *^  dz  ^  dz  r*«  +  i   '      *   a«  *  a^P  r'»+^. 


,  (18) 


WO 


^. 


2(n  — 1) 


2n  +  l 


7?   =  - 

"       2n  +  l 


(19) 


§  837.  Nachdem  die  allgemeinen  Formeln  aufgestellt  sind,  ist 
die  Anwendung  auf  spezielle  Probleme  leicht 

1.  Wir  wollen  zuerst  die  Dämpfung  der  Bewegung  einer  zähen 
Flüssigkeit  untersuchen,  die  in  einem  festen  kugelförmigen  Gefäß 
enthalten  ist. 

Die  Grenzbedingungen  sind 

t«  =  0,    t;==0,    w;=-0  (1) 

für  r  ^  üy  den  Radius  des  Gefäßes.  Bei  den  Bewegungen  der  ersten 
Klasse,  die  durch  Gleichung  (8)  des  §  336  dai^estellt  sind,  werden 
diese  Bedingungen  durch 

!C.(Aa)  =  0  (2) 
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erfüllt.     Die  Wurzeln  hiervon  sind  alle  reell,  und  die  entsprechenden 
Werte  der  Dämpfungszeit  werden  durch 

gegeben. 

Der  Typus   n  =  1   hat    eine    rotationsartige   Eigenschaft.     Die 
Gleichung  (2)  erhalt  dann  die  Form 

tang  ha  =  ha^  (4) 

deren  kleinste  Wurzel  Äa  =»  4,493  ist    Folglich 

r  =  0,0495-- 


cm. 


Im  Falle  von  Wasser  haben  wir  v  =  0,018  — ^  und  r  =  2,75  a'  sek., 

wenn  a  in  Zentimetern  ausgedrückt  wird. 

Die  Bewegungen  der  zweiten  Klasse  werden  durch  Gleichung  (10) 
des  §  336  gegeben.  Wir  können  die  Oberflächenbedingungen  so  aus- 
drücken, daß  die  folgenden  drei  Funktionen  von  x,  y,  z 

^  =  i%'+(»»  +  l)*--x(*«)^'-«*»+x(Ä«)AV--^»A_?=_.   (5) 

für  r  =^  a  einzeln  verschwinden  müssen.  Nun  sind  diese  Funktionen 
Summen  von  räumlichen  Eugelfunktionen  und  erfüllen  somit  die 
Gleichungen 

Av-ol  (6) 

Aw  -  0  j 

Da  sie  innerhalb  der  ganzen  Engel  endlich  sind  und  an  der  Grenz- 
fläche verschwinden,  müssen  sie  nach  §  40  überall  verschwinden. 
Bilden  wir  folglich  die  Gleichung 

au     av     aw    Q  ,^. 

80  finden  wir 

V'.+iCA«)  -  0.  (8) 

Da  ferner 

icu  +  y  V  +  ^W  =  0  (9) 

für  r  =^  üy  so  erhalten  wir 

sii  P,  +  («  +  1)  (2n  + 1)  V«  (Äa)  9,  -  0,  (10) 
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wo   die   Gleichungen  (6)   und  (7)   des  §  335   gebraucht    sind.     Dies 
bestimmt  das  Verhältnis  p^:  tp^. 

Im  FaUe  n  -  1  lautet  die  Gleichung  (8) 

tangÄa^j^^"!-,,  (11) 

wo  die  kleinste  Wurzel  ha  =  5^764  ist^  was  zu 

T  -  0,0301  -^ 
fahrt. 

Hinsichtlich  des  Verfahrens,  die  verschiedenen  Lösungen  behufs 
Darstellung  der  Dämpfang  einer  willkürlichen  anfanglichen  Bewegung 
zu  kombinieren,  müssen  wir  auf  eine  Arbeit  des  Verf.  yerweisen,  die 
auf  Seite  713  genannt  wurde. 

2.  Wir  nehmen  zweitens  den  Fall  einer  hohlen  kugelförmigen 
Schale,  welche  Flüssigkeit  enthält  und  zufolge  der  Torsion  eines  auf- 
gehängten Drahtes  schwingt.^) 

Die  erzwungenen  Schwingungen  der  Flüssigkeit  werden  offenbar 
Yon  der  ersten  Klasse  sein,  und  zwar  mit  n  »  1.  Wenn  die  jer-Achse 
mit  dem  vertikalen  Durchmesser  der  Schale  zusammenfällt,  setzen 
wir  x^  =  Cjs  und  finden  dann  nach  §  336  (8): 

V Ctlj^{hr)x  '  (12) 

Wenn  (o  die  Winkelgeschwindigkeit   der  Eugelschale  bezeichnet,    so 
ergibt  die  Oberflächenbedingung 

C^i(Aa)-  — (D.  (13) 

Es  erhellt,  daB  die  Teilchen,  die  sich  auf  einer  konzentrischen 
Eugelfläche  vom  Radius  r  befinden,  mit  einer  Winkelgeschwindigkeit 

zusammen  rotieren.     Wenn  wir  annehmen,  daß 

ra  =  ae'«"+'),  (15) 

(16) 

(17) 
1)  Dies  wurde  zuerst  von  Helmholtz  auf  andere  Weise  behandelt,  l,  c,  S.  668. 


und 

Ab- 

-*^ =  (i-i)v» 

setzen,  wo,  wie  in  §  328, 

P         2v' 
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dann  ist  der  Ausdruck  (14)  fOr  die  Winkelgeschwindigkeit  in  seinen 
reellen  und  imaginären  Teil  mit  Hilfe  der  Formel 

.   /€,\       «in  t        cos  ^  ,.  Qv 

^i(S)  =  -f. ^  (18) 

ZU  sondern. 

Wenn  die  Zähigkeit  so  klein  ist,  daß  ßa  beträchtlich  wird,  dann 
behalten  wir  nur  das  wichtigste  Glied  und  haben  somit  für  Punkte 
nahe  an  der  Oberfläche 

^iQ^r)  =  -^^,^^-^!>r  (19) 

und  deshalb  für  die  Winkelgeschwindigkeit  (14) 

wovon  der  reelle  Teil 


a« 


a  ^  c-/*(«-'') .  cos  {<y^  -  /3  (r  -  a)  +  b]  (21) 

beträgt. 

Wie  im  Falle  der  Laminarbewegung  (§  328)  stellt  dies  ein 
System  von  transversalen  Wellen  dar,  die  sich  von  der  Oberfläche 
mit  rasch  abnehmender  Amplitude  nach  innen  zu  fortpflanzen. 

Wenn  andererseits  die  Zähigkeit  sehr  groß  ist,  so  ist  /Sa  klein, 
und  die  Formel  (14)  reduziert  sich  auf 

(o  cos  {öt  +  b)  (22) 

näherungs weise,  wenn  der  imaginäre  Teil  weggelassen  wird.  Dies 
zeigt,  daß  die  Flüssigkeit  sich  jetzt  ungefähr  mit  der  Kugel  wie  ein 
starrer  Körper  bewegt. 

Die  Spannungskomponenten  an  der  Oberfläche  der  Kugel  werden 
durch  Gleichung  (13)  •  des  §  336  gegeben.  Im  vorliegenden  Falle 
reduzieren  sich  die  Formeln  auf 


y  • 


(23) 


T> 


Wenn  8S  ein  Element  der  Oberfläche  bezeichnet,  geben  diese  nach 
(13)  and  §  335  (6)  ein  Eraftepaar 

'-JJ{xPr,-yPr:)dS-C(^h^liha)JJi2?+f)d8-\n(.a*'^^^«,.{U) 
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Im  Falle  geringer  Zähigkeit,  wo  ßa  groß  ist,  finden  wir  im 
Hinblick  auf  §  287  (8),  indem  wir  Aa  =  (1  —  i)  ßa  setzen,  daß 
näherungsweise 

2i^,(Äa)  =  (-Aj^\  (25) 

WO  g  =  (1  —  i)  /Sa.     Dies  ergibt 

N^-  -fÄ^a»  (1  +  ()ßaG}.  (26) 

Wenn  wir  den  Zeitfaktor  in  (15)  berücksichtigen;  wird  dies  mit 

N^-  ixQa'ißa)-^  ^  -  ■|Äfta»(/3a)  (o  (27) 

gleichbedeutend.  Das  erste  Glied  hat  die  Bedeutung  eines  geringen 
Zusatzes  zu  der  Trägheit  der  Kugel;  das  zweite  gibt  eine  Reibungs- 
kraft, die  sich  wie  die  Geschwindigkeit  verhält. 

§  338.  Die  allgemeinen  Formeln  der  §§  335  und  336  können 
weiter  darauf  verwendet  werden,  den  Einfluß  der  Zähigkeit  auf  die 
Schwingungen  einer  flüssigen  Masse  um  die  Eugelform  zu  unter- 
suchen. Das  wichtigste  Resultat  läßt  sich  jedoch  einfacher  durch  die 
Methode  des  §  331  ableiten. 

Es  ist  in  §  259  gezeigt  worden,  daß  bei  Yemachlassigung  der 
Reibung  das  Geschwindigkeitspotential  für  eine  Normalschwingung 
die  Form 

9=^J-fif„.cos(<y^  +  £)  (1) 

besitzt,  wo  S^  eine  Eugelflächenfunktion  ist.  Dies  gibt  für  die 
doppelte  kinetische  Energie,  die  innerhalb  einer  Kugel  vom  Radius  r 
enthalten  ist,  den  Ausdruck 

WO  ^S7  einen  elementaren  Raumwinkel  bezeichnet,  und  deshalb  f&r 
die  gesamte  kinetische  Energie 

T  -  ^QnaffS^^dm-A^  coB^{6t  +  b).  (3) 

Die  potentielle  Energie  muß  daher 

F=  ^Quaffs^^dm  'Ä^  sin«  (öt  +  e)  (4) 

sein,  und  die  totale  Energie  beträgt 

T  +  V^^jfnaff  S^^diS'A\  (5) 
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Berechnet  man  wiedenun  die  Dissipation  innerhalb  einer  Engel 
vom  Radius  r  anf  Grund  der  Annahme^  daß  die  Bewegung  wirbelfrei 
sei;  so  ergibt  sich  nach  §  317  (12): 


Nun  ist 


da  jede  Seite  nach  Multiplikation  mit  QÖr  die  doppelte  kinetische 
Energie  der  Flüssigkeit  darstellt^  die  zwischen  zwei  Kugeln  mit  den 
Radien  r  und  r  +  är  enthalten  ist.     Daher  ergibt  sich  aus  (2): 

ff^dm  =  "^^^^  Q^'-'JJs^dm  .A^  cos«  (.<  +  i). 

Führen  wir  dies  in  (6)  ein,  und  setzen  wir  r  ^  üy  so  haben  wir  f&r 
die  gesamte  Dissipation 

2jP=  2n  (n  - 1)  (2n  +  1)  ^JJ^n^^  '^^  cos«  {öi  +  b).      (8) 

Der  Mittelwert  hiervon  ist  pro  Zeiteinheit 

2F  =  n  (n  -  1)  (2n  +  l)^ffs^^d(S  •  Ä\  (9) 

Wenn  der  Einfluß  der  Zähigkeit  durch  eine  allmähliche  Änderung 
des  Koeffizienten  Ä  dargestellt  wird,  müssen  wir 

§t{T  +  r) 2F  (10) 

haben,  folglich,  wenn  wir  aus  (5)  und  (9)  einsetzen, 

^ (»-l)(2«  +  l)^^.  (11) 

_  JL 
Dies  zeigt,  daß  Ä  sich  wie  e    *  verhält,  wo 

^  "  (n-l)(2n  +  l)  V •  (^^)*) 

Die  am  meisten  auffallende  Eigenschaft  dieses  Resultates  ist  das 
außerordentlich  geringe  Maß,  in  welchem  die  Schwingungen  einer 
Kugel  von  mäßiger  Größe  durch  solch  einen  Grad  von  Zähigkeit  be- 
einflußt werden,  wie  er  gewohnlich  in  der  Natur  vorkommt.  Für 
eine  Kugel  von  der  Größe  der  Erde  und  von  derselben  kinematischen 
Zähigkeit  wie  Wasser  haben  wir  in  dem  C.  G.  S.-System  a  —  6,37  •  10®, 


1)  Lamb,  Proc.  Land.  Math.  8oc.,  18,  S.  61  und  66,  1881. 

LAmb,  HydrodTiiamik.  46 


722  XL  Zähigkeit 

V  =  0,0178,  und  der  Wert  von  r  för  die  Schwingung  von  der  längsten 
Periode  (n  =  2)  ist  demnach 

r  -  1,44  .  10"  Jahre. 

Selbst  mit  dem  von  Darwin^)  für  die  Zähigkeit  von  Harz  nahe  bei 
dem  Gefrierpunkt  gefundenen  Werte  ^  «=  1,3  •  10®  x  g  finden  wir, 
wenn  wir  g  =  980  nehmen,  den  Wert 

r  «  180  Stunden, 

der  die  Dämpfungszeit  der  langsamsten  Schwingung  einer  Kugel  von 
der  Größe  der  Erde  angibt,  welche  die  Dichte  des  Wassers  und  die 
Zähigkeit  des  Harzes  haben  soll.  Da  dies  immer  groß  gegen  die 
Schwingungsperiode  von  1^  34™  ist,  die  in  §  259  gefunden  wurde, 
so  erhellt,  daß  eine  solche  Kugel  fast  genau  wie  eine  „vollkommen^ 
Flüssigkeit  schwingen  würde. 

Die  obige  Untersuchung  enthält  keine  besondere  Annahme  hin- 
sichtlich der  Kräfte,  welche  das  Streben  nach  der  Kugelform  hervor- 
bringen. Das  Resultat  gilt  deshalb  ebensowohl  für  die  Schwingungen 
eines  flüssigen  Kügelchens  unter  der  Oberflächenspannung  der  Orenz- 
Schicht.  Die  Dämpfungszeit  der  langsamsten  Schwingung  eines  Wasser- 
kügelchens  ist  r  =»  11,2  a^  Sekimden,  wenn  a  in  Zentimetern  aus- 
gedrückt wird. 

Wendet  man  dieselbe  Methode  auf  eine  kugelförmige  Luftblase 
an,  so  findet  man 

^='(n  +  2)(2n+l)V'  (^^) 

WO  V   die   Zähigkeit   der   umgebenden   Flüssigkeit   ist.     Wenn    diese 
Wasser  ist,  haben  wir  r  =  2,8  a*  für  n  =  2. 

Die  Formel  (12)  schließt  natürlich  den  Fall  von  Wellen  auf 
einer   ebenen   Oberfläche   ein.     Wenn   n    sehr   groß   ist,    setzen    wir 

X  = und  finden  dann 

n  11 

in  Übereinstimmung  mit  §  331. 

Die  obigen  Resultate  erfordern  sämtlich,  daB  2xt  ein  betracht- 
liches Vielfaches  der  Periode  sei.  Der  entgegengesetzte  Fall,  wo  die 
Zähigkeit  so  groß  ist,  daß  die  Bew^ung  aperiodisch  wird,  kann  durch 
die  Methoden  der  §§  323  und  324  untersucht  werden,  wobei  die 
Wirkungen  der  Trägheit  außer  acht  gelassen  werden.  Für  den  Fall 
einer   sehr   zähen  Kugel,  die  unter  dem  Einfluß  der  Gravitation    zu 


1)  „On   the   Bodily   Tides   of  Viacous   and   Semi-Elastic   Sphetoids  .  .  .^, 
Phü.  Trans.,  170,  S.  1,  1878. 
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der  Eugelform  zurückkehrt^  ergibt  sich 

^^2(n+l)»+ljL  (15) 

n  ga'  ^     ^ 

ein  Resultat^  das  zuerst  yon  Darwin  (l.  c)  gefunden  wurde.    Yergl. 
§  332  (24). 

§  839.  Probleme  der  periodischen  Bewegung  einer  Flüssigkeit 
in  dem  Räume  zwischen  zwei  konzentrischen  Kugeln  erfordern  außerdem 
für  ihre  Behandlung  die  Losungen  der  Gleichungen  des  §  336;  wo  p 
die  Form  p^^^i  hat,  und  die  Funktionen  t^{hr),  welche  in  den 
komplementären  Fimktionen  u,  v,  w'  auftreten,  sind  durch  ''¥^  (hr)  zu 
ersetzen. 

Die  Sache  vereinfacht  sich,  wenn  der  Radius  der  äußeren  Kugel 
unendlich  groß  ist,  zufolge  der  Bedingung,  daß  die  Flüssigkeit  im 
Unendlichen  ruht.  Es  war  in  §  287  gezeigt,  daß  die  Funktionen  ^^  (g) 
und  ^^(6)  beide  in  der  Form 

Bei  der  vorliegenden  Anwendung  haben  wir  t ""  ^^^  ^o  h  durch 
§  336  (4)  definiert  wird.  Wir  wollen  der  Bestimmtheit  wegen  voraus- 
setzen, daß  der  Wert  von  h  genommen  ist,  welcher  den  reellen  Teil 
von  ih  positiv  macht.  Die  Bedingung,  daß  im  Unendlichen  keine 
Bewegung  sein  soll,  erfordert  dann,  daß  J.  —  0,  und  wir  haben  uns 
nur  mit  der  Funktion 

ZU  beschäftigen,  die  in  §  287  eingeführt  wurde.  Es  wurde  dort  be- 
merkt, daß  die  Rekursionsformeln  für  /),(g)  genau  dieselben  wie  für 
if^  (g)  und  W^  (S)  sind.  Die  allgemeine  Lösimg  der  Gleichungen  einer 
kleinen  periodischen  Bewegung  einer  zähen  Flüssigkeit  für  den  Raum 
außerhalb  einer  Kugel  wird  deshalb  sogleich  durch  §  336  (8)  und  (10) 
gegeben,  wenn  i>«»_i  statt  p^,  und  f^{hr)  statt  i^^{hr)  geschrieben  wird. 
1.  Die  Rotationsschwingungen  einer  Kugel,  die  von  einer  unbe- 
grenzten Flüssigkeitsmasse  umgeben  ist,  sind  in  den  Lösungen  der 
ersten  Klasse  mit  n  »- 1  enthalten.  Wie  in  §  337,  No.  2,  setzen  wir 
Xi  —  C/Sf  und  finden 

w=      Cf^ihr)y 

v^-^Cf^  (hr)  X    ,  (3) 

zugleich  mit  der  Bedingung 

Cf,(ha)^-m,  (4) 

46* 
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wo  a  der  Radius   und  o   die  Winkelgeschwindigkeit  der   Kugel  iat^ 
die  wir  uns  durch  die  Formel 

CD  -  ac'(^'+')  (5) 

gegeben  denken. 

Setzen  wir  ä  —  (1  —  i)ß,  wo  /S  — 1/~-,  so  finden  wir,   dafi  die 

Teilchen    auf   einer    konzentrischen   Kugel    Yom   Radius   r    mit    der 
Winkelgeschwindigkeit 

'^^-''^li^^-''-'-'^"-'^-^^'^  (6) 

zusammen  rotieren,  wo  die  Werte  von  fi{hr)  und  fi(ha)  aus  §  287  (15) 
eingesetzt  sind.    Der  reelle  Teil  von  (6)  ist 

-ß{r-a)sm[6t-ß{r-a)  +  s]] 
was  einer  Winkelgeschwindigkeit 

CO  »  a  cos  {6t  +  s)  (8) 

der  Kugel  entspricht 

Für  das  Krafbepaar  an  der  Kugel  findet  man  auf  dieselbe  Weise 
wie  in  §  337 

N^-^7t(ia'io-jr^=^^ix(ia'a^        i  +  t/ia W 

Setzen  wir  Äa  -=»  (1  —  i)  ßa,  und  trennen  wir  die  reellen  und  imagi- 
nären Teile,  so  finden  wir 

A--^«/ta(D  _____ (10) 

Dies  ist  mit 

gleichwertig.     Die  Deutung  ist  derjenigen  des  §  337  (27)   ähnlich.^) 

.  .  2  Ä  . 

Wenn  die  Periode  —  unendlich  lang  ist,  reduziert  sich  dies  in 
Übereinstimmung  mit  §  322  (11)  auf 

N 8Äfta*(D.  (12) 

2.  Im  Falle  einer  Pendelkugel,  welche  in  einer  unbegrenzten 
Flüssigkeit  schwingt,  die  wir  als  inkompressibel  behandeln  wollen, 
yerlegen  wir  den  ürsprungspunkt  nach  der  mittleren  Lage  des  Zentrums 
und  die  rr- Achse  in  die  Richtung  der  Schwingung. 

1)  Wegen  einer  anderen  Lösung  dieser  Aufgabe  siehe  Kircbhoff,  Mechanik, 
26.  Vorlesung. 


,(^ 


Einfluß  der  Zähigkeit  der  Luft  auf  das  Pendel. 
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Die   Bedingungen;   welche   an   der  Oberfläche   zu   erftOlen  sind; 
hinten  dann: 


V 


0 


w-O 


(13) 


für  r  ^  aj  den  Radius ,  wenn  U  die  Geschwindigkeit  der  Kugel  be- 
zeichnet. Es  ist  klar;  daß  wir  uns  nur  mit  einer  Lösung  der  zweiten 
Erlasse  zu  bescluLftigen  haben.  Die  Formeln  (10)  des  §  336  werden 
wie  vorher  umgeformt  und  ergeben  dann 

^u  +  yt;  +  £u;  -  -  ^  p.,^,  +  n  (n  + 1)  (2n  +  l)f, (hr)  tp,.  (14) 

Durch  Vergleich  mit  (13)  ergibt  sich;  daß  dies  Eugelflächenfunktionen 
Yon  der  ersten  Ordnung  allein  enthalten  muß.  Wir  setzen  deshalb 
n  —  1  und  nehmen  an,  daß 

Bx 


(15) 


Folglich 


9^1 


-5/;(Är)ÄV^^ 


V 


w 


A    d    X 

SV  dy  r"» 

A    d    X 


dy 


äV  dz  r» 
Die  Bedingungen  (13)  werden  deshalb  erfÖUt,  wenn 

2f,{ha)B^U 


(16) 


(17) 


Die  Art  der  Bewegung;  die  offenbar  zur  ri;- Achse  symmetrisch 
ist;  wird  am  besten  vermittels  der  Stromfunktion  ausgedrückt.  Aus 
(14)  oder  (16)  finden  wir 

««+y«  +  ^t.— ^f.  +  6B/i(Är)a; ^^j!^^,(Äa)-3/i(Är)) ,    (18) 

folglich;  wenn  wir  aus  §  287  (15)  einsetzen, 

Wenn  wir  x  »  r  cos  0  schreiben;  ergibt  dies  für  die  Stromfunktion  t(f 
des  §  94 
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Setzen  wir 

U^a(f^oi^-.)  (21) 

und  deshalb  ä==(1  — i)/S,  wo  /'^l/o'y  so  finden  wir,  "wenn  wir 
den  imaginären  Teil  yon  (20)  weglassen, 

-±-J^coB{6t-ß{r-a)+B)  +  [\+>~^^m[f}t-ß{r-a)+B\  )e-«-.)].  (22) 

In  einer  genügenden  Entfernung  von  der  Kugel  überwiegt  der 
Teil  der  Störung,  welcher  durch  die  Glieder  in  der  ersten  Zeile  dieser 
Formel  ausgedrückt  wird.  Dieser  Teil  ist  wirbelfrei  und  unterscheidet 
sich  nur  in  der  Amplitude  und  Phase  yon  der  Bewegung,  die  von 
einer  Kugel  hervorgebracht  wird,  welche  in  einer  reibungslosen  Flüssig- 
keit schwingt  (§§  92  und  96).  Die  Glieder  in  der  zweiten  ZeUe  sind 
Yon  der  Art,  die  wir  bereits  in  dem  Falle  der  Laminarbew^rang 
(§  328)  getroffen  haben. 

um  die  resultierende  Kraft  X  zu  berechnen,  die  auf  die  Kugel 
ausgeübt  wird,  gehen  wir  auf  §  336  (18)  zurück.  Wir  setzen  aus 
(15)  ein  und  werfen  alle  außer  den  konstanten  Gliedern  yon  p^^  weg, 
da  die  Kugelflächenfunktionen  yon  anderer  Ordnung  als  null  yer- 
schwinden  müssen,  wenn  über  die  Kugel  integriert  wird.  So  finden  wir 

X  -JJprJS  -  4«  [b_,  j  +  C,Ba'),  (23) 

wo  nach  §  336  (19) 

B-t io»     I 

Ci  =  2  iihaf^' (ha)]'  ^^^^ 

Folglich  nach  (17) 

^-^7(Sr{2/-o'(Aa)-  +  A*«V,(Ä«)}=2«/*Wa»(i-^-^) 
Dies  ist  mit 


(25) 


X  =  -4«pa'(i  +  j|-)^-3«p«»,,(^  +  ^-^)cr       (26) 

gleichwertig. 

Das   erste  Glied   gibt  die  Korrektion,  die  an  der  Trägheit   der 
Kugel  anzubringen  ist.     Diese  betragt  den  Bruchteil 
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der  yerdrangten  Flüssigkeit^  anstatt  ^  wie  in  dem  Falle  einer  reibungs- 
losen Flüssigkeit.  Das  zweite  Glied  gibt  eine  Reibungskraft,  die  sich 
wie  die  Geschwindigkeit  verhält.^) 

Wenn  die  Periode  —  unendlich  lang  genommen  wird,  so  redu- 
ziert sich  die  Formel  (26)  in  Übereinstimmung  mit  §  325  (16)  auf 

X ^TCQvaV,  (27) 

da  /3^-r^. 

§  840.  Es  mögen  einige  Bemerkungen  über  die  zweidimensionalen 
Probleme  angefügt  werden,  die  denen  der  §§  337 — 339  analog  sind. 

Wenn  Glieder  der  zweiten  Ordnung  vernachlässigt  werden,  haben 
wir  die  Gleichungen 

(1) 


du            ^  dp    . 

dt"     Qdx'^'^ 

H^u 

dt-   ,^f+^^H 

zugleich  mit 

dx   *  dy 

Wie  in  §  332  werden  diese  durch 

^^       d(p       d'tl) 

™       dx        dy 
und 

^  ^       dtp    .    d^ 

^       dy        dx 

erfüllt,  vorausgesetzt,  daß 

Ai9-0 

■  • 

(2) 
(3) 


(4) 


1.  Man  wird  finden,  daß  die  Arten  des  Abfalls  einer  willkür- 
lichen anfänglichen  Bewegung  einer  Flüssigkeit,  die  in  einem  festen 
kreisförmigen  Zylinder  eingeschlossen  ist,  in  Polarkoordinaten  durch 

^  =•  {jM  -  -^l  (^  cos  8d  +  B  sin  86)6-''^'  (5) 


1)  Das  Problem  wurde  auf  andere  Weise  zueist  von  Stokes,  l.  c,  S.  668, 
gelöst.  Andere  Behandlungsweisen  siehe  bei  0.  £.  Meyer,  „Über  die  pendelnde 
Bewegung  einer  Kugel  unter  dem  Einflüsse  der  inneren  Reibung  des  umgebenden 
Mediums'*,  CrtUes  Jowm.  78,  1871;  Kirchhoff,  MechoMk,  26.  Vorlesung.  Der 
allgemeinere  Fall,  wo  die  Geschwindigkeit  der  Kugel  eine  beliebige  Funktion 
der  Zeit  ist,  ist  von  Basset  erörtert  worden,  „On  the  Motion  of  a  Sphere  in  a 
Yiscons  Liquid'*,  Fhü.  Trans,,  179,  S.  48,  1877;  Hydrodynamiea,  Kap.  22. 


i 
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Setzen  wir 

jj^a^iot^*)  (21) 

und  deshalb  A  =  (l  — i)/J,  wo  ß^y^}  so  finden  wir,  wenn   wir 
den  imaginären  Teil  von  (20)  weglassen, 

*— i«aWö[[(l+,-|^)co8(^Ha)+,-|^(l+^)8in(„<+.))J 

-^a['^\^^-ß{r-a)+B\  +  [l+>-)Bm{6lr-ß{r-a)^,)  )e-«--«)].  (22) 

In  einer  genügenden  Entfernung  von  der  Kugel  überwiegt  der 
Teil  der  Störung,  welcher  durch  die  Glieder  in  der  ersten  Zeile  dieser 
Formel  ausgedrückt  wird.  Dieser  Teil  ist  wirbelfrei  und  unterscheidet 
sich  nur  in  der  Amplitude  und  Phase  von  der  Bewegung,  die  von 
einer  Engel  hervorgebracht  wird,  welche  in  einer  reibungslosen  Flüssig- 
keit schwingt  (§§  92  und  96).  Die  Glieder  in  der  zweiten  Zeile  sind 
von  der  Art,  die  wir  bereits  in  dem  Falle  der  Laminarbew^rung 
(§  328)  getroffen  haben. 

um  die  resultierende  Kraft  X  zu  berechnen,  die  auf  die  Kngel 
ausgeübt  wird,  gehen  wir  auf  §  336  (18)  zurück.  Wir  setzen  aus 
(15)  ein  und  werfen  alle  außer  den  konstanten  Gliedern  von  p^^  weg, 
da  die  Kugelflächenfnnktionen  von  anderer  Ordnung  als  null  ver- 
schwinden müssen,  wenn  über  die  Kugel  integriert  wird.  So  finden  wir 

X  -ffpr>dS  =  4«  (B_,  ^  +  C,Ba'),  (23) 


wo  nach  §  336  (19) 
Folglich  nach  (17) 


(24) 


^-^W-'{2/-„'(Äa)-iA'aY,(A«)}=2.^W«»(i-?i-,-4,)       ^^^^ 

Dies  ist  mit 

X  =  -4;r,«'(i  +  j|-J^^-3«,«»*(^-  +  ^-4,)cr       (26) 

gleichwertig. 

Das   erste  Glied   gibt  die  Korrektion,  die  an  der  Trägheit   der 
Kugel  anzubringen  ist.    Diese  beträgt  den  Bruchteil 


4j?a 
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der  verdrängten  Flüssigkeit^  anstatt  ^  wie  in  dem  Falle  einer  reibungs- 
losen Flüssigkeit.  Das  zweite  Glied  gibt  eine  Reibungskraft,  die  sich 
wie  die  Geschwindigkeit  verhält.^) 

Wenn  die  Periode  —  unendlich  lang  genommen  wird,  so  redu- 
ziert sich  die  Formel  (26)  in  Übereinstimmung  mit  §  325  (16)  auf 

X ^TCQvaV,  (27) 

da  /3«=-5^. 

§  840.  Es  mögen  einige  Bemerkungen  über  die  zweidimensionalen 
Probleme  angefügt  werden,  die  denen  der  §§  337 — 339  analog  sind. 

Wenn  Glieder  der  zweiten  Ordnung  yemachlassigt  werden,  haben 
wir  die  Gleichungen 

(1) 


du            ^  dp    . 

dt"     Qdx'^'^ 

H^u 

dv           1  dp   .      . 
dt            Q  dy    ^         ^ 
zugleich  mit 

^^  +  ^^  -  0 
dx   *  dy 

Wie  in  §  332  werden  diese  durch 

^^       d(p       dtlf 
™       dx        dy 

dtp    .    d'tif 
dy  '^  dx 

erfüllt,  vorausgesetzt,  daß 

Ai9-0 

^^                A      i 

<  • 

(2) 
(3) 


(4) 


1.  Man  wird  finden,  daß  die  Arten  des  Abfalls  einer  willkür- 
lichen anfänglichen  Bewegung  einer  Flüssigkeit,  die  in  einem  festen 
kreisförmigen  Zylinder  eingeschlossen  ist,  in  Polarkoordinaten  durch 

ipr «.  [i|r)  _  ^[  (^  cos  se  +  Bsm  «Ö)«""**'  (5) 


1)  Das  Problem  wurde  auf  andere  Weise  zuerst  von  Stokes,  l,  c,  S.  668, 
gelöst.  Andere  Behandlungsweisen  siehe  bei  0.  £.  Meyer,  „Über  die  pendelnde 
Bewegung  einer  Kugel  unter  dem  Einflüsse  der  inneren  Reibung  des  umgebenden 
Mediums'*,  CreUes  Jaum.  78,  1871;  Kirchhoff,  Mechanik,  26.  Vorlesung.  Der 
allgemeinere  Fall,  wo  die  Geschwindigkeit  der  Kugel  eine  beliebige  Funktion 
der  Zeit  ist,  ist  von  Basset  erörtert  worden,  „On  the  Motion  of  a  Sphere  in  a 
Yiscons  Liquid'',  Phü.  Trans.,  179,  S.  48,  1877;  Hydrodynamica,  Kap.  22. 


728  XI.  Zähigkeit. 

gegeben  sind,  wenn  V  jetzt  fQr  die  Stromfunktion  des  §  59  stellt.^) 
Die  Bedingung,  daß  die  normale  Bewegung  an  der  Ghrenzfläche  r  ^=^a 
null  ist,  ist  bereits  erfüllt;  die  tangentiale  Geschwindigkeit  wird  eben- 
falls verschwinden,  vorausgesetzt,  daß 

*aj;(ia)-5j.(*a)  =  0, 

was  nach  §  297  (5)  mit 

j;^,(*a)-0  (6) 

gleichbedeutend  ist     Dies  bestimmt  die  zulassigen  Werte  von  k  und 

deshalb  die  Dämpfungszeiten  t  »  -r^  • 

Wenn  Symmetrie  vorhanden  ist,  haben  wir  5  »  0.     Die  kleinste 
Wurzel  von  J^  (ha)  =-  0  ist  ia  =-  3,832,  was 

T  -  0,0681  - 

ergibt.  Wenn  wir  fElr  Wasser  v  —  0,014  (C.  G.  S.)  setzen,  finden  wir 
T  —  4,9  a'  Sekunden,  vorausgesetzt,  daß  a  in  Zentimetern  ausgedrückt 
wird. 

Für  ^  »  1  ist  die  kleinste  Wurzel  Jca  »  5,135,  folglich 

T  =  0,0379-, 

oder  för  Wasser  t  —  2,7  a\ 

2.  Im  Falle  einer  periodischen  Bewegung  mit  dem  ZeitfiEiktor  ef"^ 

haben  wir  nach  ^4^  ,  ^        ,  -v 

^^  (Ai+Ä*)*-0,  (7) 

vorausgesetzt,  daß  A*  =« oder 


ß = (0 


(8) 


Die  Lösung  von  (7)  in  Polarkoordinaten  enthält  Besselsche  Funk- 
tionen mit  dem  komplexen  Argument  (1— i)/3i'.  Die  Wahl  pas- 
sender Funktionen  für  die  verschiedenen  Fälle  und  die  Darstellung 
der  Resultate  in  praktischer  Form  bietet  Schwierigkeiten,  die  einer 
besonderen  Erörterung  bedürfen  würden.')    Im  Hinblick  auf  die  Lange 

1)  Dieses  Resultat  stammt  von  Lamb,  „On  the  Motion  of  a  Viscous  fluid 
contained  in  a  Spherical  Vessel^S  die  auf  S.  718  genannt  ist.  Der  Fall  «  =»  o 
ist  von  Steam  erörtert  worden,  „On  some  Gases  of  the  Yarying  Motion  of  a 
Viscoüs  Fluid".  Quart.  Joum,  Math.,  17,  S.  90,  1880. 

2)  Die  Untersuchungen  des  §  192  erfordern  eine  Revision,  wenn  das  Argu- 
ment komplex  ist.  Die  Formeln  (4),  (6)  und  (6)  sind  gültig,  vorausgesetzt,  daß 
der  reelle  Teil  des  Argumentes  positiv  ist,  was  schon  durch  die  Waühl  yon  h  in 
(8)  oben  festgesetzt  ist;  aber  die  Ableitung  der  fallenden  und  steigenden  Reihen 
(18)  und  (20)  ist  eine  andere.  Die  Resultate  femer,  welche  man  erhält,  indem 
man  die  reellen  bzw.  imaginären  Teile  einzeln  gleich  setzt,  würden  eine  be- 
sondere Erörterung  erfordern. 
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der  nötigen  Untersuchungen ,  sowie  auf  den  Umstand  ^  daß  die  frag- 
lichen Probleme  geringeres  Interesse  haben,  als  die,  welche  sich  auf 
eine  Eugelfläche  beziehen,  müssen  wir  uns  mit  einem  Hinweis  auf 
die  Originakrbeiten  von  Stokes  begnügen.') 

Ein  bemerkenswertes  Resultat  mag  jedoch  erwähnt  werden.  Wenn 
die  Periode  eines  Zylinders,  der  in  einer  unbegrenzten  Flüssigkeit 
schwingt,  unendlich  lang  wird,  oder  was  auf  dasselbe  hinauskommt, 
wenn  wir  die  stationäre  Bewegung  zu  bestimmen  suchen,  die  durch 
die  Translation  eines  solchen  Zylinders  mit  konstanter  Geschwindig- 
keit hervorgebracht  wird,  sehen  wir  uns  außerstande,  alle  Bedingungen 
zu  erfüllen.  Die  physikalische  Erklärung  dieses  Umstandes  mag  mit 
den  Worten  Ton  Stokes  gegeben  werden:  „Der  Druck  des  Zylinders 
auf  die  Flüssigkeit  strebt  fortwährend,  die  Flüssigkeitsmenge  zu  Ter- 
mehren,  welche  er  mit  sich  führt,  während  die  Reibung  der  Flüssig- 
keit in  einiger  Entfernung  vom  Zylinder  diese  Menge  beständig  zu 
yermindem  strebt  Im  Falle  einer  Kugel  heben  diese  beiden  Ursachen 
schließlich  einander  auf,  und  der  Bewegungszustand  wird  stationär. 
Aber  in  dem  Falle  eines  Zylinders  übertrifft  die  Zunahme  der  mit- 
bewegten Flüssigkeitsmasse  beständig  die  Abnahme,  die  von  der 
Reibung  der  umgebenden  Flüssigkeit  herrührt,  und  die  mitgeführte 
Menge  wächst  unbegrenzt,  indem  der  Zylinder  sich  vorwärts  bewegt.^^ 


Zähigkeit  in  Grasen. 

§  841.  Wenn  Dichteänderungen  in  Betracht  kommen,  so  lautet 
die  allgemeinste  Annahme,  die  wir  hinsichtlich  des  mittleren  Druckes  p 
unseren  früheren  Festsetzungen  gemäß  machen  könneu,  in  dem  Falle 
eines  vollkommenen  Gases 

p^RQd^fi'(a  +  h  +  c),  (1) 

wo  0  die  absolute  Temperatur,  R  eine  Eonstante,  die  von  der  Art 
des  Gases  abhängt,  und  fi  ein  zweiter  Reibungskoeffizient  ist.*)  Hin- 
sichtlich des  besonderen  Wertes  von  (i  gibt  es  freilich  keinen  experi- 
mentellen Nachweis;  aber  gemäß  der  kinetischen  Gastheorie')  soll 
(i'  ^0  sein.  Wir  wollen  uns  der  Einfachheit  wegen  dieser  Hypothese 
anschließen.  Wenn  man  jedoch  in  den  Formeln  (i  beibehalten  will, 
können  die  notwendigen  Verbesserungen  leicht  angebracht  werden. 
Es  wurde  in  §  317  gezeigt,  daß  die  Arbeit,  die  in  der  Zeit  dt 
von   den  Zugkräften   auf  die  Oberflächen   eines  Elementes  dxdyde 


1)  l.  c,  S.  668. 

2)  Yergl.  Kirchhoff,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  Wärme,  Leipzig  1894, 
11.  Vorlesung;  Stokes,  MaO%.  and  Fhys.  Papers,  Bd.  m,  S.  136. 

3)  Maxwell,  l,  c,  S.  663. 
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behufs  Yerandenmg  des  Volamens  und  der  Gestalt  desselben  geleistet 
wird,  den  Betrag 

-'P{a  +  h  +  c)dxdyd0dt+  9dxdyde8t  (2) 

besitzt,  wo 

««-||tt(a  +  6  +  c)«+2ft(a«+6*  +  c*+2/^+2^+2Ä«).    (3) 
Nun  ist  nach  §  7  (3) 

a  +  6  +  c  =  ~-j^-p-^-,  (4) 

wenn  v  das  Volumen  pro  Masseneinheit  bedeutet  Wenn  folglich  E 
die  innere  Energie  pro  Masseneinheit  bezeichnet  und  d  Q  •  dx  dy  de  die 
Wärme,  welche  von  dem  Element  in  der  Zeit  ii  nach  außen  ab- 
gegeben wird,  haben  wir  die  Energiegleichung 

p^^gdxdydZ'dt+Odxdydß'dt^—QdxSydß'dt  +  SQ'dxdydjB.     (5 

Wenn  die  gleichen  Änderungen  der  Dichte  und  Temperatur  unb^renzt 
langsam  ausgeführt  würden,  würde  der  Betrag  der  nach  außen  ab- 
gegebenen Wärme  etwa  dQ'  -  dx  dy  de  durch 

-p^QdxdydZ'dt-^^Qdxdydedt  +  dQ'dxdyde       (6) 

bestimmt  werden.     Durch  Vergleich  erhalten  wir 

dQ^dQf+0dt.  (7) 

Wenn  folglich  die  Zähigkeit  in  Betracht  kommt,  so  wird  die 
Wärme,  die  Tom  Element  unter  sonst  gleichen  umständen  abgegeben 
wird,  um  den  Betrag  9  pro  Volumeneinheit  und  pro  Zeiteinheit 
Tergrößert.  Die  Zähigkeit  des  Gases  bedingt  also  die  Erzeugung  von 
Wärme  mit  der  Geschwindigkeit  O  pro  Volumeneinheit  auf  Kosten 
anderer  Energieformen. 

Wenn  wir  (3)  in  die  Form 

9-ifi{{h-cy  +  {c^ay  +  {a-by}  +  4(i(p  +  g'  +  h')       (8) 

bringen,  so  sieht  man,  daß  O  wesentlich  positiv  ist,  und  daß  es  über- 
dies nicht  verschwinden  kann,  außer  wenn 

a  -=b=^  c        und        /*  =  ^  =  A  =  0, 

d.  h.  außer  wenn  die  Deformation  des  Flüssigkeitselementes  aus  einer 
Ausdehnung  oder  Zusammenziehung  besteht,  welche  nach  allen  Rich- 
tungen dieselbe  ist.  Der  Schluß,  daß  in  diesem  Falle  keine  Dissi- 
pation  von  Energie  stattfindet,  beruht  natürlich  auf  der  Annahme, 
daß  der  Wert  von  ft'  in  (1)  null  ist. 


Dämpfung  der  SchaUwellen.  731 

§  842.  Wir  wollen  kurz  die  Wirkung  der  Zähigkeit  auf  Schall- 
wellen untersuchen.  Der  Folgerichtigkeit  wegen  ist  es  nötig,  gleich- 
zeitig die  Wärmeleitung  in  Rechnung  zu  ziehen ,  deren  Einfluß  die- 
selbe Bedeutung  besitzt^);  vorläufig  wollen  wir  aber  Stokes  folgen, 
indem  wir  die  Wirkung  der  Zähigkeit  allein  untersuchen.^ 

Im  Falle  ebener  Wellen  in  einem  seitlich  unbegrenzten  Medium 
haben  wir,  indem  wir  die  rr- Achse  als  Fortpflanzungsrichtung  nehmen 
und  die  Glieder  zweiter  Größenordnung  in  der  Geschwindigkeit  ver- 
nachlässigen, 

nach  §  316  (2)  und  (3).     Wenn  s  die  Kondensation  bezeichnet,  so 
lautet  die  Eontinuitätsgleichung  wie  in  §  273 

If 1^-  (2) 

dt  dx  ^  ^ 

Bei  Vernachlässigung  der  Wärmeleitung   und    -Strahlung   lautet   die 
physikalische  Gleichung 

P--Po+c^QoS,  (3) 

wo   c   die  Schallgeschwindigkeit   bei  Abwesenheit   der  Zähigkeit  ist. 
Eliminieren  wir  p  und  s,  so  haben  wir 

d*u        •  ^'«    ,    M       d'u  ,.x 

dt*  dx*    '    ^     cx*ct  ^  ' 

um  dies  auf  den  Fall  erzwungener  Wellen  anzuwenden,  wollen 
wir  annehmen,  daß  in  der  Ebene  x^Q  eine  vorgeschriebene  Schwingung 

u  =  a^^'  (5) 

aufrecht  erhalten  wird.     Nehmen  wir  als  die  Lösung  von  (4) 

u  =-  ac*^'-»-"»*  (6) 

80  finden  wir 

w«(c»  +  4tW)--(y«,  (7) 

folglich 

-  =  ±^(l-*»'^)-*-  (8) 

Indem  wir  das  Quadrat  von  -^  vernachlässigen  und  das  untere  Vor- 
zeichen nehmen,  gibt  dies 


1)  Dies  wurde  zuerst  von  Kirchhoff  bemerkt,  ,,Über  den  Einflufi  der  Wärme- 
leitimg in  einem  Gase  auf  die  Schallbewegong^,  Pogg.  Ann,,  134,  S.  177,  1S68 
{Qes.  Äbh.,  Bd.  I,  S.  640). 

2)  {.  c,  S.  19  {Math,  and  Phys.  Papers,  Bd.  I,  S.  100). 
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Setzen  wir  in  (6)  ein^  und  nelimen  wir  den  reellen  Teil,  so  erhalten 
wir  fOr  die  Wellen,  die  sich  in  der  positiven  x-Richtung  fortpflanseen, 


X 


u^ae    'co8<y(^— ^),  (10) 

wo 

i-^^.'  (11) 


Die  Amplitude  der  Wellen  nimmt  also  bei  dem  Yorwärtsschreit^i 
nach  dem  Exponentialgesetz  ab,  wobei  die  Abnahme  um  so  rascher 
erfolgt,  je  größer  der  Wert  von  6  ist.     Die  Wellengeschwindigkeit 

wird  bis  auf  die  erste  Ordnung  von  -^  durch  die  Reibung  nicht  be- 

einflußt. 

Die  lineare  Größe  2  mißt  die  Entfernung,  innerhalb  welcher  die 

Amplitude  auf  -  -  ihres  ursprünglichen  Wertes  herabfallt.  Wenn  l 
die  Wellenlänge  bezeichnet,  so  haben  wir 

es  ist  in  der  obigen  Rechnung  angenommen  worden,  daß  dies  ein 
kleiner  Bruch  sei. 

Im  Falle  von  LuftweUen  haben  wir  c  -  3,32  •  10*,  v  =•  0,132  (C.  G.  S.), 
folgUch  , 

^  =  ?^  =  2,50 A-^  X  10-^        l  =-  9,56  A«  x  10», 

wenn  l  in  Zentimetern  ausgedrückt  wird. 

um  die  Dämpfung  freier  WeUen  mit  irgend  einer  vorgeschriebenen 

Wellenlänge  -r-  zu  finden,  nehmen  wir  an,  daß 

w^ac*  *'  +  «'.  (13) 

Durch  Einsetzen  in  (4)  erhalten  wir 

a^  +  ivk^a iV.  (14) 

Wenn  wir  das  Quadrat  von  —  vernachlässigen,  gibt  dies 

a^  —  ivk^±ikc.  (15) 

Folglich  in  reeller  Form 

w  =-  ae    *  cosk{x  ±  ct)^  (16) 


wo 

8 

T  = 


2vk^ 


(ny) 


1)  Betreffs  einer  Berechnung  des  d&mpfenden  Einflusses  der  Z&higkeit  auf 
Luftschwingungen  in  sphärischen  und  zylindrischen  Gef&ßen  verweisen  wir  auf 
die  Arbeit  von  Lamb,  „On  the  Motion  of  a  Yiscous  Fluid  coptained  in  a  Sphe- 
rical  Vesseh*,  die  auf  S.  713  genannt  ist. 
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§  848.  Wenn  die  Wärmeleitfähigkeit  in  Betracht  gezogen 
wird^  so  bleiben  die  Bewegungsgleichung  (1)  und  die  Eontinuitats- 
gleichnng  (2)  stehen,  die  physikalischen  Beziehungen  müssen  aber 
umgeändert  werden. 

Der  Betrag  der  Wärme,  die  erforderlich  ist,  um  kleine  Änderungen 
bezüglich  des  Volumens  t;  und  der  absoluten  Temperatur  0  der  Massen- 
einheit  eines  Gases  zu  erzeugen,  ist 

Mdv  +  Nd0, 

wo  N  die  spezifische  Wärme  bei  konstantem  Volumen  und 

M^iy-l)^fN  (18) 

ist.  Multiplizieren  wir  mit  Q^dx,  der  Masse  pro  Flächeneinheit  einer 
dünnen  Schicht,  und  setzen  wir  dies  gleich  q  w—^ ,  wo  q  das  ther- 
mische Leitvermögen  ist,  so  finden  wir^) 

de  ,   /        .N  öo  dv        ,d^e  .-^. 


'0 

wo 


Nq, 


7 


(20) 


d.  h.  V   ist  die  „thermometrische'^  Leitungsfähigkeii^ 
Die  Beziehung  zwischen  jp,  q,  0  ist 


P-P.il-.-  (21) 


(22) 


Wenn  wir 

P  =  Po(l+«) 

ö  =  e«(i+i?) 

setzen  und  Glieder  der  zweiten  Ordnung  in  8  und  rj  vernachlässigen, 
können  die  Gleichungen  (19)  und  (21)  folgendermaßen  geschrieben 
werden: 

und 

p-Po(l+s  +  vy  (24) 

Setzen  wir  diesen  Wert  von  p  in  (1)  ein,  so  erhalten  wir 

|^__5t|i_ft.|l  +  4v|^,  (25) 

et  dx  ex  ^    ^     ox* '  ^     ^ 


1)  Die  Wärme,  die  durch  die  innere  Beibang  erzeugt  ist,  wird  hier  ver- 
nachl&Bsigt,  da  sie  eine  kleine  Größe  zweiter  Ordnung  ist.  Das  System  exakter 
Gleichungen  ist  von  Kirchhofif  aufgestellt  worden,  Vorlesungen  über  die  Theorie 
der  Wärme,  11.  Vorlesung. 

2)  Maxwell,  Theory  of  Heat,  18.  Kapitel. 


734  XI.  Zähigkeit 

wo  6  =»  1/—  die  Newtonsche  Schallgeschwindigkeit  (§  274)  ist.    Eli- 
minieren  wir  s  durch  Gleichung  (2)^  so  finden  wir 

und 

||  +  (y-l)|j-v'|5.,  (27) 

also  zwei  simultane  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  u  und  17. 
Wenn  wir  jetzt  annehmen,  daß  u  und  ij  beide  mit 

proportional  sind,  finden  wir 

(a*  —  6*m*  —  ^vam^u  +  Vamrj  =  Ol 

(y-l)mu  +  (a-i;'m^i?-Or  ^     ^ 

folglich 

a»-{c««  +  (-§-i; +  !/')««}  m«+i/'(6«+4i;a)m*=0,  (29) 

wo  wir  c*  für  yV  geschrieben  haben. 

Wir  erkennen  wieder,  daß  a  ■=  ±  mc  fOr  1/  =  0,  v  =»  0.  Für 
1/  =  0,  v'  —  c»  femer  haben  wir  a  =  ±  w6,  wie  zu  erwarten  war, 
da  die  Verhältnisse  dann  „isotherm^'  werden. 

Gemäß  der  Maxwellschen  kinetischen  Gastheorie  soll 

v^^v  (30) 

sein;  aber  wir  wollen  nur  annehmen,   daß  v   und  v  dieselbe  Größen- 
ordnung besitzen. 

Im  Falle  einer  einfachen  Schwingung  haben  wir  a  =  t<y,  wo  — 
die  Periode  ist.  Wir  haben  gesehen,  daß  bei  gewohnlichen  Schall- 
wellen das  Verhältnis  — i-  klein  ist.  Die  Gleichung  (29)  ist  in  m* 
quadratisch,  und  die  Wurzeln  sind  näherungsweise 


m,* 

= 

m^ 

— 

C*a 
v'h*) 

(31) 

Ein  genauerer  Wert  der  ersteren  Wurzel  ist 

»..■-S[l-ltv  +  (l-|;)v'lJ],  (32) 

woraus 

»»,  =  ±(^  +  -f),  (33) 

wenn 
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c» 


Für  o;  >  0  lautet  die  yoUständige  Lösung  naherungsweise 


'  c         ^  %a      ^ 


(35) 


Torausgesetzt,  daß  m^  und  m^  so  gewählt  werden^  daß  ilire  reellen 
Teile  negativ  sind.  Die  willkürlichen  Konstanten  A^  und  A^  setzen 
uns  in  die  Lage^  die  Wirkung  vorgeschriebener  periodischer  Ver- 
änderungen  von   u   und   tj   in   der  Ebene   x  ^0   darzustellen.     Für 

gewöhnliche  Frequenzen  ist  das  Verhältnis  -^-  groß  und  das  Ver- 
hältnis 4^  demgemäß   im   allgemeinen   klein.     Das   zweite   Glied   in 

dem  Werte  von  u  ist  dann  unerheblich,  selbst  in  der  Nähe  des  Ur- 
sprungspunktes, und  es  wird  jedenfalls  im  Vergleich  zu  dem  ersten 
Oliede  für  genügend  große  Werte  von  x  unbedeutend.  Es  dient  dazu, 
den  rein  örtlichen  Einfluß  einer  periodischen  Wärmequelle  im  ür- 
sprungspunkte  darzustellen. 

Wenn   wir  den  Wert   (30)  für  v    nehmen  und  p^  =  y  =■  1,410 

setzen,  finden  wir  aus  (34),  daß  der  Wert  von  2  durch  die  Wärme- 
leitung im  Verhältnis  0,647  vermindert  wird. 

Die  Untersuchung  dieses  Paragraphen  stammt  hauptsächlich  von 
Eirchho£f^),  der  auch  den  Einfluß  auf  die  Fortpflanzung  von  Schall- 
wellen in  einem  engen  Rohr  erörtert  hat.  Dieses  Problem  ist  wegen 
seiner  Bedeutung  für  die  bekannten  Eundtschen  Versuche  von 
Wichtigkeit  Lord  Rayleigh  hat  dieselben  Sätze  angewendet,  um 
die  Wirkung  poröser  Körper  hinsichtlich  der  Absorption  des  Schalles 
zu  erklären.') 

Turbnlente  Bewegung. 

§  344.  Es  bleibt  noch  übrig,  die  Aufmerksamkeit  auf  die 
hauptsächlichste  Schwierigkeit  unseres  Gegenstandes  zu  lenken,  welche 
noch  nicht  überwunden  ist. 

Es  ist  bereits  auseinandergesetzt  worden,  daß  die  Vernachlässigung 

der  Glieder  zweiter  Ordnung  u  ^,  . . .  die  Anwendung  verschiedener 

der  vorhergehenden  Resultate  auf  Flüssigkeiten  sehr  beschrankt,  die 
das  gewöhnliche  Maß  von  Beweglichkeit  besitzen.    Außer  wenn  die 

1)  l  c,  8.  781. 

8)  „On  PorouB  Bodies  in  relation  to  Soond'S  Phü,  Mag.  (6),  16,  S.  181, 
1888  {Sc.  Papera,  Bd.  II,  S.  220;  Theory  of  Sound^  §  861). 
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Geschwindigkeiten  sehr  klein  sind,  findet  man,  daß  die  tatsächliche 
Bewegungsart  in  solchen  Fallen,  soweit  sie  beobachtet  werden  kann, 
von  derjenigen  sehr  abweicht,  die  durch  unsere  Formeln  dargestellt 
wird.  Wenn  z.  B.  ein  fester  Körper  von  stetiger  Form  sich  in  einer 
tropfbaren  Flüssigkeit  bewegt,  so  wird  eine  regellose,  wirbelnde  Be- 
wegung in  einer  Flüssigkeitsschicht  nahe  bei  dem  Körper  erzeugt, 
und  eine  sich  ausbreitende  Schleppe  von  Wirbeln  wird  zurückgelassen, 
während  die  Bewegung  in  einiger  Entfernung  seitlich  Verhältnis- 
mäßig  sanft  und  gleichförmig  vor  sich  geht.') 

Die  eben  auseinandergesetzte  mathematische  Ungültigkeit  erstreckt 
sich  zwar  nicht  auf  Fälle  geradliniger  Strömung,  wie  sie  in  den 
§§  318  und  319  behandelt  wurden;  aber  auch  hier  zeigt  die  Beob- 
achtung, daß  die  oben  untersuchten  Bewegungsarten,  wenn  auch  immer 
theoretisch  mögUch,  doch  unter  gewiBsen  Verhältnissen  labil  werden. 
Der  Fall  des  Strömens  durch  ein  Rohr  von  kreisförmigem  Quer- 
schnitt ist  von  Reynolds')  sehr  sorgfältig  experimentell  studiert 
worden,  nämlich  mit  Hilfe  von  Fäden  gefärbter  Flüssigkeit,  die  in 
den  Strom  eingeführt  wurden.  Solange  die  mittlere  Geschwindigkeit 
im  Querschnitt  unter  einer  gewissen  Grenze  liegt,  die  von  dem  Radius 
des  Rohres  und  der  Art  der  Flüssigkeit  abhängt,  geschieht  die 
Strömung  regelmäßig  und  mit  den  Gesetzen  Ton  PoiseuiUe  in  Über- 
einstimmung. Aber  wenn  diese  Grenze  überschritten  wird,  so  wird 
die  Bewegung  außerordentlich  regellos;  das  Rohr  scheint  nämhch 
mit  Terschlungenen  und  beständig  wechselnden  Stromfäden  angef&llt 
zu  sein,  die  es  hin  und  her  durchkreuzen.')  Aus  Erwägungen  über  die 
,J)imensionen^^  wurde  von  Reynolds  geschlossen,  daß  die  oben  ge- 
nannte Grenze  durch  das  Verhältnis  von  Wqü  zu  v  bestimmt  seiu 
muß,  wobei  a  der  Radius  und  v  der  kinematische  Reibungskoeffizient 
ist.  Dies  wurde  durch  den  Versuch  bestätigt;  für  das  kritische  Ver- 
hältnis überdies  wurde  annähernd  der  Wert 

-^  =  1000  (1)*) 

gefunden.     So  würde  für  ein  Rohr  Ton  einem  Zentimeter  Radins  die 

1)  Yergl.  Ahlbom,  „Über  den  Mechanismus  des  hydrodynamischen  Wider- 
standes^^  Hamburg,  1902 ;  Prandtl,  ,,Über  Flüssigkeitsbewegong  bei  sehr  kleiner 
Reibung**,  Verh.  d.  3.  Int.  Math.-Kongr.  zu  Heidelberg,  1904,  S.  484. 

2)  ,,An  Experimental  Investigation  of  the  Circumstances  which  determine 
whethei  the  Motion  of  Water  shall  be  Direct  or  Sinuous,  and  of  the  Law  of 
Resistance  in  Parallel  Channels**,  Phü.  Trans,,  174,  S.  986,  1883  (Sc.  Papers, 
Bd.  n,  S.  61). 

8)  Ähnliche  Beobachtungen  wurden  von  Hagen  gemacht,  BerL  AJbh,, 
1864,  S.  17. 

4)  Die  Abhängigkeit  Ton  v  wurde  durch  Ye^lnderung  der  Temperatur 
untersucht.  Das  Resultat  wurde  für  einen  größeren  Temperaturbereich  von 
Coker  und  Clement  geprüft,  Phü.  Trans.,  A,  201,  S.  46,  1902.  Siehe  auch 
Barnes  und  Coker,  Proc.  Boy.  Soc.,  74,  S.  841,  1904. 
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kritische  (Jesch windigkeit  för  Wasser  (v  =-  0,018)  die  Große  18  cm 
pro  Sekunde  haben. 

Wenn  das  kritische  Verhältnis  überschritten  wird,  so  findet 
gleichzeitig    mit    der   Veränderung   in   der  Art   der   Bewegung   eine 

Änderung  in  der  Beziehung  zwischen  dem  DmckgefäUe  ^  und  der 

mittleren   Geschwindigkeit   Wq  statt.     Solange  -^—  unter  der  obigen 

Grenze  liegt,  ist  ^  mit  Wq  proportional,  wie  bei  den  Versuchen  von 
Poiseuille.  Aber  wenn  die  regellose  Strömung  eingetreten  ist,  so 
wird  ^  -  eher  mit  Wq^  proportional 

Die  Formel,  die  in  der  Praxis  für  Röhren  angenommen  wird, 
deren  Durchmesser  eine  gewisse  Grenze  übersteigt,  ist 

H  -  ^fQ<>  (2) 

WO  jR  der  tangentiale  Widerstand  pro  Flächeneinheit,  Wq  die  mittlere 
Geschwindigkeit  in  Bezug  auf  die  benetzte  Oberfläche  und  f  eine 
numerische  Eonstante  ist,  die  von  der  Beschaffenheit  der  Oberfläche 
abhängt.  Als  einen  rohen  Durchschnittswert  für  den  Fall  von  Wasser, 
das  über  einer  glatten  Oberfläche  aus  Eisen  fließt,  können  wir  /*—  0,005 
nehmen.^)  Ein  vollständigerer  Ausdruck  für  i2,  der  den  Einfluß  des 
Durchmessers  in  Rechnung  zieht,  wurde  von  Darcy  gegeben,  und  zwar 
als  das  Resultat  sehr  umfangreicher  Beobachtungen  über  das  Strömen 
durch  Wasserleitungen.^ 

Der  Widerstand  im  Falle  einer  turbulenten  Strömung  ist,  wie 
man  gefunden  hat,  fast  unabhängig  von  der  Temperatur  und  somit 
von  der  Zähigkeit  der  Flüssigkeit.  Dies  stimmt  mit  dem  überein, 
was  aus  Betrachtungen  über  die  „Dimensionen^'  zu  erwarten  wäre, 
wenn  angenommen  wird,  daß  JR  sich  wie  Wq^  verhalt') 

Wenn  wir  die  Formel  (2)  als  den  Ausdruck  beobachteter  Tat- 
sachen gelten  lassen,  kann  sogleich  ein  Schluß  von  einigem  Interesse 
gezogen  werden.  Nehmen  wir  die  j?-Achse  in  die  allgemeine  Richtung 
der  Strömung,  und  bezeichnen  wir  mit  ir  die  mittlere  Geschwindigkeit  in 
irgend  einem  Pimkte  bezüglich  der  Zeit,  so  haben  wir  an  der  Oberfläche 

wenn    iVq    die    durchschnittliche   Stromgeschwindigkeit    und    dn   ein 

1)  Siehe  Rankine,  Applied  Medianies,  §  688;  ünwin,  Eneyc.  Britann., 
9.  Aufl.,  Artikel  ^7dTomechanic8'\ 

2)  BecKerches  expertmentales  rHativeM  au  mouvement  de  Veau  dans  lei  tuyaux, 
Paris  1865.  Die  Formel  ist  von  Rankine  und  Unwin  angeführt  worden.  Vergl. 
Forchheimer,  Hydraulik,  EnzykL  d,  maih.  Wisaenichaften^  Bd.  IV,  2.  Teil,  1906. 

8)  Lord  Rayleigh,  „On  the  Question  of  the  Stability  of  the  Flow  of  Fluids*', 
Phil.  Mag.  (5),  34,  S.  59,  1892  (Sc.  Papers^  Bd.  IE,  S.  675). 

Lftmb,  HydrodjnAmik.  47 
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Element  der  Normalen  bezeichnet.     Wenn  wir  eine  lineare  Große  ly 

die  durch 

Wq  _  dw 

l  "~  an 

definiert  wird^  einführen,  so  mißt  l  die  Entfernung  zwischen  zwei 
Ebenen,  die  sich  mit  einer  Relativgeschwindigkeit  Wq  in  der  regel- 
mäßigen Laminarströmung  bewegen,  die  dieselbe  tangentiale  Spannung 
ergeben  würde.     Wir  finden 

^ol-y-  (3) 

Setzen  wir  z.  B.  v  =  0,018,  Wq  =  300  — ,  /*=  0,005,  so  erhalten  wir 

l  =  0,024  cm.  ^)  Die  Kleinheit  dieses  Resultates  weist  darauf  hin, 
daß  bei  der  turbulenten  Strömung  einer  Flüssigkeit  durch  eine  Rohre 
von  nicht  zu  kleinem  Durchmesser  der  Wert  von  W  im  Querschnitt 
nahezu  gleichförmig  ist,  indem  er  innerhalb  eines  sehr  kleinen  Ab- 
Standes  von  den  Wänden  rasch  auf  0  Tällt.^) 

Auf  Röhren  von  genügender  Weite  angewendet,  gibt  Formel  (2) 

—  xa^  j^  ™  2  xaR  =  xfgatOQ* 
oder 

Q  dz       '    a  '  W 

Die  Form  der  Beziehung,  auf  welche  Reynolds  bei  seinen  Versuchen 
geführt  wurde,  lautet  so,  daß 

1  dp     .  ,       .    v^-'^wJ^ 
-  ,  -  sich  wie  — i—^  t 
Q  dz  a 

verhält,  wo  w  =  1,723.») 

Die  Vermehrung  des  Widerstandes  für  Geschwindigkeiten  ober- 
halb einer  gewissen  Grenze,  der  durch  die  Formel  (2)  oder  (4)  dar- 
gestellt wird,  ist  ohne  Zweifel  der  Wirkung  der  regellosen  Wirbel 
zuzuschreiben,  welche  bestandig  Flüssigkeit,  die  sich  mit  einer 
beträchtlichen  Relativgeschwindigkeit  bewegt,  von  neuem  nahe  an 
die  Grenzfläche  bringen  und  so  die  Geschwindigkeit  der  Deformation 
weit  über  das  Maß  vergrößern,  welches  bei  einer  regelmäßigen  Laminar- 
bewegung stattfinden  würde.*) 

1)  Vergl.  Sir  W.  Thomaon,  I%a.  Mag.  (6),  24,  S.  277,  1SS7. 

2)  Dies  wnrde  tatsächlich  von  Darcy,  l.  c,  experimentell  gefunden.  Siehe 
auch  Morrow,  „On  the  Distribution  of  Velocity  in  a  Viscous  Fluid  over  the 
Gross- Section  of  a  Pipe,  and  on  the  Action  at  the  Critical  Velocity",  Proc.  Boy, 
Soc,  A,  76,  S.  206,  1906. 

3)  Vergl.  Hagen,  l.  c.  Eine  interessante  historische  Darstellung  dieses  ganzen 
Gegenstandes  ist  von  Knibbs  gegeben:  Proc.  Boy.  Soc.  N.  S,  W,,  81,  S.  314,  1897« 

4)  Stokes,  Math,  and  Phys.  Papers,  Bd.  I,  S.  99. 
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Der  Reibangs-  oder  „Oberflächentüiderstand"^),  den  ein  fester 
Körper  von  stetiger  Gestalt  bei  seiner  Bewegung  durch  eine  Flüssig- 
keit erfährt^  ist  aus  denselben  Sätzen  zu  erklären.  Die  Verhältnisse 
sind  jedoch  verwickelter  als  im  Falle  eines  Rohres.  Die  Reibung 
scheint  ungefähr  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit  proportional  zu 
sein;  aber  sie  ist  für  verschiedene  Teile  der  benetzten  Oberfläche  ver- 
schieden, aus  einem  Grunde,  der  von  W.  Froude*)  angegeben  wurde, 
dem  wir  die  genauesten  Beobachtungen  über  diesen  Gegenstand  ver- 
danken. 

Ein  anderer  interessanter  Fall  der  turbulenten  Bewegung  ist 
experimentell  von  Mallock  untersucht  worden,  •) 

§  346.  Es  muß  leider  eingestanden  werden,  daß  die  theoretische 
Erklärung  der  Labüität  der  linearen  Strömungen  unter  den  angegebenen 
Bedingungen  und  der  Art,  auf  welche  die  regellosen  Wirbelbewegungen 
trotz  der  Zähigkeit  aufrecht  erhalten  werden,  noch  immer  ziemlich 
dunkel  ist.  Wir  können  nur  einen  kurzen  Bericht  über  die  ver- 
schiedenen theoretischen  Untersuchungen  geben,  die  angestellt  wurden, 
um  die  Frage  aufzuklären. 

Lord  Rayleigh  hat  es  in  verschiedenen  Arbeiten^  unternommen, 
die  Stabilität  verschiedener  Anordnungen  von  Wirbeln  zu  unter- 
suchen, wie  sie  durch  die  Zähigkeit  hervorgebracht  werden  könnten. 
Der  Umstand,  daß  bei  der  gestörten  Bewegung  die  Zähigkeit  unbe- 
achtet bleibt,  beeinträchtigt  die  physikalische  Bedeutung  der  Resultate 
nicht  sehr,  ausgenommen  vielleicht  in  den  FäUen,  wo  diese  ein  Gleiten 
an  einer  starren  Grenzfläche  voraussetzen. 

Da  die  Methode  einfach  ist  und  die  Resultate  ein  unabhängiges 
Interesse  haben,  woUen  wir  die  zweidimensionale  Form  des  Problems 
kurz  berühren. 


1)  Dieser  ist  von  dem  Wellen  widerstand  zn  unterscheiden,  von  welchem  in  den 
245  und  263  die  Rede  war.   Die  Bezeichnung  entstammt  der  Schiffbautechnik. 

2)  „Experiments  on  the  Surface-Friction  experienced  by  a  Plane  moving 
through  Water**,  Brit.  Ass.  Bep.,  1872,  S.  118.  („Der  Teil  der  Oberfläche,  wel- 
cher in  der  Bewegungslinie  vorangeht,  indem  er  einen  Widerstand  durch  das 
Wasser  erföhrt,  muß  dem  Wasser  eine  Bewegung  in  der  Richtung  erteilen,  in 
der  er  sich  selbst  bewegt.  Folglich  werden  die  Teile  des  Wassers,  welche  dem 
ersten  folgen,  sich  nicht  an  ruhigem  Wasser,  sondern  an  solchem  reiben,  das 
sich  teilweise  in  ihrer  eigenen  Richtung  bewegt,  und  können  deshalb  nicht  soviel 
Widerstand  von  ihm  erfahren.**) 

3)  „Experiments  on  Fluid  Viscosity**,  Phü.  Trans,,  A,  187,  8.  41,  1896. 
S.  a.  Couette,  „£tudes  sur  le  frottement  des  liquides**,  Ann,  de  chim,  et  de  phys, 
(6),  21,  S.  438,  1890. 

4)  „On  the  Stability  or  Instability  of  certain  Fluid  Motions'*,  Proc.  Lond» 
Maih,  Soc.,  11,  S.  67,  1880;  19,  S.  67,  1887;  27,  S.  6,  1896;  „On  the  Question  of 
the  Stability  of  the  Flow  of  Fluids**,  Phil  Mag,  (6),  84,  S.  69,  1892 ;  „On  the 
Instability  of  Cylindrical  Fluid  Surfaces**,  Phil  Mag,  (6),  84,  S.  177,  1892  {Sc. 
Papers,  Bd.  I,  8.  474;  Bd.  III,  8.  676  und  694;  Bd.  IV,  S.  208). 
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Bei  einer  kleinen  Störung  der  stationären  Laminarbewegang 

ie?  =  0, 
wo  U  eine  Funktion  von  y  allein  ist^  setzen  wir 

u  ^  TJ  +  u 

V    =V  \'  (1) 

tv^Q 
Die  Eontinuitatsgleichung  ist 

?^  -L  ^  «  0  (2) 

dx       cy  '  ^  ^ 

Die  Bewegungsgleichungen  reduzieren  sich  nach  §  146  auf  die 
Bedingung  fOr  konstante  Winkelgeschwindigkeit  jjj  ^  ^  oder 

li  +  (ü  +  u')li  +  v'II^O,  (3) 

WO 

^       2  \dx       dy)        2  dy  ■  W 

Vernachlässigen  wir  Glieder  von  der  zweiten  Ordnung  in  u    und  v\ 
so  haben  wir  folglich 

Betrachten  wir  nun  eine  Störung,  welche  in  Bezug  auf  x  perio- 
disch ist,  und  nehmen  wir  an,  daß  u  und  v  proportional  zu  6***+'*^' 
sind,  dann  haben  wir  nach  (2)  und  (5) 

»*«'  +  ^  =  0  (6) 

und 

iiö  +  hU)  (ikv  - 1^)  -  ^;^'  «'  =  0.  (7) 

Durch  Elimination  von  u    finden  wir 

i^  +  hU)  (1*^-  -  h»v)  -  ^  W  =  0,  (8^ 

was  die  Grundgleichung  ist. 

Wenn  ^—  für  irgend  einen  Wert  von  y  unstetig  ist,  so  ist  Glei- 
chung (8)  durch 

(.  +  ÄtOAQ-AQ/..'=0  (9) 
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zu  ersetzen  y  wo  A  die  Differenz  der  Werte  der  betreffenden  Größen 
auf  den  beiden  Seiten  der  Diskontinuitatsebene  bezeichnet.  Dies 
wird  aus  Gleichung  (8)  dnrch  Integration  nach  y  erhalten;  indem 
die  Diskontinuität  als  Grenzfall  einer  unendlich  raschen  Änderung 
angesehen  wird.  Die  Formel  (9)  kann  auch  als  die  Bedingung  für 
die  Stetigkeit  des  Druckes  oder  als  die  Bedingung  erhalten  werden, 
daß  kein  tangentiales  Gleiten  an  der  gemeinschaftlichen  Grenzfläche 
stattfinden  solL 

An  einer  festen  Grenzfläche  müssen  wir  v'  ^0  haben. 

1.  Nehmen  wir  an,  daß  eine  Flüssigkeitsschicht  mit  gleichförmiger 
Wirbelbewegung,  die  von  den  Ebenen  y  =  db  *  begrenzt  wird,  sich 
zwischen  zwei  Flüssigkeitsmassen  befindet,  die  sich  wirbelfrei  be- 
wegen, wobei  die  Geschwindigkeit  überall  stetig  sein  soll.  Dies 
bildet  eine  interessante  Abändenmg  der  Aufgabe,  die  in  §  233  be- 
handelt wurde. 

Nehmen  wir  also  an,  daß  ?7  =  ufür  y>Ä,  ü'^^-^-  für  A>y>  — ä 

und  £7=  —  u  /Hr  y  <  —  h,  so  bemerken  wir,  daß  überall  ^,  =»  0. 
Folglich  reduziert  sich  Gleichung  (8)  auf 

|^.-ÄV^O.  (10) 


(11) 


(12) 


Die  Lösungen  hiervon  sind 

t;'-  Be-^^  +  Cc*y,     für  Ä  >  y  >  -  Ä 
v'  -  De*»,  für  y  <  —  h 

Die  Stetigkeit  von  v   erfordert,  daß 

^e-*A  -.  ^6-**  +  Cc** 

De-**  «  5e**  +  Ce-** 
Mit  Hilfe  dieser  Beziehungen  gibt  die  Bedingung  (9) 

2(6  +  ku)  Ce**  -  J-  (5c-**  +  Ce**)  -  0 

2  (<y  -  ^•u)5e**  +  i  (5e**  +  Ce"**)  -  0 

Eliminieren  wir  das  Verhältnis  B :  C  so  erhalten  wir 

ff«-j^;.{(2M--l)»-e-"*|.  (14) 

Für  kleine  Werte  von  kh  ergibt  dies  <j*  —  —  A:*u*,  wie  in  dem 
Falle  einer  absoluten  Diskontinuität  (§  233).  Für  große  Werte  von 
kh  andererseits  ist  <^  =  ±  itu,  was  Stabilität  anzeigt     Folglich  hängt 


(13) 
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Bei  einer  kleinen  Störung  der  stationären  Laminarbewegang 

u  ^U, 
t;  =0, 
w  ^0, 

wo  U  eine  Funktion  von  y  allein  ist^  setzen  wir 

V   =V  \  '  (1) 

m;  =  0 
Die  Eontinuitätsgleichung  ist 

^JL  +  ^jl^O  (2) 

dx       cy  ^  ^ 

Die  Bewegungsgleichungen  reduzieren  sich  nach  §  146  anf  die 
Bedingung  fOr  konstante  Winkelgeschwindigkeit  ^  =  0  oder 

a'  +  (^  +  «')||  +  «'||  =  o,  (3) 

WO 

^       2  \dx       dyj        2  dy  '  W 

Vernachlässigen  wir  Glieder  von  der  zweiten  Ordnung  in  u   und  v\ 
so  haben  wir  folglich 

(d    ,jj  d\(dv'       du'\       d*ü    .      ^  ,.. 

Betrachten  wir  nun  eine  Störung,  welche  in  Bezug  auf  x  perio- 
disch ist,  und  nehmen  wir  an,  daß  u  und  v  proportional  zu  ef^'+'^f* 
sind,  dann  haben  wir  nach  (2)  und  (5) 

ihn'  +1^-0  ((5) 

und 

i{6  +  kU)  (ikv  -  ^gj)  -  ^^^:  V'  =  0.  (7) 

Durch  EUmination  von  «'  finden  wir 

(ff  +  kU)  (^  -  kW)  -  ^^^,  kv'  =  0,  (8) 

was  die  Grundgleichung  ist. 

J   TT 

Wenn  -^ —  für  irgend  einen  Wert  von  y  unstetig  ist,  so  ist  Glei- 
chung (8)  durch 

ie  +  kU)A{^)-AQk.'  =  0  (9) 
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zu  ersetzen  y  wo  A  die  Differenz  der  Werte  der  betreffenden  Größen 
auf  den  beiden  Seiten  der  Diskontinuitatsebene  bezeichnet.  Dies 
wird  aus  Gleichung  (8)  dnrch  Integration  nach  y  erhalten,  indem 
die  Diskontinuität  als  Grenzfall  einer  unendlich  raschen  Änderung 
angesehen  wird.  Die  Formel  (9)  kann  auch  als  die  Bedingung  für 
die  Stetigkeit  des  Druckes  oder  als  die  Bedingung  erhalten  werden, 
daß  kein  tangentiales  Gleiten  an  der  gemeinschaftlichen  Grenzfläche 
stattfinden  soll. 

An  einer  festen  Grenzfläche  müssen  wir  t;'  =>  0  haben. 

1.  Nehmen  wir  an,  daß  eine  Flüssigkeitsschicht  mit  gleichförmiger 
Wirbelbewegung,  die  von  den  Ebenen  y  =  db  *  begrenzt  wird,  sich 
zwischen  zwei  Flüssigkeitsmassen  befindet,  die  sich  wirbelfrei  be- 
wegen, wobei  die  Geschwindigkeit  überall  stetig  sein  soll.  Dies 
bildet  eine  interessante  Abändenmg  der  Aufgabe,  die  in  §  233  be- 
handelt wurde. 

Nehmen  wir  also  an,  daß  [7«=ufüry>Ä,  ?7= -^  für  A>y>  — ä 

und  £7=  —  u  /Hr  y  <C  —  hy  so  bemerken  wir,  daß  überall  -^-^  =  0. 
Folglich  reduziert  sich  Gleichung  (8)  auf 

f^,-/:V^O.  (10) 

Die  Lösungen  hiervon  sind 

t?'=^6-*»,  far  y>Ä 

v'^Be'^^  +  Cc*»,     für  Ä  >  y  >  —  A 
v'  =  De*»,  für  y  <  —  h 

Die  Stetigkeit  von  v   erfordert,  daß 

De-**  =  B^^  +  Ce-** 
Mit  Hilfe  dieser  Beziehungen  gibt  die  Bedingung  (9) 


(11) 


(12) 


(13) 


2  (ff  +  hu)  Cc**  -  J-  (5c-"  +  Cc»*)  -  0 

2  (ff  -  Äu)Be**  +  y  (5e»*  +  Cc-**)  =  0 

EliminiereD  wir  das  Verhältnis  B:  C  bo  erhalten  wir 

ff«  =  ^''-.{(2ÄÄ;-l)»-e-"*).  (14) 

Für  kleine  Werte  von  kh  ergibt  dies  <j*  =  —  A;*u*,  wie  in  dem 
Falle  einer  absoluten  Diskontinuität  (§  233).  Für  große  Werte  von 
kh  andererseits  ist  <^  =  ±  A;u,  was  Stabilität  anzeigt.    Folglich  hängt 
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die  Frage  nach  der  Stabilität  für  Störungen  der  Wellenlänge  l  von 
dem  Verhältnis  zn:  ab.  Die  Werte  der  Funktion  in  der  Klammer  auf 
der  rechten  Seite  von  (14)  sind  von  Lord  Bayleigh  tabuliert  worden. 
Es  ergibt  sich,  daß  Labilität  für  0^  >  ^  ungefähr  eintritt,  und  daß 

die  Labilität  f ür  ^  »  8  ein  Maximum  ist. 

2.  Li  den  genannten  Arbeiten  hat  Lord  Rayleigh  ferner  ver- 
schiedene Fälle  der  Strömung  zwischen  parallelen  Wänden  untersucht, 
mit  der  Absicht,  daß  sie  ein  Licht  auf  die  Bedingungen  der  Stabiütät 
bei  linearer  Bewegung  in  einem  Rohr  werfen  sollen.  Das  haupt- 
sächlichste Resultat  ist  das,  daß  die  Bewegung  stabil  ist,  wenn  ^-y 

das  Vorzeichen  nicht  ändert,  mit  anderen  Worten,  wenn  die  Kurve 
mit  y  als  Abszisse  und  ü  als  Ordinate  keine  Inflexionen  besitzt.  Da 
jedoch  die  gestörte  Bewegung  ein  Gleiten  an  den  Wänden  voraus- 
setzt, bleibt  es  zweifelhaft,  wie  weit 'die  Schlüsse  auf  die  vorliegende 
Frage  passen,  wobei  die  Bedingung,  daß  kein  Gleiten  stattfinden  soll, 
fundamental  zu  sein  scheint. 

3.  Wenn  j-^  =•  0,  so  ist  die  Substitution  von  (10)  für  (8)  mit 

der  Annahme  gleichwertig,  daß  die  Rotation  i  denselben  Wert  wie 
bei  der  ungestörten  Bewegung  hat,  da  unter  dieser  Annahme 

I7  =  W  -  »*f ',  (15) 

was  mit  (6)  zu  der  betreffenden  Gleichung  führt. 

Es  ist  jedoch  zu  beachten,  daß  für  ^-^  =  0  die  Gleichung  (8) 

für  einen  besonderen  Wert  von  y  durch  6  +  kU  =»0  befriedigt  werden 
kann.  Wir  können  z.  B.  annehmen,  daß  in  der  Ebene  y  =  0  noch 
eine  dünne  Flüssigkeitsschicht  mit  unendlich  kleiner  Wirbelbewegung 
eingeführt  wird.  Gemäß  der  Annahme,  daß  die  Flüssigkeit  unbegrenzt 
ist,  haben  wir  dann 

t;'  =  ^e+*y,  (16) 

wo  das  obere  oder  das  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  je  nachdem  y 
positiv  oder  negativ  ist.     Die  Bedingung  (9)  wird  dann  durch 

«+iP,-0,  (17) 

^  ©  -  0  (18) 

erfüllt,  wo  Üq  den  Wert  von  ?7  f ür  y  =  0  bezeichnet.  Da  die  Super- 
Position  einer  gleichförmigen  Geschwindigkeit  in  der  rr-Richtung  die 
Aufgabe  nicht  verändert,  können  wir  Uq  =  0  und  deshalb  <y  =»  0 
nehmen.    Die  gestörte  Bewegung  wird  stationär;  mit  anderen  Worten, 
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der  ursprüngliche  Zustand  der  Strömung  ist  bis  auf  kleine  Großen 
höherer  Ordnung  für  eine  derartige  Störung  in  indifferentem  Gleich- 
gewicht. ^) 

Lord  Kelvin  hat  die  sehr  schwierige  Aufgabe,  die  Stabilität  der 
Laminarbewegimg  unter  Berücksichtigung  der  Reibung  zu  unter- 
suchen, unmittelbar  in  Angriff  genommen.«)  Er  kommt  zu  dem 
Schlüsse,  daß  die  lineare  Strömung  einer  Flüssigkeit  durch  ein  Bohr 
oder  eines  Stromes  über  einen  ebenen  Boden  für  unendlich  kleine 
Störungen  stabil  ist,  daß  aber  für  Störungen  von  einer  gewissen 
Amplitude  an  die  Beweguog  labil  wird,  wobei  die  Grenzen  der  Stabi- 
lität um  so  enger  ausfallen,  je  geringer  die  Zähigkeit  ist.^) 

§  846.  Reynolds  hat  in  einer  bemerkenswerten  Arbeit^)  die 
Frage  von  einem  anderen  Gesichtspunkt  in  Angriff  genommen.  In- 
dem er  die  turbulente  Bewegung  als  bereits  vorhanden  annimmt, 
sucht  er  ein  Kriterium  aufzustellen,  welches  entscheiden  soll,  ob  das 
turbulente  Verhalten  wachsen,  abnehmen  oder  konstant  bleiben  wird. 

Für  diesen  Zweck  wird  die  Geschwindigkeit  (m,  r,  w)  in  zwei 
Komponenten  zerlegt.     Wir  können  z.  B. 

udt 
t;  =»  —  /  vdt 

t  +  ir 


rß 


(1) 


w  =>  —  \  wdt 

schreiben,    sodaß    ü,  v,  w   die  Mittelwerte   von   u,  t;,  w   im  Punkte 
{Xj  y,  z)  sind,  über  ein  Zeitintervall  genommen,  das  sich  von  t  —  \r 

1)  Yergl.  Sir  W.  Thomson,  ,,0n  a  Distorbing  Infinity  in  Lord  Bayleigh^s 
Solution  for  Waves  in  a  plane  Vortez  Stratum*',  Brit,  Ass,  Bep,,  1880,  S.  492. 
Betreffs  einer  mathematischen  Erörterung  der  Differentialgleichung  (8)  und  der 
Singularitäten,  welche  in  deren  Lösung  auftreten  können,  verweisen  wir  auf  Love, 
Froc,  Lond.  Math,  Soc.,  27,  S.  199,  1896. 

2)  „Bectilinear  Motion  of  Yiscous  Fluid  between  two  Parallel  Planes*', 
Phä.  Mag,  (6),  24,  S.  188,  1887;  „Broad  Biver  Flowing  down  an  Inclined  Plane 
Bed",  Phü.  Mag,  (6),  24,  S.  272,  1887. 

3)  Ein  Teil  dieser  Untersuchung  ist  von  Lord  Bayleigh  einer  Kritik  unter- 
zogen worden,  {.  c,  S.  737. 

4)  „On  the  Dynamical  Theory  of  Incompressible  Yiscous  Fluids  and  the 
Determination  of  the  Criterion",  Phü.  Trans.,  A,  186,  S.  123,  1894  {Sc.  Papers, 
Bd.  II,  S.  636). 
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bis  t  +   -  r  erstreckt.    Wiederum  können  wir  die  Mittelwerte  in  dem 

Zeitpunkt  t  über  einen  Raum  S,  z.  B.  eine  Kugel,  welche  den  Punkt 
{x,  y,  z)  umgibt,  betrachten;  also  ist 


u  =  's  1 1 1  wdrcdyd^r 
^  ^-g  I  f  I  wdxdydz 


(2) 


Schließlich  können  wir  auch  ein  doppeltes  Mittel  bilden,  nämlich  für 
Zeiten  innerhalb  eines  Interralles  r  und  für  Punkte  innerhalb  eines 
Raumes  8,  Die  tatsächlichen  Geschwindigkeiten  werden  in  jedem 
Falle  durch 

M  =»  ü  +  u'  I 

t;  =  t;  +  t?'  >  (3) 

w  =  w  +  W) 

ausgedrückt,  wo  u\  v,  w  als  die  Komponenten  der  turbulenten  Be- 
wegung bezeichnet  werden  können.     Daraus  folgt,  daß 

r^oL  (4) 

wo  der  horizontale  Strich  über  einem  Zeichen  den  Mittelwert  be- 
deutet, der  gemäß  der  besonderen  Festsetzung  genommen  ist. 

Der  Einfachheit  wegen  wollen  wir  die  Definition  des  Mittelwertes 
zugrunde  legen,  die  in  Formel  (1)  enthalten  ist. 

Reynolds  geht  von  den  Bewegungsgleichungen  in  den  Formen 

aus,  welche,  wie  man  sieht,  mit  §  316  (1)  äquivalent  sind,  vermöge 
der  Kontinuitätsgleichung 

t + '; +!?-''•  (8) 

Diese  Formen  sind  für  den  Beweis  nicht  unentbehrlich,  aber  sie  sind 
als  eine  Anwendung  der  Methode  interessant,  die  von  Marwell  in 
der  kinetischen  Gastheorie  gebraucht  wurde.*)  Sie  bestimmen  die  Ge- 
schwindigkeit der  Änderung  der  Bewegungsgröße,  welche  in  einem 
festen  rechtwinkligen  Raumelement  dxdyöz  enthalten  ist,   als  eine 

1)  l  c,  S.  668. 
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Folge  teils  der  Kräfte,  die  auf  die  Substanz  wirken,  die  in  dem 
Augenblick  das  Element  erfüllt,  und  teils  des  Flusses  von  Materie 
durch  die  Grenzfläche,  die  ihre  eigene  Bewegungsgröße  mit  sich  führt. 
Es  besitzen  die  Stromungsmengen  des  Bewegungsmomentes  in  der 
Richtung  der  a?-Achse  durch  die  Einheit  der  Fläche  senkrecht  zu 
Ox,  Oy,  Oe  die  Werte  qu  •  w,  qv  -  u,  qw  •  u.  Nehmen  wir  die  Diffe- 
renz der  Durchgangsmengen  durch  entgegengesetzte  Seiten  des  Baum- 
elementes SxöyöZj  so  erhalten  wir  pro  Zeiteinheit  einen  Überschuß 

o  pi  Q 

—  ^  {fiudydz  '  u)dx  —  ^  {qvSzöx  'u)dy  —  j-  {fiwSxöy  -ujdjs. 

Wir  bilden  jetzt  den  Mittelwert  jedes  Gliedes  der  Gleichungen  (5), 
indem  wir  die  Substitutionen  (3)  anwenden.  Es  wird  vorausgesetzt, 
daß  wir  ohne  bedeutenden  Fehler  die  Mittelwerte  von  ü,  ww',  üv\  uw\  . . . 
gleich  ü,  0,  0,  0,  .  . .  setzen  können.  Dies  ist  nicht  genau,  aber  es 
wird  zulässig,  wenn  die  Schwankungen  von  u,  t;,  tv  um  ihre  Mittel- 
werte innerhalb  des  Zeitintervalls  t  genügend  zahlreich  sind.  Es 
folgt,  daß 


uu  ^  uu  +  uu 


f  / 


UV  '^  UV    +  UV 


i  • 


(7) 


UW  —  uw  +  uw' 
Auf  diese  Weise  erhalten  wir 


/.  / 


^^-qX+^(jP„-QUU-  Qtt'uT)  +  g-  (p,,-  QUV  -  QU  V 


(8) 


während  die  Eontinaitätsgleichung 

ergibt.  Dies  sind  die  Gleichungen  der  mittleren  Bewegung.^)  Es 
ist  zu  bemerken,  daß  die  dynamischen  Gleichungen  dieselbe  Form  wie 
die  genauen  Gleichungen  (5)  haben,  vorausgesetzt,  daß  wir  die  Span- 
nungskomponenten 


Py,  =  —  QUv'  },   USW.,  (10) 


1)  Oder  richtiger  „mittlere  Mittelbewegong*^  in  der  Auadmcksweise  von 
Prof.  Reynolds.  Er  wendet  den  Ausdruck  ,,Mittelbewegung'^  auf  das  System 
von  Geschwindigkeiten  {u,  v^  w)  an,  um  es  von  ,,Molekularbewegung**  zu  unter- 
scheiden. Die  turbulente  Bewegung  {u,  v,  fo*)  wird  von  ihm  als  ,^elative  Mittel- 
bewegung*' bezeichnet*^ 
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zu  den  wirklich  stattfindenden  hinzufügen.     Dies  erinnert  an   die  Er- 
klärung der  inneren  Reibung  der  Oase  von  MaxwelL^) 

Infolge  von  (9)  können  die  Gleichungen  (8)  in  der  Form 


o  o  o  

qX  +  ^(J„-  qu'u')  +  ^  {p^,  -  Qu'v)  +  ^  {f,,-QUw'),  usw. 


(11) 


geschrieben  werden.     Wenn  wir  diese   der  Reihe  nach   mit  Uy  Vy  w 
multiplizieren  und  addieren,  erhalten  wir 


(12) 


Wir  wollen  zunächst  annehmen,  daß  keine  äußeren  Ei^fte  X, 
Yy  Z  vorhanden  sind.  Wir  wenden  die  Gleichung  (12)  auf  ein  Ge- 
biet an,  das  von  festen  Wänden  begrenzt  ist,  an  denen  u,  v,  tr  imd 
deshalb  auch  ö,  v,  w  alle  verschwinden  sollen.     Wenn  wir 

^0  -  i^fffi^'  +^^+  ^^yxdydz  (13) 

schreiben,  so  erhalten  wir  nach  einigen  partiellen  Integrationen 


d 
dt 


^  ^  -fff^od^^yd^  +fff^dxdydzy  (14) 

wo 

a>«=j9  ?^+ü  ^+50  ^+ü  l'^+^U^ö  /'?-?4-^4-«  (^-l^^Ji) 
-''l^(ll)'+^(g)+2(a-D"+GT+i)'+(ll+al)*+(S+lfn 

und 

^  [         ox  '         cy   *  cz 

Die   Formel  (14)   gibt   die   Geschwindigkeit   der  Änderung   der 
Energie   bei  der  Mittelbewegung  (ü,  v,  w).    Das   erste  Glied   rechts 

1)  l  c. 
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stellt  die  Dissipation  dar^  welche  der  Mittelbewegung  allein  zukommt, 
und  ist  wesentlich  negativ.  Das  zweite  Glied  stellt  die  Geschwindig- 
keit dar,  mit  welcher  Arbeit  von  den  fingierten  Spannungen  (10)  ge- 
leistet wird. 

Nun  sei  T  die  wahre  kinetische  Energie;  infolge  der  bereits  ge- 
machten Annahmen  können  wir 

,  .,  T^T^+r  (17) 

schreiben,  wo  "  ^     ^ 

r=  \Qfff(u'^  +  v^+tv'^)dxdydz,  (18) 

d.  h.,  T'  ist  die  kinetische  Energie  der  regellos  wirbelnden  Bewegung. 
Wie  in  §  327  kann  gezeigt  werden,  daß  unter  der  gemachten  Vor- 
aussetzung fester  Grenzen,  an  denen  kein  Gleiten  stattfindet,  die  ge- 
samte Dissipation  im  Durchschnitt  gleich  der  Summe  der  Dissipationeu 
ist,  die  von  der  Mittelbewegung  bzw.  der  regellos  wirbelnden  Be- 
wegung herrühren.     Also 

~dT  *  -fff^^^dyd^  -JJJo'dxdydz,  (19)1) 

MKl:)*+0*+K^T)'+(&+&)+(W+w)"+r>l7)'i<«» 

Durch  Vergleich  mit  (14)  erhalten  wir 

=  -JJJö'dxdydz  -JJJwdxdydz.  (21) 

Das  Vorzeichen  des  gesamten  Ausdruckes  gibt  an,  ob  die  mittlere 
Energie  T'  der  wirbelnden  Bewegung  (w',  t?',  w')  wachsen  oder  fallen 
wird.  Der  erste  Teil,  welcher  allein  die  Zähigkeit  /t  enthält,  ist 
wesentlich  negativ;  der  zweite  Teil  hängt  von  der  Trägheit  der  Flüs- 
sigkeit ab  und  kann  je  nach  den  Umständen  positiv  oder  negativ  sein. 

Wenn  äußere  Kräfte  X,  Z,  Z  in  Betracht  kommen,  und  wenn 
die  Geschwindigkeit  (u,  t;,  w)  an  der  Grenze  des  betrachteten  Gebietes 
nicht  mehr  notwendig  verschwindet,  so  muß  die  Gleichung  (14)  durch 
ZufÜgung  von  Gliedern  verbessert  werden,  welche  teils  die  Eonvektion 
der  kinetischen  Energie  der  mittleren  Bewegung  in  das  Gebiet  hinein, 
teils  die  von  den  Kräften  Xy  Y,  Z  geleistete  Arbeit  und  teils  die 
Arbeit  darstellen,  die  an  der  Grenzfläche  von  den  mittleren  Span- 
nungen p^j^,  p^^,  p^^, . . .  und  von  den  fingierten  Spannungen  P,„ 
Py„  P,jp, . . .  geleistet  wird. 

1)  Es  ist  zu  beachten,  daß  wir  dabei  das  Zeitelement  di  der  Größen- 
ordnung nach  gleich  dem  Intervall  r  annehmen,  das  in  den  Definitionen  (1)  ge- 
brancht  wnrde. 

Das  Verfahren  im  Texte  vermeidet  den  Gebranoh  einiger  etwas  umständ- 
licher Gleichungen,  die  in  der  Origiualarbeit  auftreten. 


dT_ 
dt 
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Die  Gleichung  (21)  andererseits  erfordert  nur  die  ZufÜgang  eines 
Gliedes,  das  die  Eonvektion  der  Energie  der  turbulenten  Bewegung 
durch  die  Grenzfläche  darstellt. 

Die  Ableitung  der  bemerkenswerten  Formeln  (19)  und  (21),  so- 
wie der  eben  genannten  Umänderungen,  scheint  nach  den  gemachten 
Feststellungen  einwandsfrei  zu  sein.  Aber  wenn  man  diese  Formeln 
auf  die  wirklichen  Verhältnisse  anwenden  will,  so  müssen  die  Ein- 
schränkungen und  Voraussetzungen,  welche  hinsichtlich  des  Ver- 
haltens der  turbulenten  Bewegung  eingeführt  sind,  immer  beachtet 
werden. 

Einige  Folgen  der  Formel  (21)  mögen  angegeben  werden.^)  Zu- 
nächst wird  die  relative  Größe  der  beiden  Glieder  auf  der  rechten 
Seite  nicht  beeinflußt,  wenn  wir  die  Vorzeichen  von  u',  t?',  w'  um- 
kehren, oder  wenn  wir  sie  mit  einem  konstanten  Faktor  multiplizieren. 
Die  Stabilität  eines  gegebenen  Zustandes  der  mittleren  Bewegung 
würde  deshalb  von  dem  Maßstab  der  Störung  nicht  abhängen.  An- 
dererseits scheinen  gewisse  Kombinationen  der  u,  v',  w'  für  die  Sta- 
biliiÄt  günstiger  als  andere  zu  sein.  So  reduziert  sich  die  Formel  (16) 
z.  B.  im  Falle  einer  gestörten  Laminarbewegung  parallel  zu  Ox 
zwischen  starren  Ebenen  y  =-  ±  6  auf 

Die  Arten  der  Störung  also,  welche  zuzunehmen  streben,  sind 
diejenigen,  bei  denen  (für  y  >  0)  Kombinationen  von  m'  und  t?'  mit 
gleichen  Vorzeichen  überwiegen.  Dies  deutet  auf  ein  Streben  nach 
Ausgleichung  der  Geschwindigkeit  in  den  verschiedenen  Schichten. 
Ferner  ist  der  relative  Einfluß  des  zweiten  Gliedes  in  (21),  welches 
allein  zur  Steigerung  von  T'  beitragen  kann,  um  so  größer,  je  größer 

die  Deformationsgeschwindigkeiten  ^-, ...  bei  der  mittleren  Bewegung 

sind.  Hieraus  können  wir  erklären,  warimi  eine  gegebene  Art  mitt- 
lerer Bewegung  sich  nicht  in  regellose  Wirbel  aufzulösen  beginnt, 
bevor  eine  gewisse  kritische  Geschwindigkeit  erreicht  wird. 

Wenn  wir  die  umgeänderten  Formeln  auf  den  Fall  der  Strömung 
in  einem  gleichförmigen  zylindrischen  Rohr  unter  der  Annahme  an- 
wenden, daß  der  Druckgradient  —  ,  -  null  ist,  so  finden  wir 


a  a 

QZiüJca^-27t  io^rdr  +  2nf^rdr  (23) 

0  u 


1)  Vergl.  Lorentz,  ,,Ofer  den  weerstand  dien  een  vloeistofstroom  in  eene 
cylindrische  buis  ondervindt",  Amst.  Versl,  6,  S.  28,  1897.  (Anch  in  seinen 
„Abhandlungen  über  theoretische  Physik"*,  Leipzig  1906,  Bd.  I,  S.  48,  ins  deutsche 
übersetzt  und  umgearbeitet.) 
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und  _  a 

^J-^  »  -^Jfö'dxdy  -  2xfwrdr,  (24) 

0 

wo 

^     ^   er  f 

Das  hier  betrachtete  Gebiet  ist  dasjenige,  das  von  zwei  Querschnitten 
(mit  dem  Flächeninhalte  7t  a^)  in  der  gegenseitigen  Entfernung  1  be- 
grenzt wird,  wobei  die  £r -Achse  mit  derjenigen  der  Röhre  zusammen- 
fällt, und  q   die  Geschwindigkeit  rechtwinklig  zu   dieser  Achse  be- 

zeichnet.     Es  wird  natürlich  angenommen,   daß  $  «=  0  und  x—  =  0, 

femer,  daß  der  mittlere  Zustand  der  Dinge  in  jeder  Hinsicht  für 
jeden  Querschnitt  derselbe  ist.  Die  Bedingungen  der  stationären  Be- 
wegung werden  erhalten,  wenn  man  die  Glieder  auf  der  rechten  Seite 
von  (23)  und  (24)  gleich  null  setzt. 

Reynolds  erörtert  im  einzelnen  die  zweidimensionale  Form  des 
Problems^  wo  ein  Strömen  parallel  zur  ri;- Richtung  zwischen  festen 
ebenen  Wänden  j/  =  ±  6  stattfindet.  Indem  er  annimmt,  daß  ü  pro- 
portional b^  —  y^  ist,   wie  in  §  318,   sucht  er  ein  Minimum  für  den 


■i^/ 


Gesamtfluß  zu  bestimmen,  das  mit  der  Bedingung  -,  -  »  0  vereinbar 
ist;  aber  in  Bezug  hierauf  müssen  wir  auf  die  Originalarbeit  ver- 
weisen.    Er  erhält  das  Resultat,  daß  das  kritische  Verhältnis    ^-  den 

Wert  258  übersteigen  muß,  wenn  Wq  der  Mittelwert  von  ü  zwischen 
den  Grenzen  y  =  ±  6  ist.^) 

1)  Ein  anderes  Resultat  erhielt  Sharpe,  ,,0n  the  Stabilitj  of  the  Motion 
of  a  Viscous  Liquid",  Trans.  Amer.  Math.  Soc,  6,  S.  496,  1906.  Vergl.  auch 
Lorentz,  Abh.  über  theoretische  Physik j  Bd.  I,  S.  64,  wo  die  Aufgabe  etwas  anders 
gefaßt  ist. 


Zwölftes  Kapitel. 

Rotation  flflssiger  Hassen. 

§  847.  Dieser  Gegenstand  hat  seinen  Ursprung  in  den  Unter- 
suchungen über  die  Theorie  der  Gestalt  der  Erde^  welche  mit  Newton 
und  Maclaurin  begannen  und  von  der  großen  Schule  der  französischen 
Mathematiker  fortgesetzt  wurden^  die  am  Ende  des  18.  und  am  An- 
fang des  19.  Jahrhunderts  blühte.  Derselbe  hat  in  neuerer  Zeit  eine 
bedeutende  Entwicklung  durch  Thomson  und  Tait,  Poincare  und 
Darwin  erfahren. 

Die  Aufgabe  besteht  darin,  die  möglichen  Formen  des  relativen 
Gleichgewichts  einer  homogenen  gravitierenden  Flüssigkeitsmasse  zu 
ermitteln,  die  mit  konstanter  Winkelgeschwindigkeit  um  eine  feste 
Achse  rotiert;  sowie  die  Stabilität  oder  Instabilität  solcher  Formen 
zu  bestimmen. 

Wir  beginnen  mit  dem  Falle,  wo  die  äußere  Grenzfläche  ellipsoi- 
dal  ist.  Wir  schreiben  zunächst  einige  Formeln  hin,  die  sich  auf  die 
Anziehung  von  Ellipsoiden  beziehen. 

Wenn  die  Dichte  q  in  astronomischem  Maße  ausgedrückt  wird, 
so  ist  bei  einer  gleichförmigen  Masse,  die  von  der  Fläche 

S+fJ+^=i  (1) 

eingeschlossen  wird,  das  Gravitationspotential  für  innere  Punkte^) 


00 


Ä  =  «(.«6c/(-.?^,  +  /:[:-,  +  4-,  -  1)  ^\  (2) 


0 
WO 


A  =  {{a*+X)(b*+  A)(c»+  X)]K  (3) 
Dies  kann  in  der  Form 
-ß  =  «e  («0^;«  +  ß,y'  +  ro"'  -  Xo)  (4) 

1)  Literaturnachweise  siehe  auf  S.  687.    Hinsichtlich  des  Yoizeichens  von  i2 
ist  vom  gewöhnlichen  Gebrauch  abgewichen  worden. 


Amziehung  Ton  EUipBoiden. 
geschrieben  werden,  wo,  wie  in  §  114, 


OB 


"0  =  "*V  (^' 
u 


dX 


+  X)A 


OB 


ßo  =  «*y  (61 


dX 


+  l)A 


CD 


n 


=  aicj-^ 


dl 


+  i)A  j 


und 


OD 


Xo 


=  a6c/f . 
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(5) 


(6) 


Die  potentielle  Energie  der  Masse  ist  durch 


F=  \  fffsigdxdydz 


(7) 


gegeben,  wo  die  Integrationen  über  das  Volumen  zu  erstrecken  sind. 
Setzen  wir  aus  Gleichung  (4)  ein,  so  finden  wir 


oo 


0 


OD 


=  izVa'h'<^f  [iXd (i)  -i^^] «,;r»p»a»6v/^ 


(8) 


Dieser  Ausdruck  ist  negativ,  weil  der  Nullpunkt  der  Rechnung  dem 
Zustande  einer  unbegrenzten  Ausbreitung  der  Masse  entspricht.  Wenn 
wir  als  Nullwert  der  potentiellen  Energie  diejenige  festsetzen,  welche 

die  Masse  besitzt,  wenn  sie  in  eine  Engel  vom  Radius  i2 —ya&c 
vereinigt  wird,  müssen  wir  das  Glied 

}««»(»»iP  (9) 

hinzufügen. 

Für  ein  Rotationsellipsoid  vereinfachen  sich  die  Integrale.  Wenn 
es  die  abgeplattete  Form  hat,  so  können  wir  in  der  Schreibweise  des 
§107 


1      (£"+!)* 


(10) 
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setzen  und  erhalten^) 


«o-/»o-(5*+l)5cot-«g-g»     I 

yo-2(5«+l)(l-5cot-H)l 
F-if«Vi?{l-(^-i)*gcot-»g), 


(11- 


(12) 


vorausgesetzt^   daß   der  Nullwert   von  V  der   Eugelform    entspricht. 
Wenn  e  die  Exzentrizität  des  Meridianes  ist^  haben  wir 


e«  -  1  -  % 


■  jr+i>  (13.' 

und  die  Formeln  können  folgendermaßen  geschrieben  werden: 


o. 


yo 


s 


Vx^e 


-1 


, —  8m""*a  — 


1— c' 


iji-yr^?V-1 


(14) 


F  =  iSa»(.«iP  j  1  -  (1  -  ^f  -— '-)  • 
Für  ein  gestrecktes  Rotationsellipsoid  setzen  wir  (§  103) 


(15) 


1      (f—  1)* 


und  erhalten 


«o-/'o=e*-(e*-i)5coth-»g   I 

yo=2(e«-l)(gcoth-»g-l)l' 
F  =  i««»(.«iJ»  { 1  -  (^)*  g  coth- 1  g} 


(16) 


(1') 


(18) 


Der  Fall  eines  unendlich  langen  elliptischen  Zylinders  mag  auch 
angegeben  werden.     Setzen  wir  in  (5)  c  =»  oo,  so  finden  wir 


a. 


26 


Po^a  +  b 


(19) 


n-0 

Die  Energie  pro  Längeneinheit  des  Zylinders  ist 

F,  =  ^,«VV6«log^#- 


iab 


(20) 


1)  Am  einfachsten,  wenn  man  c*  +  >L  =  (a*  —  c*)  u*  schreibt. 
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Maolaurins  SUipsoide. 

§  348.  Wenn  das  EUipsoid  in  relativem  Gleichgewicht  mit  der 
Winkelgeschwindigkeit  cd  um  die  jet- Achse  rotiert,  so  sind  die  Kom- 
ponenten der  Beschleunigung  des  Teilchens  {x,  y,  z)  —  (o^x,  —  o^y,  0, 
sodaß  die  Bewegungsgleichungen  sich  auf 


reduzieren.     Folglich 


Q  dx       dx 
^  "^       Q  dy       dy 

Q  €Z  CZ 


(1) 


^  =  ^o»  (a^  +  y»)  -  a  +  konst  (2) 

Die  Flächen  gleichen  Druckes  werden  deshalb  durch 

(«0-  2i-y  +  {ßo-  ^>'+  yo^'=  konst.  (3) 

gegeben.     Damit  eine  derselben  mit  der  äußeren  Fläche 

:-;+f:+:4=i  (4) 

zusammenfalle,  müssen  wir 

(-o-~)a^''{ßo-^;)h'-nc^  (5) 

haben. 

Im   Falle   eines   ümdrehungsellipsoides  (a » b)    reduzieren    sich 
diese  zwei  Bedingungen  auf  eine,  nämlich 

(^0  ~  2^^)  «'  =  yoc'-  (6) 


a'  ..«         ,      , ,  .  ,        c' 


Da  -f.-.  größer  oder  kleiner  als  -,\-r  ist,  je  nachdem  a  größer  oder 

kleiner  als  c,  so  folgt  aus  den  Werten  von  a^  und  y^,  wie  sie  in 
§  347  (5)  gegeben  wurden,  daß  die  obige  Bedingung  durch  einen 
passenden  Wert  von  cd  wohl  für  ein  abgeplattetes,  nicht  aber  für  ein 
gestrecktes  Rotationsellipsoid  erfüllt  werden  kann.  Dieses  wichtige 
Resultat  stammt  von  Maclaurin.^) 


1)  l  c,  S.  862. 

Lamb,  Hydrodjnamik.  4B 
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Wenn  wir  ans  Gleichung  (11)  des  §  347  einsetzen,  so  nimmt  die 
Bedingang  (6)  die  Form 

Äi  =  (3g»+l)gcot-'g-36»  (7) 

BH,  oder  in  der  Schreibweise  des  §  107 

,^  -  ti,(t).  (8) 

Es  ist  zu  bemerken^  daß  der  Wert  von  (o,  welcher  einer  vorgeschrie- 
benen Elliptizitat  entspricht,  nur  von  der  Dichte  q  und  nicht  von  der 
absoluten  Ghröße  des  EUipsoids  abhängt  Man  sieht  leicht  ein,  daß 
dies  mit  der  Theorie  der  ,J)imensionen''  im  Einklang  ist 

Wenn  M  die  gesamte  Masse  und  H  deren  Drehmoment  am  die 
Rotationsachse  ist,  so  haben  wir 

M^ixga^c,    H^iMa^o,  (9) 

folglich 

#-ä  =  »(-?-)*  {(35*+ l)Uot-H-3gM.  (10) 

Die  Formel  (7)  ist  unter  verschiedenen  Formen  von  Simpson, 
d'Alembert  und  vollständiger  von  Laplace^)  behandelt  worden.  Man 
sieht  leicht,  daß  die  rechte  Seite  von  (7)  für  f  ■=»  0  und  f  =  oo  ver- 
schvnndet,  sonst  aber  endlich  und  positiv  ist;  sie  hat  folglich  ein 
Maximum  für  einen  zwjschenliegenden  Wert  von  S.  Hiermit  ist  bei 
jeder  gegebenen  Dichte  q  den  Winkelgeschwindigkeiten  eine  obere 
Grenze  gesetzt,  für  welche  ein  ümdrehangsellipsoid  eine  mögliche 
Form  des  relativen  Gleichgewichts  ist.  Es  erfordert  eine  ausführ- 
lichere Untersuchung,  um  zu  zeigen,  daß  nur  ein  Maximum  und  folg- 
lich kein  Minimum  der  Funktion  auf  der  rechten  Seite  von  (7)  oder 
(8)  auftreten  kann. 

Laplace  hat  femer  von  diesem  Gesichtspunkt  aus  die  Formel  für 
das  Drehmoment  geprüft.  Es  ergibt  sich,  daß  die  rechte  Seite  von 
(10)  beständig  von  0  bis  oo  wächst,  wenn  f  von  <x>  bis  0  fällt.  Es 
gibt  folglich  für  ein  gegebenes  Volumen  einer  gegebenen  Flüssigkeit 
eine  imd  nur  eine  Form  des  Maclaurinschen  EUipsoides,  die  ein  vor- 
geschriebenes Drehmoment  besitzt. 

Diese  Fragen  können  auch  auf  andere  Weise  untersucht  werden, 
indem  man  die  Funktionen  auf  den  rechten  Seiten  von  (7)  und  (10) 
wirklich  berechnet.  Die  folgende  Tabelle,  welche  numerische  Einzel- 
heiten für  eine  Reihe  von  Maclaurinschen  Ellipsoiden  gibt,  ist  aus 
Thomson  und  Tait  entlehnt.^)    Die  Einheit  des  Drehmomentes  in  der 

1)  M^canique  Celeste,  3.  Buch,  8.  Kapitel.  Andere  Literatomachweise  siehe 
bei  Todhnnter,  Hist.  of  the  Theories  of  ÄUraction  .  .  .,  Kapitel  10  und  16. 

2)  Natural  Philosophy,  §  772. 


Numerische  Einzelheiten. 
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letzten  Spalte  ist  M^R^y  wobei  natürlich  astronomische  Einheiten  zu- 
grunde gelegt  sind. 


e 

a 

c 

«.• 

Drehmoment 

R 

H 

^TtQ 

0 

1,0000 

1,0000 

0 

0 

0,1 

1,0016 

0,9967 

0,0027 

0,0266 

0,2 

1,0068 

0,9866 

0,0107 

0,0614 

0,3 

1,0169 

0,9691 

0,0248 

0,0787 

0,4 

1,0296 

0,9436 

0,0486 

0,1085 

0,6 

1,0491 

0,9086 

0,0690 

0,1417 

0,6 

1,0772 

0,8618 

0,1007 

0,1804 

0,7 

1,1188 

0,7990 

0,1887 

0,2283 

0,8 

1,1856 

0,7114 

0,1816 

0,2984 

0,8127 

1,1973 

0,6976 

0,1868 

0,8086 

0,9 

1,8189 

0,6749 

0,2208 

0,4000 

0,91 

1,841 

0,6660 

0,2226 

0,4156 

0,92 

1,367 

0,6866 

0,2241 

0,4830 

0,98 

1,396 

0,6181 

0,2247 

0,4526 

0,94 

1,431 

0,4883 

0,2289 

0,4748 

0,96 

1,474 

0,4603 

0,2213 

0,6008 

0,96 

1,629 

0,4280 

0,2160 

0,6819 

0,97 

1,602 

0,3896 

0,2063 

0,6692 

0,98 

1,718 

0,3409 

0,1890 

0,6249 

0,99 

1,921 

0,2710 

0,1661 

0,7121 

1,00 

(X) 

0 

0 

(X) 

Das  Maximum  von  - —  ist  0^247,  was  den  Werten  e  —  0,9299, 


2nQ 


a 


m' 


=  2,7198  entspricht.   Für  jeden  kleineren  Wert  von  ^ 


gibt  es  zwei 

mögliche  Umdrehungsellipsoide,  wobei  die  Exzentrizität  in  dem  einen 
Falle  kleiner  und  in  dem  anderen  größer  als  0,9299  ist. 

Im  Falle  einer  homogenen  Flüssigkeitsmasse,  deren  Dichte  gleich 
der  mittleren  Dichte  der  Erde  ist,  haben  wir 

ixQR^  980,  JB  =  6,37x10« 

wenn  die  Einheiten  der  Länge  und  Zeit  das  Zentimeter  und  die 
Sekunde  sind.  Hieraus  findet  man,  daß  die  schnellste  Rotation,  die 
mit  der  ellipsoidischen  ümdrehungsform  vertiBglich  ist,  eine  Periode 
von  2^25°*  besitzt. 

Wenn  g  groß  ist,  reduziert  sich  die  rechte  Seite  von  (7)  näherungs- 
weise auf  j^t~^.  Im  Falle  eines  abgeplatteten  Rotationsellipsoides, 
das  sich  unendlich  wenig  von  einer  Kugel  unterscheidet,  haben  wir 
folglich  für  die  EUiptizität 

16  CO« 


a      "^  2  6       ""  16  jr^ 


Wenn  g  die  Schwerkraft  an  der  Oberfläche  einer  Kugel  vom  Radius  a 

48* 
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und  von  derselben  Dichte  bezeichnet;  haben  wir 

folglich 

5  (o^a 
£  =  -. 

*     9 
Setzen  wir  —  =  --z ,  so  finden  wir,  daß  eine  homogene  Flüssigkeits- 

kugel  von  der  gleichen  Größe  und  Masse  wie  die  Erde   eine  Ellip- 
tizität  von  ^  haben  würde,  wenn  sie  in  derselben  Periode  rotierte. 

Jaoobis  EXlipsoide. 

§  849.  Um  zu  ermitteln,  ob  ein  EUipsoid  mit  drei  angleichen 
Achsen  eine  mögliche  Form  des  relativen  Gleichgewichtes  sei,  kehren 
wir  zu  den  Bedingungen  (5)  des  §  348  zurück     Diese  sind  mit 

(«0  -  ßo)  a«6»  +  roc*  («*  -b*)  =  0  (1) 

und 

2«^""     a«  — 6*  ^-^^ 

gleichbedeutend. 

Wenn  wir  aus  §  347  einsetzen,  so  kann  man  die  Bedingung  (1) 

in  der  Form 


OD 


0 

schreiben.  Der  erste  Faktor  gleich  null  gesetzt  gibt  die  Maclanrin- 
schen  Ellipsoide,  die  im  vorhergehenden  Paragraphen  besprochen 
wurden.     Der  zweite  Faktor  gibt 


/ 


00 

{ a'ft»  -  (a«  +  6«  +  A)  c» }  -~,  =  0,  (4) 


was   als   eine  Gleichung   zur  Bestimmung  von  c  durch  a  und  b  be- 
trachtet werden  kann.     Wenn  c^  =*  0,  so  ist  jedes  Element  des  Inte- 

grales  positiv,  und  wenn  c*  =     ^  ,  ^^ ,  so  ist  jedes  Element  negativ. 

Es  gibt  also  einen  Wert  von  c,  der  kleiner  als  die  beiden  Halbachsen  a 
und  b  ist,  für  den  das  Integral  verschwindet. 

Der  entsprechende  Wert  von  o  ist  durch  Gleichung  (2)  gegeben, 
welche  die  Form 

OD 

©^ ,      r XdX -V 

0 

annimmt,  sodaß  cd  reell  ist.     Es  ist  zu  beachten,  daß  wie  vorher  das 
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Verhältnis  • —  nur  von  der  Gestalt   des  Ellipsoides  und   nicht  von 

seiner  absoluten  Größe  abhängt.^) 

Die  Gleichungen  (4)  und  (5)  wurden  sorgfältig  von  C.  0.  Meyer  ^ 
untersucht,  welcher  zeigte,  daß  bei  gegebenem  a  und  b  nur  ein  Wert 
von  c  existiert,  der  die  Gleichung  (4)  befriedigt  und  daß  femer  ein 

Maximum  (nämlich  0,1871)  von  - —  auftritt,  wenn  a  =  6  —  1,7161c.') 

Das  Jacobische  Ellipsoid  fällt  dann  mit  einer  der  Maclaurinschen 
Formen  zusammen.  Diese  Grenzform,  die  in  der  folgenden  Figur  ge- 
zeichnet ist,  wird  dadurch  bestimmt,  daß  man  in  dem  zweiten  Faktor 

von  (3) 

a  =  ft,  c«  +  A  =  (a*  -  c^)m^  c^  =  (a>  -  c«)g* 

setzt.    Wir  finden 


OD 


/im-Slrt'-».  W 

folglich 

Dies  hat  nur  eine  endliche  Wurzel,  nämlich  5  =  0,7171,  was  für  die 

Exzentrizität  des  Meridianes  e  =  0,8127 

ergibt. 

Da  im  allgemeinen  Falle  die 
beiden  Verhältnisse  a  :h  :  c  der  Be- 
dingung (4)  unterworfen  sind,  gibt 
es  im  wesentlichen  nur  einen  variablen 
Parameter,  und  die  Jacobischen  Ellip- 
soide  bilden  daher  eine  sogenannte 
„lineare  Reihe".    Die  Reihenfolge  der 

Figuren  wird  durch  die  folgende  Tabelle  erläutert,  die  von  Darwin 
berechnet  ist.^) 


1)  Die  Möglichkeit  einer  ellipsoidalen  Form  mit  drei  ungleichen  Achsen 
wurde  zuerst  von  Jacobi  behauptet,  „Über  die  Figur  des  Gleichgewichts",  Pogg, 
Ann.,  38,  S.  229,  1834  {Ges.  Werke,  Bd.  II,  8.  17);  siehe  femer  LiouviUe,  „Sur  la 
figure  d'une  masse  fluide  homogene,  en  ^quilibre,  et  dou^  d'un  mou dement  de 
rotation",  Journ.  de  VEcole  Polytechn.,  14,  S.  290,  1834. 

2)  „De  sequilibrii  formis  ellipsoidicis",  Grelles  Journ,,  24,  1842. 

3)  Gemäß  Thomson  und  Tait  würde  dieser  maximale  Wert  0,1868  lauten. 
Siehe  auch  die  Tabelle  auf  der  nächsten  Seite. 

4)  Thomson  und  Tait,  §  778'.  Das  Symbol  f  dieser  Autoren  ist  unserem 
i;-»  gleich. 

5)  „On  Jacobi's  Figure  of  Equilibriam  for  a  Eotating  Mass  of  Fluid",  iVoc. 
Boy.  Soe.,  41,  S.  819,  1886. 
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Achsen 

m« 

Dreh- 

a 

h 

c 

27tQ 

moment 

B 

B 

E 

1,197 

1,197 

0,698 

0,1871 

0,304 

1,216 

1,179 

0,698 

0,187 

0,304 

1,279 

1,123 

0,696 

0,186 

0,306 

1,383 

1,045 

0,692 

0,181 

0,313 

1,601 

0,924 

0,677 

0,166 

0,341 

1,899 

0,811 

0,649 

0,141 

0,392 

2,346 

0,702 

0,607 

0,107 

0,481 

3,136 

0,686 

0,646 

0,067 

0,644 

6,04 

0,46 

0,44 

0,026 

1,016 

oo 

0 

0 

0 

OO 

G> 


Während  - —     von    der 

oberen  Grenze  0,1871  fällt, 
wächst  das  Verhältnis  der 
einen  Achse  am  Äquator  des 
Ellipsoides  zur  Polarachse, 
während  das  der  anderen 
sinkt,  wobei  die  Grenzform 
die  eines  unendlich  langen 
Ej-eiszjlinders  ist,  welcher 
um  eine  Achse  senkrecht  zu 
seiner  Längsrichtung  rotiert 
(a  =-  cx>,  6  =  c).  Die  neben- 
stehenden Figuren  zeigen  zwei 
zwischenliegende  Formen,  wo 
als  Längeneinheit  der  Radius  R 
der  Kugel  vom  gleichen  Vo- 
lumen genommen  ist. 

Es  mag  bemerkt  werden, 
daß  ein  unendlich  langer  ellip- 
tischer Zylinder  in  relativem 
Gleichgewicht  um  seine  Längs- 
achse rotieren  kann.  Mit  Hilfe 
der  Gleichung  (19)  des  §  347 
wird  leicht  bewiesen^),  daß  die 
Winkelgeschwindigkeit  durch 

(8) 


Oi' 


2ab 


2nQ       («  +  &)• 

gegeben  ist. 


1)  Matthiessen,  „Neue  Untersuchnngen  über  iirei  rotierende  Flüssigkeiten^^ 
Schriften  der  Universität  zu  Kiel,  Bd.  VI,  1859.  Diese  Arbeit  enthält  ein  sehr 
Tollständiges  Verzeichnis  der  früheren  Schriften  auf  diesem  Gebiete. 
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Andere  spezielle  Formen. 

§  360.  Das  Problem  des  relativen  Gleichgewichts^  von  welchem 
Maclanrins  und  Jacobis  EUipsoide  nur  besondere  Fälle  sind^  ist  zum 
Gegenstand  mehrerer  bemerkenswerter  Untersuchungen  geworden,  auf 
welche  nur  ein  kurzer  Hinweis  hier  Platz  finden  kann. 

Der  Fall  des  Ringes  wurde  zuerst  von  Laplace  behandelt,  in 
besonderer  Hinsicht  auf  die  Theorie  des  Satumringes.^) 

Es  wird  angenommen,  daß  der  Ring  ein  Umdrehungskörper  um 
die  z-Achae  sei  und  am  Äquator  eine  Sjmmetrieebene  besitze,  die 
durch  den  Eoordinatenanfangspunkt  geht.  Femer  wird  der  Quer- 
schnitt als  Ellipse  vorausgesetzt,  welche  die  Halbachsen  a  und  c 
parallel  Ox  bzw.  Oy  besitzen  mag.  Wenn  C  das  Zentrum  dieses  Quer- 
schnittes ist,  so  schreiben  wir  OC  ^^  D,  und  es  wird  vorausgesetzt, 

daß  die  Verhältnisse  -^,  ^  beide  klein  sind. 

Unter  diesen  Bedingungen  sind  die  Komponenten  der  Anziehung 
für  einen  Punkt  in  der  Substanz  des  Ringes  in  erster  Annäherung 
dieselben,  als  wenn  der  Radius  D  unendlich  wäre,  sodaß  wir  in  Über- 
einstimmung mit  §  347  (19) 

Sl'^XQ  {cCqX*  +  y^z^)  +  konst.  (1) 

schreiben  können,  wo 

2c 


"      "+'},  (2) 

2a     »'  ^  ^ 

^0"=^  a+c 

vorausgesetzt,  daß  der  Anfangspunkt  der  x  jetzt  nach  C  verlegt  ist 
Die  Druckgleichung  für  Punkte  des  Querschnittes  ist  demgemäß 

f-WiI>  +  xy-Sl  +  y^^^=y.  +  konst..  (3) 

WO  S  die  Masse  des  anziehenden  Körpers  im  Zentrum  0  bezeichnet. 
Dies  kann  in  die  Form 

|  =  ic»(D«+22)a:+a:»)-«(.(aoa;»+yoO+^(l+5  +  ^.-— •)    (4) 
entwickelt  werden.    Wenn  p  auf  dem  Umfang  des  Querschnittes 

S  +  ?;-l  (5) 

annähernd  konstant  sein  soll,  so  müssen  die  Glieder  in  x  sich  auf- 


1)  „Memoire  snr  la  thäorie  de  Faniieaa  de  ^atume^*,  Mem.  de  VAcctd.  des 
Sciences,  1789  (1787),  {Micanique  dUsU,  8.  BticYi,  6.  Kapitel). 
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heben,  und  die  Koeffizienten  Ton  x^  und  z^  müssen  in  dem  Verhältnis 
von  c'  zu  (3?  stehen.     Folglich 

fQ^B^  -  S  (6) 

und 

»■(«.-K)-«*(''.+^^)-        (-) 

Die  erstere  dieser  Gleichungen  zeigt,  daß  die  ümdrehungsperiode  des 
Ringes  die  sein  muß,  welche  einem  Satelliten  in  derselben  Entfernung 
zukommt.     Die  letztere  kann 

«*  2ao(a  —  c) 


2«^       (3a»  +  c«)(a  +  c) 


(8) 


geschrieben  werden,  woraus  folgt,  daß  der  größere  Durchmesser  des 
Querschnittes  im  Äquator  liegen  muß. 

Der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  hat  einen  maximalen  Wert 

0,1086,  was  dem  Verhältnis  —  =  2,594  entspricht.     Deshalb  gibt  es 

für  einen  Flüssigkeitsring  in  einer  gegebenen  Entfernung  vom  Zentral- 
körper eine  untere  Grenze  der  Dichte. 

Laplace  macht  darauf  aufmerksam,  daß  ein  Ring,  wie  wir  ihn 
uns  vorgestellt  haben,  labil  sein  muß,  selbst  wenn  er  starr  wäre,  und 
daß  er  um  so  mehr  labil  sein  muß,  wenn  er  flüssig  ist.  Es  wird 
jetzt  allgemein  angenommen,  daß  die  Satumringe  aus  Meteoren  be- 
stehen. 

Wenn  kein  Zentralkörper  vorhanden  ist  oder  wenn  seine  Masse 
verhältnismäßig  klein  ist,  so  wird  es  nötig,  die  Anziehung  des  Ringes 
in  Punkten  seiner  Substanz  bis  zu  einem  höheren  Grad  der  Annäherung 
zu  berechnen.  Es  ergibt  sich  leicht,  daß  der  Querschnitt  nahezu 
kreisförmig,  die  Winkelgeschwindigkeit  dabei  viel  kleiner  als  im  voran- 
gehenden Falle  sein  muß.     Man  findet,  daß  für  S^^  nahezu^) 

vorausgesetzt,  daß  w  klein  ist.  Dies  kann  durch  eine  Methode  be- 
wiesen werden,  die  derjenigen  des  §  162  ähnlich  ist. 

Es  ist  von  Dyson  gezeigt  worden,  daß  ein  derartiger  Ring  für 
Störungen  labil  ist,  bei  denen  der  Flächeninhalt  des  Querschnittes 
sich  von  Ort  zu  Ort  periodisch  ändert,  und  zwar  für  solche  Störungen 
allein.  Die  Tendenz  würde  demnach  die  sein,  in  getrennte  Teile  zu 
zerfallen. 


1)  Ein  etwas  yerschiedenes  Resultat  wurde  von  Matthiessen,  ?.  c,  ^^ben. 
Die  Formel  (9)  stammt  von  Sophie  Kowalewsky,  Asiir.  Noichr,,  111,  S.  87,  1S86; 
Poincar^,  l.  c,  infra;  Dyson,  l.  c,  S.  183.  Siehe  auch  Basset,  Amer.  Jaum.  MaA., 
11,  1888. 
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Darwin  hat  ausführlich  den  Fall  untersucht,  wo  zwei  getrennte 
Flüssigkeitsmassen  in  relativem  Gleichgewicht  um  ihren  gemeinschaft- 
lichen Schwerpunkt  rotieren  wie  die  Komponenten  eines  Doppel- 
stemes.^)  Wenn  der  Abstand  der  beiden  Massen  groß  gegen  ihre 
Dimensionen  ist,  so  ist  die  Reihe  der  Kugelfunktionen,  durch  welche 
die  Lösung  ausgedrückt  werden  kann,  sehr  rasch  konvergent;  in 
anderen  Fällen  ist  die  Methode  der  Ellipsoidfunktionen  vorzuziehen.') 

Das  allgemeine  Problem  des  relativen  GleichgewichteB. 

§  361.  Die  Frage  nach  den  möglichen  Konfigurationen  des 
relativen  Gleichgewichtes  einer  rotierenden  homogenen  Flüssigkeits- 
masse wurde  von  allgemeinerem  Gesichtspunkte  aus  von  Poincar^ 
in  einer  berühmten  Arbeit  aufgenommen.«) 

Betrachten  wir  zunächst  ein  gewöhnliches  dynamisches  System 
von  n  Freiheitsgraden,  dessen  Beschaffenheit  auch  von  einem  veränder- 
lichen Parameter  A  abhäugen  mag,  sodaß  die  potentielle  Energie  V 
eine  Funktion  der  n  generaUsierten  Koordinaten  g^,  g,,  . . .,  g,  und 
von  X  ist.  Die  möglichen  Gleichgewichtskonfigurationen,  die  einem 
vorgeschriebenen  Wert  von  k  entsprechen,  werden  durch  n  Gleichungen 
der  Form 

l~  =  0  (1) 

bestimmt;  durch  Veränderung  von  X  erhalten  wir  eine  oder  mehrere 
„linea/re  Beihen"  von  solchen  Konfigurationen.  Eine  solche  Reihe 
kann  durch  eine  Kurve  im  n-dimensionalen  Räume  dargestellt  werden, 
welche  ^i,  2j,  . .  ,  g,  als  kartesianische  Koordinaten  hat. 

Betrachten  wir  femer  kleine  Abweichungen  von  einer  Gleich- 
gewichtslage, so  haben  wir 

F-  c,,äq,'  +  c,^dq,^  +  •••  +  2c,^dq,äq^  +  .-.,  (2) 

wo  c^,  C22,  Cj2,  ...  die  „Stabilitätskoeffijsienten"  (§  167)  sind,  die  durch 

(3) 

definiert  werden. 


1)  „On  Figures  of  Equilibrium  of  Botating  Masses  of  Fluid",  Fhil.  Trans,, 
A.,  178,  S.  879,  1887;  „On  the  Figure  and  Stability  of  a  Liquid  Satellite",  Phü, 
Trans.,  A.,  206,  S.  161,  1906. 

2)  Zwecks  einer  vollständigeren  Untersuchung  der  Probleme  der  §§  847—360 
verweisen  wir  auf  Tisserand,  Tratte  de  Mdcaniqut  CÄcste,  Paxis  1889—96,  Bd.  11. 

8)  „Sur  r^quilibre  d'une  masse  fluide  anim^e  d'xxti  mouvement  de  rotation", 
Acta  Math.,  7,  8. 269,  188ö.  Siehe  auch  b®"^  Iiehrbt^^iV.  "Figwres  d'^ilibrc  d'une 
masse  fluide,  Paris  1902. 
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Bei  einer  linearen  Transformation  der  Yariationen  dq^,  dq^,  •  •  -^  8q^ 
kann  der  Ausdruck  (2)  auf  eine  unendlicli  yielfeudie  Weise  in  eine 
Summe  von  Quadraten  umgewandelt  werden;  aber  welche  Methode 
auch  immer  angewendet  wird,  die  Anzahl  der  positiven  wie  der  nega- 
tiven Koeffizienten  ist  nach  einem  Satze  von  Sylvester  invariabel.^) 
Die  Koeffizienten  in  dem  umgeformten  Ausdruck  mögen  als  Hanpt- 
koeffizienten  der  Stabilität  bezeichnet  werden.  Damit  die  fraglidie 
Figur  stabil  sei^  ist  es  notwendig  und  hinreichend ,  daß  diese  alle 
positiv  seien. 

Wenn  wir  l  verändern^  so  werden  die  einzelnen  linearen  Reihen 
gesondert  bleiben^  so  lange  als  die  Diskriminante  A  der  quadratischen 
Form  (2)  nicht  verschwindet^  d.  h.  solange  kein  Hauptkoeffizient  der 
Stabilität  verschwindet.  Aber  falls  A  für  einen  besonderen  Wert  von  Jl 
verschwindet  und  zugleich  das  Vorzeichen  wechselt,  wenn  wir  einer 
linearen  Reihe  folgen,  so  ergibt  sich,  daß  die  fragliche  Figur  eine 
„Verzweigungsfonn"  ist,  d.  h.,  daß  sie  der  Tre£^unkt  mit  einer  anderen 
linearen  Reihe  ist.  Es  kann  auch  der  Fall  vorkommen,  wo  zwei 
lineare  Reihen  sich  vereinigen,  wenn  X  durch  einen  besonderen  Wert 
hindurch  geht,  und  dann  beide  imaginär  werden.  Wenn  die  fragliche 
Konfiguration  nicht  zu  einer  anderen  linearen  Reihe  gehört,  so  haben 
wir  eine  sogenannte  ,jGrenzformf^  des  Gleichgewichtes,  und  es  kann 
gezeigt  werden,  daß  A  verschiedene  Vorzeichen  in  den  beiden  Reihen 
in  der  Nachbarschaft  des  Vereinigungspunktes  hat.  Ein  besonders 
wichtiger  Fall  ist  der,  wo  die  beiden  Reihen  sich  vereinigen  und  dann 
imaginär  werden,  während  eine  dritte  Reihe  stetig  durch  den  gemein- 
samen Punkt  geht. 

Die  vorangehenden  Sätze  können  durch  den  Fall  eines  Systemes 
von  nur  einem  Freiheitsgrad  erläutert  werden.*)  Die  Gleichgewichts- 
konfigurationen sind  durch  die  Gleichung 

gegeben,  welche  ein  oder  mehrere  Werte  von  q   durch  k  bestimmt. 
Wenn  wir  nach  k  differenzieren,  erhalten  wir 

Dies  gibt  für  jede  lineare  Reihe  einen  einzigen  Wert  von  ^-, 
und  bestimmt  so  die  Reihenfolge  der  Gleichgewichtskonfigurationen, 


1)  Works,  Cambridge  1906,  Bd.  I,  S.  880. 

2)  Als  ein  einfaches  Beispiel  nehmen  wir  den  Fall  eines  Massenteilchens, 
das  in  einer  glatten  gekrümmten  Röhre  in  einer  vertikalen  Ebene  frei  beweglich 
ist,  wobei  die  Röhre  durch  Rotation  um  eine  Achse  senkrecht  zu  dieser  Ebene 
in  verschiedene  Lagen  gebracht  werden  kann. 
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anßer  wenn  0— ,  =  0. 


Die  einzelnen  Reihen  bleiben  deshalb  getrennt, 

»•^  .0 


solange  der  Stabilitätskoeffizient  nicht  verschwindet;  aber  f&r  ^  , 

ist  —  unendlich  oder  nnbestimmt,  je  nachdem  0— öt  von  null  ver- 
schieden oder  null  ist.  Im  ersteren  FaUe  vereinigen  sich  im  allge- 
meinen zwei  Beihen. 

Schreiben  wir 

ip  (A,  q)  (6) 


dV 


und  betrachten  wir  die  Oberfläche 

wo  X,  y,  z  gewöhnliche  kartesianische  Koordinaten  sind.     Die  Kurve 

y  (ic,  y)  =  0,  welche  die  Teile  der   a;y-Ebene,   för  welche  z  positiv 

ist,     von     denjenigen     trennt,     für 

welche    z     negativ     ist,     stellt     die 

verschiedenen    linearen    Reihen    von 

Gleichgewichtsformen  dar.    Die  Teile 

der    Kurve    femer,    für    welche    der 

dz 
Gradient  x-   positiv  ist,   entsprechen 

den    stabilen,    und    die,    für   welche 

dz 

X-   negativ  ist,  den  labilen  Figuren. 

dz 
ist  ^  =  0;  die  Tangente  an  die  Kurve 

ist  dann  parallel  zur  y- Achse,  ausgenommen  wenn  der  fragliche  Punkt 
ein  singulärer  Punkt  der  Kurve  ist.  Wenn  im  ersteren  Falle  kein 
anderer  Zweig  der  Kurve  durch  den  Berührungspunkt  geht,  haben 
wir  eine  Grenzform;  es  ist  klar,  daß  in  diesem  Punkte  ein  Übergang 
von  der  Stabilitöt  zur  Instabilität  stattfindet.  Dieser  Fall  ist  in  der 
vorangehenden  Figur  dargestellt,  wo 
die  beiden  Reihen  VA  und  QA  sich  in 
der  Grenzform  A  vereinigen. 

Wenn  wir  jedoch  auch  g— gy  =■  0  und 

demnach  0—  "^  0  haben,  so  kommt  ein 

singulärer  Punkt  vor.  Der  Fall,  wo  zwei 
Reihen  (PA  und  QA)  sich  vereinigen 
und  imaginär  werden,  während  eine  dritte 
Reihe  HAK  durch  den  gemeinschaft- 
lichen Punkt  geht  und  reell  bleibt,  ist 
in  der  nebenstehenden  Figur  gezeichnet. 


y 


t 
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In  der  letzteren  Reihe  haben  wir  einen  Übergang  von  der  Stabilität 
zur  Instabilitilt;  oder  umgekehrt;  wahrend  die  anderen  Reihen  in  der 
Nachbarschaft  von  A  beide  stabil  oder  beide  labil  sind.^) 

Wenn  n  Freiheitsgrade  vorhanden  sind^  so  sind  die  Bedingungen 
des  Gleichgewichtes 

'^     0,      |;-0....,      ^-Z-0.  (8) 


a«.     "'     a?.     ^'•••'     a« 


n 


Wir  können  die  w  —  1  Gleichungen,  die  der  ersten  folgen,  benutzen, 
um  9s  * '  •  &  durch  g^  und  k  auszudrücken.  Wir  wollen  das  Resultat 
der  Substitution  dieser  Werte  in  den  allgemeinen  Ausdruck  för  F 
durch  ^{q^y  X)  bezeichnen.     Wir  haben  dann  nach  (8) 

sodaß  die  fibrige  Oleichgewichtsbedingong  in  der  Form 

II  -  0  CO) 

geschrieben  werden  kann.     Hieraus  leiten  wir 

ab,  was  zeigt,  daß  die  Reihenfolge  der  Gleichgewichtskonfigurationen 
eindeutig  ist,  außer  wenn  ^ — j  =  0.  Die  weitere  Beweisführung  ge- 
schieht dann  wie  vorher,  nur  daß  ^  för  V  eingesetzt  wird.  Es  ist 
leicht  zu  beweisen,  daß  die  Bedingung  ^— ^  =  0  mathematisch  mit 
A  =»  0  gleichwertig  ist.*) 

§  362.  Die  Bedeutung  dieser  Erörterungen  für  die  Theorie  des 
relativen  Gleichgewichtes  eines   rotierenden  Systemes  wird  klar  sein. 

Für  den  Fall  des  relativen  Gleichgewichtes  in  Bezug  auf  ein 
starres  Achsensystem,  welches  gezwungen  wird,  mit  konstanter  Winkel- 
geschwindigkeit (D  um  eine  feste  Achse  zu  rotieren,  werden  die  Be- 
dingungen am  passendsten  unter  der  Form 

^^{V-T,)  =  0  (1) 

betrachtet,  wo  V  die  potentielle  und  T^  die  kinetische  Energie   des 


1)  Der  Fall  einer  einfachen  Kreuzung  beider  Reihen,  von  denen  beide  auf 
jeder  Seite  des  Schnittpunktes  reell  sind,  kann  in  einer  ähnlichen  Weise  er- 
läutert werden. 

2)  Die  Beweisführung  ist  mit  wenigen  Änderungen  aus  Poincar^'s  Lehrbuch 
entnommen. 
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Systemes  ist,  wenn  dieses  wie  ein  fester  Körper  in  einer  gegebenen 
bestimmten  Konfiguration  (Si,  q^j  -  -  -,  O  rotiert;  vergl.  §  202.  Ändern 
wir  (Oy  so  erhalten  wir  die  verschiedenen  linearen  Reihen  von  Gleich- 
gewichtskonfigurationen. Wenn  das  System  überdies  dissipativen 
Kräften  unterworfen  ist,  die  sämtlichen  relativen  Bewegungen  ent- 
gegenwirken, so  ist  die  Bedingung  für  säkulare  Stabilität  die,  daß 
F-To  ein  Minimum  sein  muß. 

Wenn  das  System  andererseits  frei  ist,  so  gehört  der  Fall  unter 
die  allgemeine  Theorie  gyrostatischer  Systeme,  und  die  geeignetere 
Form  der  Bedingungen  ist 

A(F  +  ^-0,  (2) 

wo  K  die  kinetische  Energie  des  Systemes  in  der  Konfiguration 
{Qif  Qi7  • ' '}  Sj  ^^^f  wenn  die  Bewegungsmomente,  die  den  ignorierten 
Koordinaten  (§  250)  entsprechen,  vorgeschriebene  konstante  Werte 
besitzen.  Die  Bedingung  für  säkulare  Stabilität  lautet  dann,  daß 
V  +  K  ein  Minimum  sein  muß.  Bei  dem  vorliegenden  Gegenstand 
ist  die  einzige  ignorierte  Koordinate,  welche  in  Betracht  kommt,  eine 
Winkelkoordinate,  welche  die  Lage  einer  Bezugsebene  des  Systemes 
im  Raum  bestimmt,  die  femer  durch  die  Rotationsachse  und  deshalb 
auch  durch  den  Trägheitsmittelpunkt  geht.  Die  entsprechende  Kom- 
ponente des  Bewegungsmomentes  ist  das  Drehmoment  um  die  Achse;  wir 
wollen  dasselbe  mit  x  bezeichnen.  Variieren  wir  x,  so  erhalten  wir 
die  verschiedenen  linearen  Reihen  von  Gleichgewichtskonfigurationen. 

Im  Falle  einer  rotierenden  Flüssigkeit  gibt  es  eine  unbegrenzte 
Zahl  generalisierter  Koordinaten  Qi,  Q2,  •  -  -,  aber  die  Theorie  ist  sonst 
unverändert.  Wir  wollen  für  einen  Augenblick  eine  Flüssigkeits- 
masse betrachten,  die  einen  starren  rotierenden  Kern  bedeckt.  Wenn 
der  Kern  gezwungen  ist,  mit  konstanter  Geschwindigkeit  zu  rotieren, 
oder  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  wenn  er  eine  überwiegende 
Trägheit  besitzt,  haben  wir  die  erste  Form  der  Aufgabe;  wenn  hin- 
gegen der  Kern  frei  ist,  gilt  die  zweite  Form.  Der  Unterschied 
zwischen  den  beiden  Formen  verschwindet,  wenn  wir  uns  auf  Störungen 
beschränken,  welche  das  Trägheitsmoment  des  Systemes  hinsichtlich 
der  Rotationsachse  nicht  beeinflussen. 

Die  zweite  Form  des  Problems  ist  für  den  vorliegenden  Gesichts- 
punkt die  wichtigere.  Wir  gehen  zu  dem  Falle  einer  homogenen 
rotierenden  Flüssigkeitsmasse  über,  indem  wir  uns  vorstellen,  daß  der 
Kern  unendlich  klein  wird.  In  diesem  Falle  ist  die  Lösung  der  Auf- 
gabe  des   relativen  Gleichgewichtes   zum  Teil  bekannt.    Wir  haben 

zunächst  die  lineare  Reihe  der  Maclaurinschen  Ellipsoide,  wo  ^  von 

1  bis  00  geht,  wenn  x  von  0  bis  00  Tauft  (§  348).    Femer  haben 
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wir   die    zwei   Reihen^)   von   Jacobischen   Ellipsoiden;    wenn  x    von 

0,304  M^Br  bis  oo  wächst,  so  geht  der  Wert  von  —  in   dem    einen 

Falle  von  1  bis  cx>  und  in  dem  anderen  von  1  bis  0,  wobei  a  und  b 

die  Halbachsen  des  Äquators  bezeichnen  (§  349).  Für  x  =  0,304  Jf*  R^ 
haben  wir  eine  Yerzweigungsform,  und  deshalb  eine  Änderung  be- 
treffs der  Stabilität. 

§  3S8.  Als  eine  einfache  Anwendung  der  vorhergehenden  Theorie 
können  wir  die  säkulare  Stabilität  des  Maclaurinschen  Ellipsoides  für 
die  Fälle  einer  ellipsoidalen  Störung  untersuchen,  wo  die  Rotations- 
achse eine  Hauptachse  bleibt.') 

Es  sei  o  die  Winkelgeschwindigkeit  im  Gleichgewichtszustand, 
und  X  das  Drehmoment.    Wenn  I  das  TiBgheitsmoment  des  gestörten 

Sjstemes   bezeichnet,   so   würde   die  Winkelgeschwindigkeit    ^    sein, 

wenn  dieses  wie  ein  starrer  Körper  rotierte.     Folglich  ist 

F+Jir-r+i7(^)'=F+i^,  (1) 

und  die  Bedingung  der  säkularen  Stabilität  ist  die,  daß  dieser  Aus- 
druck ein  Minimum  sein  muß.    Wir  wollen  annehmen,  daß  der  Null- 
wert von  V  dem  Zustand  der  imbegrenzten  Ausbreitung  entspricht 
Bei  jeder  anderen  Anordnung  wird  dann  V  negativ  sein. 
In  unserer  früheren  Schreibweise  haben  wir 

2  =  i  M{a*  +  6»),  (2) 

WO  c  die  Rotationsachse  ist.     Da  ahc  =  jß^,  können  wir 


schreiben,  wo  /"(a,  V)  eine  symmetrische  Funktion  der  beiden  unab- 
hängigen Variablen  a  und  h  ist.  Wenn  wir  die  Oberfläche  ins  Auge 
fassen,  deren  Ordinate  /*(a,  h)  ist,  wo  a  und  b  als  rechtwinklige 
Koordinaten  eines  Punktes  in  einer  horizontalen  Ebene  angesehen 
werden,  so  werden  die  Konfigurationen  des  relativen  Gleichgewichtes 
den  Punkten  entsprechen,  deren  Höhe  „stationär^  ist.  Für  säkulare 
Stabilität  muß  femer  die  Höhe  ein  Minimum  sein. 


1)  Die  beiden  Reihen  enthalten  die  gleiche  Reihenfolge  von  geometrischen 
Formen,  aber  von  dem  jetzigen  Standpunkte  aus  sind  sie  als  mathematisch  ver- 
schieden anzusehen. 

2)  Poincard,  l.  c.  Eine  mathematisch  ausführlichere  Untersuchung  siehe 
bei  Basset,  „On  tbe  Stability  of  Maclaurin^s  Liquid  Spheroid*',  Proc.  Camb.  JPhil, 
Soc,  8,  S.  28,  1892. 
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Für  a  =  oo  oder  6  «  cx)  haben  wir  f  (a,  b)  =  0.  Für  a  =  0 
haben  wir  F=0,  während  /*(a,  b)  mit  6~*  proportional  ist;  ähnlich 
für  6  =  0.  Wenn  gleichzeitig  a  =»  0,  6  «  0,  haben  wir  f(a,  b)  =>  oo. 
Es  ist  bekannt,  daß,  wie  auch  der  Wert  von  x  sein  mag,  immer  eine 
und  nur  eine  Form  des  Maclanrinschen  EUipsoides  möglich  ist.  Wenn 
wir  daher  der  Schnittlinie  der  oben  erwähnten  Fläche  mit  der  Sym- 
metrieebene (a  =«  b)  folgen,  so  läuft  die  Ordinate  von  cx>  bis  0,  in- 
dem sie  einen  und  nur  einen  „stationären^  Wert  in  dem  Intervall 
hat.  Es  ist  klai*,  daß  dieser  Wert  negativ  und  auch  ein  Minimum 
ist.^)  Darum  kann  die  Höhe  in  diesem  Punkte  der  Oberfläche  kein 
Maximum  sein.  Da  überdies  eine  Grenze  für  den  negativen  Wert 
von  V  gesetzt  ist,  nämlich  wenn  das  Ellipsoid  eine  Kugel  wird,  so 
gibt  es  immer  mindestens  einen  endUchen  Punkt  von  minimaler  und 
zwar  negativer  Höhe  auf  der  Oberfläche. 

Nim  ergibt  sich  im  Hinblick  auf  die  Tabellen  der  §§  348  und  349, 

daß  f ür  X  <  0,304  •  M^R^  eine  und  nur  eine  ellipsoidale  Gleich- 
gewichtsform, und  zwar  eine  Umdrehungsform,  möglich  ist.  Die 
vorangehenden  Erwägungen  zeigen,  daß  diese  einem  Punkte  mini- 
maler Höhe  entspricht  und  deshalb  für  symmetrische  ellipsoidale 
Störungen  säkular  stabil  ist. 

3         1 

Wenn  x  >  0,304  •  M^  JB  ,  so  gibt  es  drei  Punkte  von  stationärer 
Höhe,  nämlich  einen  in  der  Symmetrieebene,  der  einem  Maclanrin- 
schen Ellipsoid  entspricht,  und  zwei  andere,  die  auf  entgegengesetzten 
Seiten  dieser  Ebene  symmetrisch  liegen  und  Jacobischen  Formen 
entsprechen.  Es  ergibt  sich  durch  geometrische  Erwägungen,  daß 
die  Höhe  an  den  beiden  letztgenannten  Punkten  ein  Minimum,  und 
in  dem  ersteren  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  sein  muß. 
Jede  andere  Anordnung  würde  die  Existenz  weiterer  Punkte  von 
stationärer  Höhe  bedingen. 

Das  Resultat  der  Untersuchung  kutet,  daß  Maclaurins  Ellipsoid 
für  ellipsoidale  Störungen  säkular  stabil  oder  labil  ist,  je  nachdem 
die  Exzentrizität  e  kleiner  oder  größer  als  0,8127,  nämlich  als  die 
Exzentrizität  des  Umdrehungsellipsoides  ist,  welches  den  Ausgangs- 
punkt der  Jacobischen  Reihe  bildet.  Die  Jacobischen  EUipsoide  hin- 
gegen sind  für  solche  Störungen  alle  stabil.') 

Die  weitere  Untersuchung  der  Stabilität  des  Maclanrinschen 
EUipsoides  würde  uns  zu  weit  führen.  Es  ist  von  Poincar^  gezeigt 
worden,  daß  das  Gleichgewicht  für  Deformationen  jeder  Art  säkular 


1)  Es  folgt,  daß  MaclaurinB  EUipBoid  immer  für  eine  solche  Deformation 
stabil  ist,  wo  die  Oberfläche  ein  UmdrehnngseUipsoid  bleibt.  Thomson  und 
Tait,  Natural  Fhüosophy,  2.  Aufl.,  §  778". 

2)  Dieses  Resultat  wurde  ohne  Beweis  von  Thomson  und  Tait,  l,  c,  aof- 
gestellt. 


768 


XIL  Rotation  flüssiger  Massen. 


stabil  ist^  solange  e  unter  die  oben  genannte  Grrenze  Mit.  Dies  wird 
bewiesen,  indem  gezeigt  wird,  daß  es  für  ein  Umdrehungsellipsoid 
von  kleinerer  Exzentrizität  keine  Yerzweigungsform  gibt.  Es  folgt 
aus  der  Betrachtung  über  den  y^Austausch  der  Stabilitäten^',  daß  die 
Jacobische  Reihe  am  Anfang  völlig  stabil  ist. 

§  354.  Poincar^  hat  ferner  die  Stabilitatskoeffizienten  der  Reihen 
der  Maclaurinschen  und  Jacobischen  Ellipsoide  yermittels  der  Methode 
der   Lameschen   Funktionen   geprüft,   in   der  Absicht,   zu   ermitteln, 

welche  Glieder  Verzweigungsformen 
sind.  Er  findet,  daß  es  eine  un- 
begrenzte Zahl  solcher  Formen  und 
folglich  eine  unbegrenzte  S^ahl  anderer 
linearer  Reihen  von  Gleichgewichts- 
konfigurationen gibt.  In  jedem  Falle 
wird  es  möglich,  die  Form  der  Glieder 
der  neuen  Reihen  in  der  Nachbar- 
schaft der  Verzweigung  zu  bestimmen. 
Die  Frt^e  ist  femer  von  Darwin^) 
und  von  Poincare  selbst  in  einer 
späteren  Arbeit*)  erörtert  worden. 
Der  Fall,  welcher  das  meiste 
Interesse  auf  sich  gelenkt  hat,  ist 
die  erste  Verzweigung,  welche  bei  der  Reihe  der  Jacobischen  Ellip- 
soide auftritt.     Nach  Darwin^)  ist  das  kritische  Ellipsoid   dasjenige, 

far  welches  ~  =  1,8858,  ^  =  0,8150,  ^  «  0,6507.   Von  diesem  Punkt 

an  sind  die  Jacobischen  Ellipsoide  labil. 

In  der  obenstehenden  Figur  ^)  sind  die  Verhältnisse  -     und  -    als 

Koordinaten  genommen,  und  die 
gerade  Linie  HAK  stellt  die  Reihe 
der  Maclaurinschen  Ellipsoide  dar, 
die  verschiedenen  Werten  von  x 
entsprechen;  die  Zweige  AR  und 
AS  hingegen  stellen  die  der  Jacobi- 
schen Figuren  dar.  Der  Punkt  H 
entspricht  dem  Falle  der  Kugel, 
für  welchen  x  =  0.  Die  Maclaurin- 
sehe  Reihe  ist  von  H  bis  A  stabil, 


a'l-8H.V< 


1)  „On  the  Pear-sbaped  Figure  of  Equilibrium  of  a  RotAting  Mass  of  Li- 
quid", Fhil,  Trans.,  A.,  198,  S.  801,  1901. 

2)  „Sur  la  Stabilit^  des  Figuxes  Pyriformes  affect^s  par  une  Masse  Fluide 
en  Rotation",  Phil  Trans.,  A.,  198,  S.  338,  1901. 

3)  Die  Figur   ist   nacb   den  Tabellen  in  den  §§  848  und  349  gezeichnet. 
Eine  Skizze  ist  in  Poincar^'s  Lehrbuch  gegeben. 


Birnenförmige  Gleichgewichtsfigur.  769 

aber  weiterhin  labil.  Die  Buchstaben  P  und  Q  bezeichnen  die  Punkte^ 
wo  die  Jacobischen  EUipsoide  labil  werden.  In  diesen  Punkten  zweigen 
neue  Reihen  ab^  welche  wahrscheinlich  zunächst  stabil  sind.^)  Die 
ersten  Glieder  dieser  neuen  Reihen  haben  die  Form^  die  in  den 
unteren  Figuren  auf  Seite  768  gezeichnet  ist^  die  der  eben  genannten 
Arbeit  Darwins  entnommen  sind. 

Das  entsprechende  zweidimensionale  Problem  ist  Ton  Jeans  durch 
eine  besondere  Methode  untersucht  worden.^ 


Kleine  Schwingungen. 

§  366.  Die  kleinen  Schwingungen  einer  rotierenden  ellipsoidalen 
Masse  sind  Ton  verschiedenen  Autoren  imtersucht  worden. 

Die  einfachsten  Störungstypen^  die  wir  betrachten  können^  sind 
die,  wo  die  Oberfläche  ellipsoidal  bleibt,  und  zwar  mit  der  Umdrehungs- 
achse  als  einer  Hauptachse.  In  dem  Falle  des  Maclaurinschen  Ellip- 
soides  gibt  es  zwei  solche  Typen;  bei  dem  einen  bleibt  die  Oberfläche 
ein  Umdrehungsellipsoid,  während  bei  dem  anderen  die  Achsen  des 
Äquators  ungleich  werden,  indem  die  eine  wächst  und  die  andere 
abnimmt,  während  die  Polarachse  ungeändert  bleibt.  Es  war  Ton 
Riemann')  gezeigt  worden,  daß  die  letztere  Form  labil  ist,  wenn  die 
Exzentrizität  (e)  des  Meridianschnittes  größer  als  0,9529  ist.  Bei 
dieser  Untersuchung  sind  Reibungskräfte  nicht  berücksichtigt,  und 
das  Kriterium  ist  ein  solches  der  „gewöhnlichen^^  Stabilität.  Wir 
haben  in  §  353  gesehen,  daß  das  Gleichgewicht  praktisch  labil  ist, 
wenn  e  den  Wert  0,8127  übersteigt.  Die  Perioden  der  beiden  Rie- 
mannschen  Schwingungstypen  im  Falle  e  <  0,9529  sind  von  Love*) 
berechnet  worden,  der  auch  die  zweidimensionalen  Schwingungen 
(yon  elliptischem  Typus)  eines  rotierenden  elliptischen  Zylinders  er- 
erörtert hat.^) 

Das  Problem  kleiner  Schwingungen  wurde  auf  eine  allgemeinere 
Weise  von  Poincare  behandelt.^     Es  ergibt  sich  aus  §  206,  daß  die 


1)  Siehe  Poincar^,  l  c,  und  Darwin,  „The  Stability  of  the  Pear-Shaped 
Figure  of  Equiiibrium**,  PhiL  Trans.,  A.,  200,  S.  261,  1902. 

2)  „On  the  Eqnilibriiim  of  Rotating  Liquid  Cylinders^^  Phü.  Trans.,  A., 
200,  S.  67,  1902. 

8)  „Beitrag  zu  den  Untersuchungen  über  die  Bewegung  eines  flüssigen 
gleichartigen  EUipsoides'S  GoU.  Abk.,  9,  S.  8,  1860  {Math.  Werke,  S.  192).  Siehe 
auch  Basset,  Hydradynamics,  §  867.  Riemann  zeigt  femer,  daß  die  Jacobischen 
EUipsoide  für  eÜipsoidale  Störungen  in  dem  obigen  beschränkten  Sinne  stabil  sind. 

4)  „On  the  OsciUations  of  a  Rotating  Liquid  Spheroid,  and  the  Genesis 
of  the  Moon",  Phü.  Mag.  (6),  27,  S.  264,  1889. 

6)  „On  the  Motion  of  a  Liquid  Elliptic  Cylinder  under  its  own  Attraction^^ 
Quart.  Jawm.  Math.,  28,  168,  1888. 

6)  l  c,  S.  761. 
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Gleichungen  fOr  unendlich  kleine  Bewegung  in  Bezug  auf  rotierende 
Achsen  folgendermaßen  geschrieben  werden  können: 


du 
dt 

—  2o)»  — 

dip  \ 

dx 

dv 
dt 

+  2c)w- 

d^ 

dy 

dv> 
dt 

"       dz 

i 

(1) 


wo 


^-4  +  Ä-ia)>(««  +  y«), 


(2) 


wenn   Si    das   Gravitationspotential    der   flüssigen  Masse   bezeichnet 
Hieraus  und  aus  der  Eontinuitatsgleichung 


leiten  wir 


ab. 


2u       ^ü       2to       ^ 


(3) 


W 


Wenn  wir  annehmen,  daß  u,  t?,  w  mit  ^^^  proportional  sind,  so 
finden  wir 


u 


t? 


ox  dy 

0*  — 4»" 


0  dz 


(5) 


und  deshalb  aus  (3)  oder  unmittelbar  aus  (4) 

dx^  ^  dy*  ^V        c*  )  dz*       ^' 

4(0^ 


Wenn  wir 


-T« 


T0 


(6) 


CO 


schreiben,  nimmt  dies  die  Form 

an.     Wenn  die  Gleichung  des  ungestörten  Ellipsoides 


(8) 


X 

a 


y* 


e' 


l  +  ^T+^-1 


(9) 


ist,  so  sind  die  passenden  Lösungen  von  (8)  diejenigen,  welche  die 
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Ellipsoidfuiiktionen  enthalten^  die  der  Oberfläche 

S  +  S  +  7J-1  (10) 


t' 


entsprechen  y  welche  ans  (9)  durch  eine  homogene  Deformation  er- 
halten wird.^) 

An  der  Flache  (9)  müssen  wir  p  »  konst.  und  deshalb 

^-Ä-ia)>(a;>  +  y«)  (11) 

haben.  Das  Potential  i2  der  gestörten  Form  hangt  von  der  Yer- 
rückung  S  in  der  Richtung  der  Normalen  an  der  Oberfläche  ab;  dies 
ist  mit  ^  durch  eine  Beziehung  von  der  Form 

lu  +  mv  +  nw^^  iöt  (12) 

verknüpft,  wo  die  Werte  u,  v,  to  an  der  Oberfläche  aus  (6)  zu  ent- 
nehmen sind. 

Das  Verfahren  ist  dann  folgendes.  Wir  nehmen  an,  daß  i  eine 
Ellipsoidflächenfunktion  ist,  die  sich  auf  (9)  bezieht;  dann  wird  der 
Wert  von  A  für  die  Oberfläche  berechnet  und  in  (11)  eingesetzt. 
Der  resultierende  Wert  von  ^  an  der  Oberfläche  wird  durch  EUipsoid- 
fonktionen  in  Bezug  auf  die  Hilfsfläche  (10)  ausgedrückt;  der  ent- 
sprechende Wert  von  if  im  Innern  kann  dann  in  räumlichen  EUipsoid- 
funktionen  hingeschrieben  werden.  Die  Bedingung  (12)  liefert  dann 
eine  Gleichung  zur  Bestimmung  von  6]  es  ergibt  sich,  daß  diese 
Gleichung  immer  algebraisch  ist. 

Im  Falle  des  Maclaurinschen  Ellipsoides  ist  das  Verfahren  etwas 
einfacher,  da  die  auftretenden  harmonischen  Funktionen  von  der  Art 
sind,  die  in  den  §§  104  und  107  untersucht  wurde.  Diese  Aufgabe 
ist  ausführlich  von  Bryan*)  behandelt  worden,  welcher  insbesondere 
die  Riemannsche  Untersuchung  dadurch  vervollständigt  hat,  daß  er 
zeigt,  daß  gewöhnliche  Stabilität  für  alle  Arten  der  Störung  herrscht, 
solange  die  Exzentrizität  des  Meridianes  kleiner  als  0,9529  ist. 


DirichletB  EUipsoide. 

§  356.    Die  Bewegung  einer  flüssigen  Masse  unter  ihrer  eigenen 
Anziehung   bei   veränderlicher   ellipsoidaler   Oberfläche   wurde   zuerst 


1)  Es  gibt  Arten  der  freien  Schwingung,  fär  welche  t  imagin&r,  und  die 
Fl&che  (9)  folglich  ein  Hyperboloid  ist. 

S)  „The  Waves  on  a  Botating  Liquid  Spheroid  of  Finite  Ellipticity'',  PM. 
Trans.,  A,  180,  S.  187,  1888. 
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Ton  Dirichlet  untersucht.^)  Indem  er  die  Methode  von  Lagrange 
(§  13)  zugrunde  legt;  nimmt  er  als  Gegenstand  der  Untersuchang 
die  ganze  Klasse  von  Bewegungen^  bei  denen  die  Yersdhiebungen 
lineare  Funktionen  der  Koordinaten  sind.  Dies  wurde  auf  derselben 
Grundlage  von  Dedekind')  und  Riemann')  weitei^efährt.  Später  ist 
von  (}reenhill^)  und  anderen  gezeigt  worden^  daß  das  Problem  mit 
Vorteil  durch  die  Eulersche  Methode  behandelt  werden  kann. 

Wir  wollen  zunächst  den  Fall  nehmen  ^  wo  das  Ellipsoid  seine 
Achsenrichtungen  nicht  ändert  und  die  innere  Bewegung  wirbelfrei 
ist.  Dies  ist  interessant  als  ein  Beispiel  von  einer  endlichen  Schwin- 
gung einer  Flüssigkeit  um  die  Kugelform. 

Der  Ausdruck  für  das  Geschwindigkeitspotential  ist  in  §  110  ge- 
geben; wir  haben  nämlich 

zugleich  mit  der  Bedingung  konstanten  Volumens^  nämlich 

4  +  y  +  i=o.  (2) 

Der  Druck  wird  nach  §  20  (4)  durch 

7  =  |f-Ä-i2*+^(0  (3) 

gegeben;   setzen  wir  den  Wert  von  i2  aus  §  347  ein,  so  finden  wir 

f  =  -i(-Ja:»  +  |-y»  +  -J.«)-«(,(a„«»+Ay*+J'o«*)  +  i^(«)-      (4) 
Die  Bedingungen,  daß  der  Druck  an  der  äußeren  Fläche 

5^  +  ^  +  :-^-!  (5) 

gleichförmig  sein  soll,  sind  deshalb 

(t  +  2«(»«o)  «*  =  (1  +  2«Qß,)  6«  -  (f  +  2«Qro)  c».  (6) 


1)  „Untersuchungen  über  ein  Problem  der  Hydrodynamik*',  Gm.  Abh,,  8, 
S.  3,  1860;  Ordlea  Joum.,  Ö8,  8.  181  {Werke,  Bd.  H,  8.  268).  Die  Arbeit  war 
nachgelassen;  sie  wurde  von  Dedekind  herausgegeben  und  erweitert. 

2)  Crelles  Joum.,  68,  8.  217,  1861. 
8)  l  c,  S.  769. 

4)  „On  the  Rotation  of  a  liquid  Ellipsoid  about  its  Mean  Axis",  Proe. 
Camb,  Phü,  Soc,,  8,  8.  288,  1879;  „On  the  general  Motion  of  a  liquid  Ellip0oid 
under  the  Gravitation  of  its  own  parts",  Proc.  Camb.  Phü.  Soc,,  4,  8.  4,  1880. 
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Diese  Gleichtmgen  zugleich  mit  (2)  bestimmen  die  Veränderungen 
von  a,  by  c.  Wenn  wir  die  drei  Glieder  von  (2)  mit  den  drei  gleichen 
Größen  in  (6)  multiplizieren^  erhalten  wir 

ää  +  bb  +  c'c  +  27eQ(aQad  +  ß^bb  +  y^cc)  =  0.  (7) 

Wenn  wir  die  Werte  von  «q,  /S^,  y^  aus  §  347  einsetzen,  hat  dies  das 
Integral 

OD 

i«  +  j«  +  c*  -  4:KQabcJ-~  =  konst  (8) 

0 

Es  ist  bereits  bewiesen  worden^  daß  die  potentielle  Energie 

OD 

r  -  konst.  -  ^5  Tc^Q^an^c'f^  (9) 

0 

lautet^  und  es   ergibt  sich  aus  (1)  leicht  für  die  kinetische  Energie 

T^{^nQabc{ä^+  6«+  c«).  (10) 

Folglich  ist  (8)  mit  der  Energiegleichung 

T+F=- konst.  (11) 

gleichbedeutend. 

Im  FaUe  eines  UmdrehungseUipsoids  (a  »  b)  genügt  die  Gleichung 
(8)  zugleich  mit  a^C'^R^  zur  Bestimmung  der  Bewegung.  Wir 
finden 

;^XQ  iJ»  (l  +  g)  c»  +  F  -  konst.  (12) 

Die  Art  der  Bewegung  hängt  vom  Betrag  der  gesamten  Energie  ab. 
Wenn  diese  kleiner  als  die  potentielle  Energie  im  Zustande  unend- 
licher Ausbreitung  ist,  so  wird  das  EUipsoid  regelmäßig  zwischen  der 
gestreckten  und  abgeplatteten  Form  schwingen,  und  zwar  mit  einer 
Periode,  die  von  der  Amplitude  abhängt;  wenn  die  Energie  hingegen 
diese  Grenze  überschreitet,  so  wird  es  nicht  schwingen,  sondern  der 
einen  oder  anderen  der  beiden  Grenzformen  zustreben,  nämlich  einer 
unendlichen  materiellen  Linie,  die  mit  der  0- Achse  zusammenfällt, 
oder  einer  unendlich  ausgebreiteten  dünnen  Schicht,  die  mit  der  xy- 
Ebene  zusammenfällt^) 

Wenn  wir  im  Falle  eines  Umdrehungsellipsoides  der  wirb^osen 
Bewegung,  die  durch  (1)  gegeben  ist,  eine  gleichförmige  Rotation  g 


1)  Diiichlet,  l.  c.  Wenn  die  SchwingongBamplitude  klein  ist,  so  muß  die 
Periode  mit  der  zusammenfallen,  die  erhalten  wird,  wenn  man  in  der  Formel  (10) 
des  §  269  n  =  2  setzt.  Dies  wurde  von  Hicks  bestätigt,  Proe.  Camb,  Phü.  Sac., 
4,  S.  809,  1883. 
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um  die  ^-Achse  superponieren^  so  sind  die  Geschwindigkeitskompo* 
nenten  in  Bezug  auf  feste  Achsen 


u 


V  = 


w 


a 


■j^-^y) 


a 


-y  +  fa; 


c 
c 


(13) 


Die  Ealerschen  Gleichungen  (2)  des  §  6  reduzieren  sich  dann  auf 


^y  +  ix  +  2^lx-t*y 

c 

—0 
c 


ff  dx 

Q  dz 


dx 
dy 

da 


dz 


(14) 


Die  ersten  beiden  Gleichungen  geben  bei  kreuzweiser  Differentiation 


oder 


-^-  4-  2  -  . 


0 


(15) 
(16) 


was  einfach  der  Ausdruck  des  Helmholtzschen  Satzes  ist^  daß  die  In- 
teusität  eines  Wirbels  konstant  ist  (§  146).  Infolge  von  (15)  haben 
die  Gleichungen  (14)  das  Integral 


f  =  -i(|-g*)(^+y*)-4^'-'»  + 


konst. 


(17) 


Führen  wir  den  Wert  von  Ä  aus  §  347  (4)  ein,  so  finden  wir,  daß 
der  Druck  an  der  Fläche 


konstant  sein  wird,  vorausgesetzt,  daß 

(I-  +  2«(.ao-  6»)a*-  (f  +  2xQY^c\ 


(18) 


(19) 


Vermöge  der  Beziehung  (15)  und  der  Bedingung  für  konstantes  Vo- 
lumen 

2  «+1  =  0  (20) 

kann  dies  in  die  Form 
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2ää  +  c'c  +  2(g>aa  +  gfa^)  +  4t7tQa^aä  +  2xQyQCc  -  0      (21) 
gebracht  werden^  folglich 

OD 

2ä'+c*+  2t'a'-  Axoa'c  f — r - konst.        (22) 

J  (a«  +  X)  (c«  +  X)*  ^     ^ 

0 

Dies  wird  wieder  als  die  Energiegleichung  erkannt. 

Durch  c  als  abl^gige  Variable  ausgedrückt  kann  öleichung  (22) 
folgendermaßen  geschrieben  werden: 

^«(,»«{(1  +  ^)i^  +  ^'-  c]  +  r-  konst.  (23) 

Wenn  die  Anfangsbedingungen  günstig  sind,  so  wird  die  Ober- 
fläche regehnäßig  zwischen  zwei  extremen  Formen  schwingen.  Da 
für  ein  verlängertes  Ellipsoid  V  mit  c  wächst,  so  ist  klar,  daß  eine 
Grenze  für  die  Verlängerung  in  der  Achsenrichtung  vorhanden  ist, 
die  das  rotierende  EUipsoid  erreichen  kann,  wie  auch  immer  die  An- 
fangsbedingungen sein  mögen.  Andererseits  kann  wohl  eine  unbe- 
grenzte Ausbreitung  in  der  Ebene  zustande  kommen.^) 

§  367.  Für  das  weitere  Studium  der  Bewegung  einer  Flüssig- 
keit, die  von  einer  veränderlichen  ellipsoidalen  Oberfläche  begrenzt 
wird,  müssen  wir  auf  die  bereits  genannte  Arbeit  von  Riemann  und 
auf  die  anderen  Abhandlungen  verweisen,  welche  unten  angeführt 
sind.')  Wir  können  jedoch  kurz  den  Fall  andeuten,  wo  die  ellipsoidale 
Grenzfläche  unveränderliche  Form  besitzt,  aber  um  eine  Hauptachse, 
etwa  um  Oe,  rotiert.') 

Wenn  ti,  v,  w  die  Geschwindigkeiten  in  Bezug  auf  die  Achsen 
bezeichnen,  von  denen  die  x-  und  y -Achse  in  ihrer  eigenen  Ebene  mit 
konstanter  Winkelgeschwindigkeit  o  rotieren  mögen,  so  sind  die  Be- 
wegungsgleichungen nach  §  206 


1)  Dirichlet,  l.  c. 

2)  BrioBchi,  „Däveloppements  i^atifs  an  §  8  des  Becherches  de  Dirichlet 
suT  un  probläme  d'Hjdrodjnamique^S  CreUea  Joum.,  59,  S.  68,  1861;  Lipschitz, 
„Reduktion  dei  Bewegung  eines  flüssigen  homogenen  Ellipsoides  auf  das 
Variationsproblem  eines  einfachen  Integrals  .  .  .^\  CrelUs  Joum,,  78,  S.  246, 
1874;  Greenhill,  l.  c,  S.  772;  Basset,  „On  the  Motion  of  a  Liquid  Ellipsoid 
under  the  Influence  of  its  own  Attraction*^,  Proc.  Land,  McUh.  Soe.,  17,  S.  266, 
1886  {HydrodynamicSy  Kap.  16),  Tedone,  Tl  moto  di  un  dltssoide  fluido  secondo 
Vipotesi  di  Dirichlet,  Pisa  1894. 

3)  Greenhill,  „On  the  Rotation  of  a  Liquid  Ellipsoid  about  its  Mean  Axis^^ 
Proc.  Camb.  Phil.  Soc.,  8,  S.  288,  1879. 
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Du        ^               •               1  dp 
Dt                                       Q  dx 

aöv 

dx 

Dt    ^                     ^            Q  dy 

dSl 
cy 

Dw                                      1  dp 

dsi 

Dt                                      Q  dz 

dz  J 

(1)') 


Wenn  die  Flüssigkeit  eine  Winkelgeschwindigkeit  (  um  Linien  par- 
allel zur  jer -Achse  hat^  so  sind  die  wirklichen  Geschwindigkeiten  par- 
allel zu  den  jeweiligen  Lagen  der  Achsen 


^-G}y-  itifrftiC«  -  Öy  -  iy 

v  +  ox^  y^t((o  -  £)a:  -f-  ix 


w 


0 


(2) 


da  die  Bedingungen  offenbar  erf&llt  werden^  wenn  der  gleichförmigen 
Rotation  i  die  wirbelfreie  Bewegung  superponiert  wird^  welche  durch 
Umdrehung  eines  starren  eUipsoidalen  Gefäßes  mit  der  Winkel- 
geschwindigkeit CD  —  f  erzeugt  werden  würde  (vgL  §  110).    Folglich 


u^ 


2a^ 


ri(ö-Öy 


(3) 


(4) 


a«+6 
Setzen  wir  in  (1)  ein  und  integrieren  wir,  so  finden  wir 

Deshalb  sind  die  Bedingungen  für  eine  freie  Oberfläche 

Dies  enthält  eine  Anzahl  interessanter  f^e: 
1.  Wenn   wir  0  =  5  setzen,  erhalten  wir  die  Bedingungen  des 
Jacobischen  EUipsoides  (§  349). 


(5) 


1)   Ein   allgememeres   System    von   Gleichungen,    die    sich    auf   bewegte 
Achsen  beziehen,  gab  Greenhill,  Proc.  Camh.  Fhü,  Soc^  4,  S.  4,  1880. 
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2.  Wenn  wir  cd  =»  0  setzen,    sodaS  die  äußere   Grenzfläche    im 
Räume  ihre  Lage  behält,  erhalten  wir 

Diese  Bedingungen  sind  mit 

(a,  -  /3o)  a»6«  +  y„c»  (a»  -  6»)  -  0  (7) 


und 


2«^  4a*6* 

äquivalent. 

Durch  Vergleich  mit  §  349  wird  klar,  daß  c  die  kleinste  Achse 

des  Ellipsoides  sein  muß,  und  daß  der  Wert  (8)  von  - —  positiv  ist. 


Die  Bahnen  der  Teilchen  bestimmen  sich  aus 

2a« 


23r9 


folglich  ist 


z  = 


a«+6 


iSy 


0 


(9) 


X  —  lia  cos  (ff  <  +  «) 
y  =•  Ä;&  sin  (tf<  +  «) 
«=0 


(10) 


wenn 


2a6 
a«+6 


-.f, 


(11) 


und  Ä;,  £  willkürliche  Eonstante  sind. 

Diese  Resultate  stammen  von  Dedekind.^)  Es  ist  von  Love  be- 
merkt worden,  daß  hinsichtlich  der  äußeren  Form  die  Reihen  der 
Dedekindschen  und  Jacobischen  EUipsoide  identisch  sind. 

3.  Es  sei  ^  ==  0,  sodaß  die  Bewegung  wirbelfrei  ist.  Die  Be- 
dingungen (5)  reduzieren  sich  auf 


l«o  (a«4-6«)«  25r^j" 

\.       (&«-a«)(3a«  +  &')  «>'  !?;>-,.  ^a 


(12) 


Dies  kann  durch 

{ ao(3a«  +  6*)  +  /Jo(36'  +  »') )  »'&*  -  yo(»*  +  6a«6^  -h  6*)c>  =  0       (13) 

und 


1)  l.  c,  S.  772.    Siehe   auch  Love,   „On  Dedekind'a  Theorem  .  .  .*»,   Fhü. 
Mag.  (6),  26,  S.  40,  1888. 
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ersetzt  werden. 

Die  Gleichung  (13)  bestimmt  c  durch  a  und  6.  Wir  wollen  an- 
nehmen^  daß  a>h.  Dann  sieht  man  leicht,  daß  die  linke  Seite  fär 
c  ^  a  positiv  und  für  c  »  6  negativ  ist.  Folglich  gibt  es  einen  reellen 
Wert  von  c  zwischen  a  und  by  für  welchen  die  Bedingung  erfüllt  ist; 
aus  demselben  Grunde  wie  in  §  349  ist  dann  der  Wert  von  a  reell, 
der  durch  (14)  gegeben  wird. 

4.  Im  Falle  eines  eUiptischen  Zylinders,  der  um  seine  Achse 
rotiert  (§  349),  erhält  die  Bedingung  (5)  die  Form 


o' 


Wenn  wir  co  =-  f  setzen,  erhalten  wir  den  Fall  von  §  349  (8). 
Wenn   0  =  0    ist,  sodaß   die  äußere  Grenzfläche  ihre  Lage   im 
Baume  beibehält,  haben  wir 

Für  S  =■  0,  d.  h.  für  eine  wirbelfreie  Bewegung,  haben  wir 


1)  Greenhill,  l  c,  S.  772. 
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Energie-Dissipation  667.  690.  729. 
Energie-Gleichung  10.  24. 
Erzwungene  Schwingungen  294. 

—  eines  rotierenden  Systemes  870. 
Expansionswellen,  siehe  Luftwellen. 

F. 

Flattern  der  Segel  und  Flaggen  442. 
Flüssigkeitskugel,  freie  und  erzwungene 
Schwing^gen  626.  627. 

—  Einfluß  der  Zähigkeit  720. 
Flufi,  Definition  46. 
Fluterzeugende  Kräfte  417. 
Flutwellen,  Definition  291. 

—  in  einem  gleichförmigen  Kanal  296. 
802.  807. 

—  in  einem  Kanal  von  veränderlichem 
Querschnitt  817. 

—  auf  offenen  Wasserflächen  829.  881. 

—  auf  einem  Ozean  von  Kugelgestalt 
364.  368. 

—  auf  einer  rotierenden  Wasserfläche 
872. 

•^  mit  endlicher  Höhe  828. 
Fortschreitende  Flutwellen  299. 


Fortschreitende  Wellen  in  tiefem  Wasser 
428. 

—  Luftwellen  666. 
Fouriers  Satz  448. 
Freie  Schwingungen  293. 

—  eines  rotierenden  Systemes  368. 

6. 

Generalisierte  Koordinaten  214. 
Gerstners  Wellen  486. 
Geschwindigkeits-Potential,     Deflnition 
19. 

—  kinematische  Eigenschaft  desselben 
21. 

—  Fortbestehen  in  reibungslosen  Flüssig- 
keiten 19.  42. 

—  Mittelwert  auf  einer  Kugeloberfläche 
47.  679. 

—  in  einfach  und  mehrfach  zusanunen- 
hängenden  Räumen  44.  63. 

Gewöhnliche  Stabilität  367.  416. 
Gezeiten,  tägliche  898.  409. 

—  halbtägige  899.  409. 

—  von  langer  Periode  889.  894.  406. 

—  der  zweiten  Ordnung  826. 

—  Gleichgewichtstheorie  417. 

—  auf  einer  rotierenden  Kugel  886. 

—  Laplaces  Theorie  887. 

—  Houghs  Theorie  408. 

—  Einfluß  der  Reibung  648. 

Gitter,  Reflexion  und  Durchgang  von 
Schallwellen  626.  680. 

Gleichgewicht,  relatives,  einer  rotie- 
renden Flüssigkeitsmasse  760. 

Gleichung  der  Kontinuität,  siehe  Konti- 
nuitätsgleichung. 

Gleichungen  d.  Bewegung  einer  reibxmgs- 
losen  Flüssigkeit  8.  16. 

einer  zähen  Flüssigkeit  666. 

fester  Körper  in  einer  reibung^s- 

losen  Flüssigkeit  192.  216.  227.  229. 

Gleiten,  Widerstand  zufolge  desselben 
an  der  Oberfläche  fester  Körper  664. 
678. 

Ghreens  Satz  68. 

Kelvins  Erweiterung  auf  zyklische 

Gebiete  67. 

Helmholtzs       Erweiterung      auf 

Schallschwingungen  680. 

Grenzform  des  relativen  Gleichgewichtes 
einer  rotierenden  Flüssigkeit  762. 

Grenzgeschwindigkeit  27. 

Gruppengeschwindigkeit  von  Wellen 
448.  446.  686-  688. 
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Gyrostatische  Systeme,  Bewegungs- 
gleichungen 229. 

kleine  Schwingungen  862. 

mit  Reibung  656. 

H. 

Hamiltons  Prinzip  217. 

Harmonische  Analyse  der  Flutbeobach- 

tuDgen  428. 
Harmonische  Eugelfunktionen  126. 

—  Zylinderfunktionen  156. 

—  EUipsoidfimktionen  168.  168. 
Hindemisse,    Zerstreuung    von    Schall- 
wellen durch,  595.  601.  622.  632. 

Höchste  Wasserwellen  483. 
Hydrokinetische  Symmetrie  198. 

I. 

Jacobis  Ellipsoid  756. 
Ignorierung  der  Koordinaten  228. 
Impuls  eines  festen  Körpers,   der  sich 

in    einer    reibungslosen    Flüssigkeit 

bewegt,  186.  190. 

—  eines  Wirbelsystems  254. 
Impulsive  Bewegung  13.  21.  189. 
Instabilität    von   Diskontinuitätsflächen 

441. 

—  der  linearen  Strömung  einer  Flüssig- 
keit in  einer  Bohre  736. 

K. 

Kanal,   gleichförmiger,   Theorie  langer 

Wellen  296.  802.  808. 
Wellen  von  endlicher  Amplitude 

828. 
Wirkung  der  Reibung  648. 

—  von  veränderlichem  Querschnitt  817. 
Kanaltheorie  der  Gezeiten  812. 

>-  Einfluß  der  Reibung  648. 

Kapillarität  581. 

Kapillarwellen  532. 

Kelvins  Satz  der  minimalen  Energie 
58.  70. 

Kinematischer  Zähigkeitskoeffizient  662. 

Kinetische  Energie  einer  wirbelfrei  be- 
wegten Flüssigkeit  57.   70.  82.   146. 

eines  festen  Körpers,  der  sich  in 

einer  Flüssigkeit  bewegt,  188.  211. 

eines   Wirbelsystemes   267.    259. 

268.  278. 

Kinetische  Stabilität  367.  415. 

Kinetostatik  280.  282. 

Kirchhofi*s  Integral  der  allgemeinen 
Schallgleichung  583. 


Kleine  Schwingungen  292. 

eines  g^yrostatischen  Systems  367. 

eines  dissipativen  Systemes   653. 

einer     rotierenden      elliptischen 

Flüssigkeitsmasse  769. 

Koachsiale  Kreise,  Strömung  in,  87. 

Körper,  feste,  Bewegung  in  einer  reibungs- 
losen Flüssigkeit  184. 

mit  Zirkulation  209. 

Komplexe  Variable  83. 

Konfokale  Kegelschnitte,  Strömung  in, 
89. 

Kontinuitätsgleichung,  allgemeine  von 
Euler  6. 

von  Lagrange  16. 

in  Zylinderkoordinaten  146. 

in    räimilichen   Polarkoordinaten 

129. 

in  allgemeinen  orthogonalen  Ko- 
ordinaten 174. 

in  elliptischen  Koordinaten  176. 

Kreisförmige  Wasserfläche,  Flutschwing- 
ungen 832. 

Fall  variabler  Tiefe  338. 

Einfluß  der  Rotation  376.  882. 

Kritische  Geschwindigkeit  bei  der  tur- 
bulenten Bewegung  786.  749. 

Knunme  Flüssigkeitsschicht,  wirbelfreie 
Strömung  123. 

Krummlinige  Koordinaten  99.  173. 

Kugel,  Bewegung  in  einer  reibungslosen 
Flüssigkeit  141. 

—  Trägheitekoeffizient  142. 

—  in  einer  zähen  Flüssigkeit,  stationäre 
Bewegung  682. 

Schwingungsbewegung  723. 

—  freie  und  erzwungene  Schwingungen 
einer  flüssigen,  525.  527. 

—  Einfluß  der  Zähigkeit  720. 

—  Schwingungen  einer  kleinen,  552. 
mit  Reibung  728. 

Kugeln,     zwei,     Bewegung    in     einer 

reibungslosen   Flüssigkeit   150.   164. 

221. 
Kugelförmige  Wasserfläche,Flut6chwing- 

ungen  354.  358. 
Kugelförmiger  Wirbel  von  Hill  287. 
Kugelfunktionen,  harmonische  126. 

einfache  oder  zonale  130. 

tesserale  und  sektorielle  136. 

orthogonale  186, 

Entwicklungen  in  137. 

Anwendung  auf  Schallwellen  584. 
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KBgelfanktioneii,  harmonische,  Anwen- 
dong  auf  stationäre  und  periodische 
Bewegungen  einer  zähen  Flüssigkeit 
679.  710. 

L. 

Lagranges  Gleichungen  in  generali- 
sierten Koordinaten  216.  224. 

Lagranges  hydrodynamische  Gleich- 
ungen 16. 

Lamelle,  Stoß  eines  reibungslosen 
Stromes  gegen  eine,  113.  116.  118. 

Laminar-Bewegung  37. 

—  —  in  zähen  Flüssigkeiten  692.  696. 
697. 

Laplaces  Gezeitenproblem  885. 
Luftblase,  Schwingxmgen  einer,  664.  722. 
Luftwellen,  ebene  565.  559. 

—  kugelförmige  571. 

—  allgemeine  576. 

—  zweidimensionale  618. 

—  infolge  Schwingung  einer  Kugel  oder 
eines  Zylinders  590.  598.  619. 

—  von  endlicher  Amplitude  662. 

—  Einfluß  der  Reibung  und  Wärme- 
leitung 729.  783. 

—  Auftreffen  auf  schmale  Hindenusse 
oder  Schirme  mit  schmalen  Ofi&iungen 
595.  601.  604.  619. 

auf  eine  starre  Halbebene  682. 

M. 

Maclaurins  Ellipsoid  758. 
Mehrfach  zusammenhängende  B.äume  60. 
Minimale  Energie,  Kelvins  Satz  58.  70. 
Minimalgeschwindigkeit    von    Wasser- 
wellen 636. 

Newtonsche  Schallgeschwindigkeit  667. 
Normalschwingungen  293. 

—  von   Wasser  in  rechtwinkligen   und 
kreisförmigen  Becken  512. 

—  in  einem  Kanal  von  gleichförmigem 
Querschnitt  613.  517.  520. 

—  von  Luit  in  einem  kugelförmigen 
oder   zylindrischen  Gefäß  587.  617. 

0. 

Oberflächen-Bedingungen  8.  531. 
Oberflächen-Energie    und    Oberflächen  • 

Spannung  681. 
Oberflächen-Störung  eines  Stromes  468. 

465.  473.  540. 

L»mb,  Hydrodyxiamik. 


Oberflächen  -Verteilungen    von    Quellen 

72.  74.  715. 
Oberflächen-Wellen  424. 
->  infolge  einer  Ortlichen  Störung  447. 

455. 

—  infolge  eines  örtlichen  periodischen 
Druckes  469.  508. 

—  infolge  einer  fortschreitenden  Störung 
463    465.  473.  606.  542.  546. 

—  von  endlicher  Höhe  481. 485.  488. 492. 
Oberflächen-Widerstand  739. 
Offiiungen,   wirbellose   Strömung   einer 

Flüssigkeit  durch  geradlinige,  kreise 
förmige  und  elliptische,  90.  162.  169. 
177. 

—  Durchgang  von  Schallwellen  durch 
kleine,  602.  622. 

Ol,  Wirkung  einer  dünnen  Schicht  auf 

Wasserwellen  709. 
Orthogonale  Koordinaten  174. 

P. 

Pendel,  Schwingung  in  Luft  698.   609. 

—  Stoß  von  Luftwellen  gegen  ein,  696. 

—  in  einer  zähen  Flüssigkeit  724. 
Periphraktische  Bäume  48. 
Periodische  Bewegungen  in  einer  zähen 

Flüdsigkeit  692. 

Permanente  Form  von  Wasserwelten 
488.  492. 

von  Luftwellen  563.  665. 

Physikalische  Gleichungen  7.  681.  788. 

Poiseuilles  Experimente  673. 

Potential-Bewegung,  siehe  wirbelfreie 
Beweg^g. 

Prismatisches  Gefäß,  ¥ärbelfi:eie  Be- 
wegung einer  Flüssigkeit  in  einem 
rotierenden,  102. 


Quellen    und   Senken    bei    wirbelloeir 
Bewegung  71.  147. 

B. 

Randwellen  619. 

Rauchringe  283. 

Reflexion,  von  Wasserwellen  806. 

—  und  Durchgang  von  Luftwellen  durch 
ein  Gitter  680.  632. 

Reibung,  Wirkung  auf  die  Gezeiten  648. 
'  Relatives  Gleichgewicht,  allgemeine  Be- 
dingungen 761. 

lineare  Reihen  von  Gleichgewicht r- 

figuren  761. 
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Gyrostatische  Systeme ,  Bewegungs- 
gleichungen  229. 

kleine  Schwingungen  862. 

mit  Reibung  656. 

H. 

Hamiltons  Prinzip  217. 

Harmonische  Analyse  der  Flutbeobach- 

tuDgen  428. 
Harmonische  Engelfonktionen  126, 

—  Zylinderfunktionen  166. 

—  EUipsoidfunktionen  168.  168. 
Hindemisse,    Zerstreuung    von    Schall- 
wellen durch,  696.  601.  622.  682. 

Höchste  Wasserwellen  488. 
Hydrokinetische  Symmetrie  198. 

I. 

Jacobis  Ellipsoid  766. 
Ignorierung  der  Koordinaten  228. 
Impuls  eines  festen  Körpers,   der  sich 

in    einer    reibungslosen    Flüssigkeit 

bewegt,  186.  190. 

—  eines  Wirbelsystems  264. 
Impulsive  Bewegung  18.  21.  139. 
Instabilität    von   Diskontinuitätsfl&chen 

441. 

—  der  linearen  Strömung  einer  Flüssig- 
keit in  einer  Bohre  786. 

Kanal,   gleichförmiger,    Theorie  langer 

Wellen  296.  802.  808. 
Wellen  von  endlicher  Amplitude 

828. 
Wirkung  der  Reibung  648. 

—  von  veränderlichem  Querschnitt  817. 
Kanaltheorie  der  Gezeiten  812. 

>-  Einfluß  der  Reibung  648. 

Kapillarität  681. 

Kapillarwellen  632. 

Kelvins  Satz  der  minimalen  Energie 
68.  70. 

Kinematischer  ZähigkeitskoefBzient  662. 

Kinetische  Energie  einer  wirbelfrei  be- 
wegten Flüssigkeit  67.   70.  82.   146. 

eines  festen  Körpers,  der  sich  in 

einer  Flüssigkeit  bewegt,  188.  211. 

eines   Wirbelsystemes   267.    269. 

268.  278. 

Kinetische  Stabilität  867.  416. 

Kinetostatik  280.  282. 

Kirchhofi*s  Integral  der  allgemeinen 
Schallgleichung  688. 


Kleine  Schwingungen  292. 

eines  g^yrostatischen  Systems  367. 

eines  dissipativen  Systemes   668. 

einer     rotierenden      elliptischen 

Flüssigkeitsmasse  769. 

Koachsiale  Kreise,  Strömung  in,  87. 

Körper,  feste,  Be weg^g  in  einer  reibungs- 
losen Flüssigkeit  184. 

mit  Zirkulation  209. 

Komplexe  Variable  88. 

Konfokale  Kegelschnitte,  Strömung  in, 
89. 

Kontinuitätsgleichung,  allgemeine  von 
Euler  6. 

von  Lagrange  16. 

in  Zylinderkoordinaten  146. 

in   räimilichen   Polarkoordinaten 

129. 

in  allgemeinen  orthogonalen  Ko- 
ordinaten 174. 

in  elliptischen  Koordinaten  176. 

Kreisförmige  Wasserfläche,  Flutschwing- 
ungen 832. 

Fall  variabler  Tiefe  338. 

Einfluß  der  Rotation  876.  882. 

Kritische  Geschwindigkeit  bei  der  tur- 
bulenten Bewegung  736.  749. 

Krumme  Flüssigkeitsschicht,  wirbel&eie 
Strömung  123. 

Krummlinige  Koordinaten  99.  178. 

Kugel,  Bewegung  in  einer  reibungslosen 
Flüssigkeit  141. 

—  Trägheitskoeffizient  142. 

—  in  einer  zähen  Flüssigkeit,  stationäre 
Bewegung  682. 

Schwingungsbewegung  723. 

—  freie  und  erzwungene  Schwingungen 
einer  flüssigen,  626.  627. 

—  Einfluß  der  Zähigkeit  720. 

—  Schwingungen  einer  kleinen,  662. 
mit  Reibung  728. 

Kugeln,     zwei,     Bewegung     in     einer 

reibungslosen   Flüssigkeit   160.   164. 

221. 
Kugelförmige  Wa8serfläche,Flutschwing- 

ungen  864.  368. 
Kugelförmiger  Wirbel  von  Hill  287. 
Kugelfunktionen,  harmonische  126, 

einfache  oder  zonale  180. 

tesserale  und  sektorielle  136. 

orthogonale  186. 

Entwicklungen  in  187. 

Anwendung  auf  Schallwellen  684. 
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Kngelfonktioneii,  harmonische,  Anwen- 
dong  auf  stationäre  und  periodische 
Bewegungen  einer  zähen  Flüssigkeit 


679.  710. 


L. 


Lagranges  Gleichungen  in  generali- 
sierten Koordinaten  216.  224. 

Lagranges  hydrodynamische  Gleich- 
ungen 16. 

Lamelle,  Stoß  eines  reibungslosen 
Stromes  gegen  eine,   113.  116.  118. 

Laminar-Bewegung  37. 

>~  ^  in  z&hen  Flüssigkeiten  692.  696. 
697. 

Laplaces  Gezeitenproblem  885. 

Luftblase,  Schwingxmgen  einer,  664.  722. 

Luftwellen,  ebene  665.  559. 

—  kugelförmige  571. 

—  allgemeine  575. 

—  zweidimensionale  618. 

—  infolge  Schwingung  einer  Kugel  oder 
eines  Zylinders  590.  598.  619. 

—  von  endlicher  Amplitude  562. 

—  Einfluß  der  Reibung  und  Wärme- 
leitung 729.  783. 

—  Auftreffen  auf  schmale  Hindernisse 
oder  Schirme  mit  schmalen  öfi&iungen 
696.  601.  604.  619. 

auf  eine  starre  Halbebene  632. 

M. 

Maclaurins  Ellipsoid  768. 
Mehrfach  zusammenhängende  Bäume  60. 
Minimale  Energie,  Kelvins  Satz  58.  70. 
Minimalgeschwindigkeit    von    Wasser- 
wellen 636. 

Newtonsche  Schallgeschwindigkeit  567. 
Normalschwingungen  298. 

—  von  Wasser  in  rechtwinkligen   und 
kreisförmigen  Becken  512. 

—  in  einem  Kanal  von  gleichförmigem 
Querschnitt  618.  517.  520. 

—  von  Luit  in  einem  kugelförmigen 
oder   zylindrischen   Gefäß  687.  617. 

0. 

Oberflächen-Bedingungen  8.  631. 
Oberflächen-Energie    und    Oberflächen  • 

Spannung  681. 
Oberflächen-Störung  eines  Stromes  468. 

465.  478.  540. 

L»mb,  HydrodTBAmik. 


Oberflächen -Verteilungen    von    Quellen 

72.  74.  715. 
Oberflächen-Wellen  424. 

—  inlblge  einer  örtlichen  Störung  447. 
455. 

—  infolge  eines  örtlichen  periodischen 
Druckes  469.  608. 

—  infolge  einer  fortschreitenden  Störung 
468    465.  473.  606.  542.  546. 

—  von  endlicher  Höhe  481. 485.  488. 492. 
Oberflächen-Widerstand  789. 
Öffnungen,   wirbellose   Strömung   einer 

Flüssigkeit  durch  geradlinige,  kreise 
förmige  und  elliptische,  90.  162.  169. 
177. 

—  Durchgang  von  Schallwellen  durch 
kleine,  602.  622. 

Ol,  Wirkung  einer  dünnen  Schicht  auf 

Wasserwellen  709. 
Orthogonale  Koordinaten  174. 

P. 

Pendel,  Schwingung  in  Luft  698.  609. 

—  Stoß  von  LuftweUen  gegen  ein,  696. 

—  in  einer  zähen  Flüssigkeit  724. 
Periphraktische  Bäume  48. 
Periodische  Bewegungen  in  einer  zähen 

Flüssigkeit  692. 

Permanente  Form  von  Wasserweifen 
488.  492. 

von  Luftwellen  568.  665. 

Physikalische  Gleichungen  7.  681.  788. 

Poiseuilles  Experimente  678. 

Potential-Bewegung,  siehe  wirbelfreie 
Bewegung. 

Prismatisches  Gefäß,  wirbelfreie  Be- 
wegung einer  Flüssigkeit  in  einem 
rotierenden,  102. 


Quellen    und    Senken    bei    wirbelloeer 
Bewegung  71.  147. 

B. 

Randwellen  619. 

Rauchringe  283. 

Reflexion,  von  Wasserwellen  806. 

—  und  Durchgang  von  Luftwellen  durch 
ein  Gitter  680.  632. 

Reibung,  Wirkung  auf  die  Gezeiten  648. 

Relatives  Gleichgewicht,  allgemeine  Be- 
dingungen 761. 

ImeareKeihen  von  Gleichgewicht ft- 

fi.guren  Iftl. 
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Riffeln  und  Wellen  637. 
Ring,  Bewegung  in  einer  reibungslosen 
Flüssigkeit  212. 

—  Rotation  eines  flüssigen  Ringes  759. 
Rohr,  Strömung  einer  zähen  Flüssigkeit 

672.  674. 

—  turbulente  Bewegung  786. 
Rotation   einer    flüssigen  Masse    unter 

ihrer  eigenen  Attraktion  750. 
Rotation  eines  Flüssigkeitselementes  87. 
Rotierende  Flüssigkeit  81.  82. 
Rotierende  Wasserfläche,  Gezeiten  372. 
Rotierendes  dynamisches  System,  kleine 

Schwingungen  864. 

S. 

S&kulare  Stabilität  867. 
Schallgeschwindigkeit  557. 
Schallquellen,  einfache  und  doppelte  580. 
Schallschatten  682. 
Schallwellen,  siehe  Luftwellen. 
Scheibe,  kreisförmige,  Bewegung  in  einer 
reibungslosen  Flüssigkeit  162.  171. 

—  —  stationäre  Bewegung  in  einer 
zähen  Flüssigkeit  690. 

—  elliptische,  Bewegung  in  einer  rei- 
bungslosen Flüssigkeit  180. 

Schifi'swellen  505.  510. 

Schraubenförmiger  Körper,  Bewegung 
in  einer  reibungslosen  Flüssigkeit 
200.  207. 

Schwarzs  Methode  der  konformen  Ab- 
bildung 108. 

Schwingende  Ebene  in  einer  zähen 
Flüssigkeit  61)6. 

Schwingungen,  siehe  kleine  Schwing- 
ungen und  Wellen. 

Sommerfelds  Beugungsproblem  632. 

Spannungen  in  einer  zähen  Flüssigkeit 
658. 

Spring-  und  Nippfluten  413. 

Stabilität,  gewöhnliche  und  säkulare, 
Theorie  367.  415. 

—  eines  festen  Körpers  bei  Bewegung 
in  einer  reibungslosen  Flüssigkeit 
195.  205.  206. 

—  eines  zylindrischen  Wirbels  270. 

—  eines  Flüssigkeitsstrahles  550.  552. 

—  des  Weltmeeres  414. 

—  einer  rotierenden  Flüssigkeitsmasse 
764. 

—  eines  rotierenden  Ringes  760. 

—  der  Maclaurinschen  und  Jacobischen 
Ellipsoide  766.  767. 


Stationäre    Bewegung    einer    reibongs* 
losen  Flüssigkeit  28. 

bei  einer  freien  Oberfläche  107. 

allgemeine  Bedingungen  284. 

einer  zähen  Flüssigkeit  670.  676. 

679. 

eines  festen  Körpers  in  einer  rei- 
bungslosen Flüssigkeit  198.  195.  206. 

Stabilität  195.  205.  206. 

eines  CTmdrehungskörpeiB  206. 

Stehende  Wellen  auf  tiefem  Wasser  426. 

,  siehe  auch  Nonnalschwingnngen. 

Stokes*  Satz  145. 

Strahlen,  zweidimensionale  Theorie  107. 

—  Kapillarerscheinungen  549.  550. 
Strömung,  Definition  89. 
Stromfunktion  von  Lagiange  78. 

—  von  Stokes  145.  147. 
Stromlinien  21. 

—  in  zwei  Dimensionen  78. 

—  eines  Kreiszylinders  98.  94.  95. 

—  eines  elliptischen  Zylinders,  Trans- 
lation und  Rotation  101. 

—  einer  Kugel  149. 

—  einer  kreisförmigen  Scheibe  170. 

—  eines  Wirbelpaares  264. 

—  eines  Wirbelringes  278. 

—  eines  kugeliörmigen  Wirbels  287. 

—  von  stehenden  Wellen  in  tiefem 
Wasser  428. 

—  einer  Kugel  in  einer  zähen  Flüssig- 
keit 685. 

Symmetrie,  hydrokinetische  198. 

T. 

Tangentiale  Spannungen  659. 
Torsions-Schwingungen  einer  Kugel  in 

einer  zähen  Flüssigkeit  722. 
Totwasser-Widerstand  486.  481. 
Trägheitskoeffizienten  eines  Zylinders  98. 

—  einer  Kugel  142. 

—  eines  EUipsoides  180. 

—  eines  Körpers  von  beliebiger  Form  189. 

—  in  symmetrischen  Fällen  199. 
Trochoidale  Wellen  482.  487. 
Turbulente  Bewegung  785. 

kritische  Geschwindigkeit  in  einem 

Rohr  787. 
Theorie  von  Reynolds  748. 

U. 

ümdrehung^körper,  Bewegung  in  einer 
reibungslosen  Flüssigkeit  201.  205. 
206. 

Unreduzierbare  geschlossene  Kurven  60. 


Sachregister. 
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Y. 

Vektoren,  polare  und  achsiale  41. 
Vena  contracta  28.  111.  112. 
VerzOgenmg   und   Beschleunigung    der 
Gezeiten  infolge  der  Tiftgheit  411. 

infolge  der  Zähigkeit  648. 

Verzweigungsformen  762.  768. 
Yolumenelastizität  665. 

W. 

Wasserwellen,  Beeinflussung  durch  die 
Zähigkeit  699.  700. 

—  Beeinflussung  durch  Ol  709. 

—  siehe  auch  Eapillarwellen ,  Ober- 
flächenwellen, Flutwellen. 

Wärmeleitung,  Einfluß  auf  Schallwellen 
733. 

Webers  Transformation  17. 

Wellen,  siehe  Luftwellen  und  Wasser- 
wellen. 

Wellenfortpflanzung  in  ein,  zwei  und 
drei  Dimensionen  299.  340.  846.  428. 
498.  608.  667.  676.  613. 

WellensTstem  infolge  einer  fortschrei- 
tenden Störung  606.  647. 

Wellenwiderstand  480. 

Widerstand,  hydrodynamischer,  in  einer 
reibungslosen   Flüssigkeit   116.   117. 

in  einer  zähen  Flüssigkeit  686. 

infolge  der  Erzeugung  von  Wellen 

480.  612. 

Wind,  Erzeugung  von  Wellen  durch,  706. 

Winkeltreue  Projektion  84.  124. 

Wirbel,  Beweg^g  infolge  von  isolierten, 
248.  250. 

—  Beständigkeit  in  einer  reibung^slosen 
Flüssigkeit  289. 

—  geradlinige  261. 

—  zylindrische  270.  272.  286. 

—  kreisförmige  275. 

—  kugelförmige  287. 

—  unregelmäßige  786. 
Wirbelbeweg^g  287. 

Wirbelfireie  Bewegung,  allgemeine  Theo- 
rie 86.  41. 
in  zyklischen  Räumen  62. 


Wirbelfreie  Bewegung  in  zwei  Dimen- 
sionen 77. 

einer  flüssigen  Masse  mit  freier, 

ellipsoidaler  Grenzfläche  777. 

Wirbellinien  und  Wirbelfäden  237. 

Wirbelpaar  263. 

Wirbelringe  276. 

—  gegenseitiger  Einfluß  282. 
Wirbelschichten  262. 

Z. 

Zähe     Flüssigkeiten ,      Bewegung^glei- 

chungen  666. 

stationäre  Bewegung  682. 

periodische   Bewegung  692.  710. 

727. 
Strömung    zwischen    parallelen 

Platten  670. 
Strömung  durch  ein  enges  Bohr 

672.  674. 
stationäre  Bewegungen  einer  Kugel 

und  eines  Ellipsoides  682,  687. 

schwingendes  Pendel  728. 

Zähigkeit  668. 

—  Spannungen  669. 

—  in  Gasen  729. 

—  Wirkung  auf  Schallwellen  781. 

Zähigkeitskoeffizient,  kinematischer  662. 

Zerstreuung  von  Lufkwellen  an  kugel- 
förmigen und  anderen  Hindernissen 
695.  601.  619.  622. 

Zirkulation,  Definition  89. 

—  Eonstanz  derselben  in  einer  bewegten 
geschlossenen  Kurve  240. 

Zustandsgleichungen  7.  631.  731. 

Zyklische  Bewegung  in  mehrfach  zu- 
sammenhängenden ]^umen  62. 

Zylinder  (kreisförmiger),  Bewegung  in 
einer  reibungslosen  Flüssigkeit  ohne 
und  mit  Zirkulation  um  ihn  92.  96. 

Rotation  in  einer  zähen  Flüssig- 
keit 676. 

—  (elliptischer),  Bewegung  in  einer  rei- 
bungslosen Flüssigkeit,  Translation 
und  Rotation  99.  106. 

Zylinderfunktionen,  harmonische  166.169. 

—  Entwicklungen  in,  167. 
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Berichtignngeii. 


Seite  9,  Zeile  10/11  von  unten:  Für  „Größe,  um  welche  .  .  .  entfernt  isV*  lies 
„Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  .  .  .  entfemt*^ 

Seite  10,  Zeile  1  von  oben:  Für  „in  einem  endlichen  Verhältnisse^  lies  „mit 
einer  endlichen  Ge8chwindigkeit^^ 

Seite  20,  Zeile  18  von  oben:  Für  „wird  .  .  .  erfüllt^\  lies  „kann  .  .  .  erftlllt 
werden". 

Seite  22,  Zeile  8  von  nnten:  Für  „(u*  +  «•  +  w«)"  lies  „Vu» -f  ü« -f  «» **. 

Seite  27,  Zeile  6  von  oben:  Für  „demselben^*  lies  „einem^. 

Seite  29,  Zeile  18  von  oben:  Für  „ihn''  lies  „es''. 

Seite  32,  Zeile  8  von  nnten:  Für  „»•r*"  lies  „©r»". 

Seite  87,  Zeile  24  von  oben:  Für  „was  ans  (8)  .  .  .  ist"  lies  „was  die  trans- 
formierte Gestalt  von  (8)  ist". 

Seite  88,  Zeile  21  von  nnten:  Nach  „die  einzige"  ist  einzufügen  ,4hrer  Arf*. 

Seite  828,  Zeile  82  von  oben:  Nach  „Helmholtz"  ist  einzufügen  „*)". 

Seite  507,  untere  Figur:  Die  Ausführung  ist  nicht  korrekt,  es  muß  OC^^  ÖP  sein. 

Seite  621,  Gleichung  (7):  Für  „/Jy"  lies  „cos  /Jy". 

Gleichung  (10):  Für  „tangh  |}^"  lies  „tang  ßh^\ 

Seite  52-2,  Gleichung  (14):  Für  „ifcÄ"  lies  „Ä;y". 

Seite  647,  Zeüe  18  von  oben:   Für  „die  Ausdehnung   des"   lies   „der  Ursprung 
dieses". 

Seite  648:  die  obere  Figur  muß  umgedreht  werden,  um  den  anderen  zu  ent- 
sprechen. 

Seite  549,  Zeile  14  von  oben:  Für  „§  263"  lies  „§  68". 

Seite  562,  Zeile  4  von  oben:  Für  „ik*a*  — 1"  lies  „1— jfe*a*". 

Seite  553,  Zeile  10  von  oben:  Für  ,,F{x,x,zy'  lies  ,,F{Xyy,ey'. 

Seite  662,  Zeile  6  von  oben:  Für  „(2)"  lies  „(8)". 

Seite  569,  Zeile  13  von  oben:  Für  „u,"  lies  „u^". 

Seite  696,  Zeile  8  von  oben:  Nach  „(17)"  ist  einzufügen  „des  §  287". 
Gleichung  (7):  Für  „9"  lies  „9^". 
Zeile  24  von  oben:  Für  „Durchmesser"  lies  „Umfang". 

Seite  597,  Zeile  26  von  oben:  Für  „durchsichtig"  lies  „undurchsichtig". 

Seite  698,  Zeile  25  von  oben:  Zu  streichen  ist  „wie  vorher". 

Seite  599,  Zeile  6  von  unten:  Für  ,,G^{ka)  « f-  2(Jjfe*a*i^i(Ä;o)" 

Ues  „Gl  (ka)  =  •  • .  -f  2ßk*a^W^{kay', 

Seite  688,  Zeile  15/16  von  oben:  Für  „Bewegungserscheinungen"  lies  ,^ugungs- 
erscheinungen" . 


B.  ö.  TEUBNERS  SAMMLUNG  VON  LEHRBÜCHERN 

AUF  DEM  GEBIETE  DER 

MATHEMATISCHEN  WISSENSCHAFTEN 

MIT  EmSCHLÜSS  IHRER  ANWENDUNGEN 


Die  Heiansgabe  der  Encyklopädie  der  Matheinatischen  Wissenschaften  legte  der 
Verlagsbuchhandlung  den  Wunsch  nahe,  die  umfangreichen  sachlichen  und  historischen 
Vorarbeiten,  welche  die  Herren  Mitarbeiter  an  der  Encyklopädie  für  jenes  Werk 
unternommen  hatten,  aber  eben  dort  nur  in  gedrängtester  Kürze  darlegen  konnten, 
literarisch  ausgiebiger  zu  verwerten.  Aus  diesem  Wunsche  entstand  die  vorliegende 
Sammlung  von  Lehrbüchern,  an  der  sich  außer  den  genannten  Herren  Mitarbeitern 
auch  zahlreiche  andere  namhafte  Gelehrte  beteiligen.  Die  einzelnen  Teile  der  Sammlung 
sind  voneinander  unabhängig  und  in  sich  abgeschlossen.  Das  Bindeglied  derselben 
soll  neben  dem  wissenschaftlichen  und  pädagogbchen  Charakter  der  eingehende 
literarische  und  historische  Quellennachweis  bilden.  Es  wird  daher  neben  der 
Encyklopädie  diese  Sammlung  dazu  dienen  kOnnen  —  in  geringerer  Vollständigkeit 
aber  mit  größerer  Ausführlichkeit  wie  jene  — ,  ein  getreues  Bild  von  dem  Stande 
der  mathematischen   Wissenschaften   um   die  Wende  des   Jahrhunderts   zu   liefern. 

Bisher  erschienen  die  nachstehenden  Werke: 

Baohxnann^  Dr.  F.,  Professor  in  Weimar,  niedere  Zahlentheorie.  I.  Teil. 
[X  u.  402  S.]    gr.  8.    1902.    In  Leinwand  geb.  n.  «4C  14.— 

Blasohke.  Dr.  E..  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Wien,  Vorlesunffenüber 
matnematische  Statistik.  Die  Lehre  von  den  statistischen  MaßziJuen.  Mit 
17  Teztfiguren  und  6  Tafeln.  [VIH  u.  268  S.]  gr.  8.  1906.  In  Leinwand  geb.  n.JCl,  40. 

BnuiBy  Dr.  Heüuioli^  Professor  an  der  Universität  Leipzig,  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung und  EoUektivmaßlehre.    [VIH  u.  810  S.  u.  Anhang  18 S.]    gr.  8. 

1906.  In  Leinwand  geb.  n.  ^H.  8.40. 

Bryauu  Q.  H.|Sc.  D.,  F.  B.  S.,  Professor  of  Mathematics  in  the  üniversity  College 
Ol  North  Wales  (Bangor),  Thermodynamics.  An  introductoy^  treatise  dealing 
mainly  with  first  principles  an  their  direct  applications.    [XI Yu.  204  S.]    gr.  8. 

1907.  In  Leinwand  geb.  n.  JC  7. — 

Czuber.  Dr.  Emanuel^  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Wien,  Wahr- 
scneinlichkeitsrechnung  und  ihre  Anwendung  auf  Fehlerausgleichung, 
Statistik  und  Lebensversicherung.  [XIV  u.  698  S.J  gr.  8.  1903.  In  Lein- 
wand geb.  n.  Ui^  24. — 

DickBon^  Leonsjrd  Eugene,  Ph.  D.,  Assistant  Professor  of  Mathematics  in  the 
üniversity  of  Chicago,  linear  groups  with  an  ezposition  of  the  Galois 
Field  theory.    [Xu.312S.]   gr.  8.    1901.   In  Leinwand  geb.  n.  JC  12.— 

Fisoher^  Dr.  Otto,  Professor  an  der  Universität  Leipzig,  theoretische  Grundlagen 
für  eine  Mechanik  der  lebenden  Körper  mit  speziellen  Anwendungen  auf 
den  Menschen  sowie  auf  einige  Bewegung^vorgäuffe  an  Maschinen.  In  möglichst 
elementarer  und  anschaulicher  Weise  dargesteUt  Mit  67  in  den  Text  gedruckten 
Figuren  und  4  Tafeln.   [X  u.  872  S.]    gr.  8.    1906.   In  Leinwand  geb.  n.  «4C  14.— 

Gleichen,  Dr.  A«.  Privatdozent  an  der  Eönigl.  Technischen  Hochschule  zu  Berlin, 
Lehrbuch  aer  geometrischen  Optik.  Mit  251  Figuren  im  Text.  [XIV  u. 
511  S.]    gr.  8.     1902.    In  Leinwand  geb.  n.  JC  20.— 

Kraser,  Dr.  Adolf,  Professor  an  der  Technischen  Hochschule  zu  Karlsruhe,  Lehr- 
buch der  Thetafunktionen.  Mit  10  Figuren  im  Text.  [XXIV  u.  612  S.] 
gr.  8.    1908.    In  Leinwand  geb.  n.  JC  2A,— 


Iioriay  Dr.  Q.^  Professor  an  der  Universität  Genua,  spezielle  algebraische  und 
transzendente  ebene  Kurven.  Theorie  und  Geschichte.  Autorisierte, 
nach  dem  italienischen  Manuskript  bearbeitete  deutsche  Ausgabe  von  Fritz 
Schütte,  Oberlehrer  am  Königlichen  Gymnasium  zu  Düren.  Mit  174  Figuren 
auflTlithogr.  Tafeln.  [XXUu.  TUSJ  gr.  8.  1902.  I.  Abteilung  geh.  n.  «4C  16. ~, 
n.  Abteilung  geh.  n.  JC  10. — .    In  Leinwand  geb.  n.  «4^  28. — 

Love.  A.  B.  H.)  M.  A.,  D.  Sc,  F.  B.  S.,  Professor  an  der  Universität  Oxford,  Lehr- 
DU  oh  der  Elastizität.  Autorisierte  deutsche  Aussähe  unter  Mitwirkung  des 
Yeifassers  besorgt  von  Dr.  A.  Timpe,  Assistent  an  der  Technisdien  Hochschule 
zu  Danzig.  Mit  76  Abbildungen  im  Text.  [XYI  u.  664  S.]  gr.  8.  1907.  In 
Leinwand  geb.  n.  JC  16. — 

NettOyDr.  Eugen^  Professor  an  der  Universität  Gießen,  L  e  h  r  b  u  c  h  d  e  r  K  0  m  b  i  n  a  1 0  r  i  k. 
[VII  u.  260  S.]   gr.8.    1901.   In  Leinwand  geb.  n.  UK  9.— 

Osgood)  Dr.  W«  F.,  Professor  an  der  Harvard-Universität,  Cambridge,  Mass.,  Y.StA, 
Lehrbuch  der  Funktionentheorie.  In  2  Bänden.  I.  Band.  Mit  160  Figuren 
im  Text.    [XII  u.  642  S.]    gr.  8.     1907.    in  Leinwand  geb.  n.  JC  16.60. 

Fasoal,  Ernst,  Professor  an  der  Universität  Pavia,  die  Determinanten.  Eine 
Darstellung  ihrer  Theorie  und  Anwendungen  mit  Bücksicht  auf  die  Gesamt- 
heit der  neuesten  Forschungen.  Berechtigte  deutsche  Ausgabe  von  Dr.  Hermann 
Leitzmann.     [XVI  u.  266  S.]    gr.  8.     1900.    In  Leinwand  geb.  n.  Ui^  10.— 

FookelS)  Dr.  F..  Professor  an  der  Universität  Heidelberg,  Lehrbuch  der  Kristall- 
optik. Mit  168  Figuren  im  Text  und  6  DoppeltafeLi.  [X  u.  619  S.]  gr.  8.  1906. 
In  Leinvrand  geb.  n.  JC  16. — 

Seliwanoff,  D.,  Privatdozent  an  der  Universität  und  Professor  an  den  höheren  Frauen- 
kursen zu  St. Petersburg,  Lehrbuch  der  Differenzenrechnung.  {IV u.  92  S.J 
gr.  8.     1904.    In  Leinwand  geb.  n.  JC  4:. — 

Staude,  Dr.  Otto,  Professor  an  der  ünivenität  Bostock,  analytische  Geometrie 
des  Punktes,  der  geraden  Linie  und  der  Ebene.  Ein  Handbuch  zu  den 
Vorlesungen  und  Übungen  über  analytische  Geometrie.  Mit  887  Figuren  im 
Text     [Vin  u.  447  8.]    gr.  8.    1906.    In  Leinw.  geb.  n.  JC  14.— 

Stols«  Dr.  O.,  weil.  Professor  an  der  Universität  Innsbruck,  u.  Dr.  J.  A.  Gmeiner, 
Professor  an  der  Universität  Innsbruck,  theoretische  Arithmetik.  2.,  um- 
gearbeitete Auflage  ausgewählter  Abschnitte  der  „Vorlesungen  über  allgemeine 
Arithmetik"  von  O.Stolz.  [IX  u.  402  S.J  gr.8.  1902.  In  Leinwand  geb.  n.  JK  10 .  60. 

Einleitung  in  die  Funktionentheorie.    2.,  umgearbeitete 


und  vermehrte  Auflage  der  von  den  Verfassern  in  der  „Theoretischen  Arithmetik*^ 
nicht  berücksichtigten  Abschnitte  der  „Vorlesungen  über  allgemeine  Arithmetik'^ 
von  0.  Stolz.  Mit  21  Figuren  im  Text.  [X  u.  698  S.]  gr.  8.  1905.  In 
Leinwand  geb.  n.  JC  16. — 

Aach  in  2  AbteUungen: 
L  AbteUung.    Mit  10  Figuren  im  Text     [VI  n.  842  8.]    1904.    In  Leinwand  geb.  n.MB.— 
n.        —  Mit  11  Pignren  im  Text    [YDI  n.  8.  24S— 612.]    1905.    In  Leinwand  g«b.  n.J(9.— 

Wallentin,  Dr.  J.,  BegieruiK^srat  und  Landesschulinspektor  in  Wien,  Einleitung 
in  die  theoretische  Llektrizit&tslehre.  Mit  81  Textfiguren.  [X  u.  444  S.] 
gr.  8.     1904.    In  Leinwand  geb.  n.  JC  12. — 

Weber^  Dr.  E.  Ton,  Privatdozent  an  der  Universität  München,  Vorlesungen  über 
das  Pfaffsche  Problem  und  die  Theorie  der  partiellen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung.  [XI  u.  622  S.]  gr.  8.  1900.  In  Leinwand 
geb.  n.  JC  24. — 

Webster,  Arthur  Qordon,  Ph.  D.,  Professor  of  Physics,  Clark  Universitj,  Worcester, 
Mass.,  the  dynamics  of  particles,  and  of  figid,  elastic,  and  fluid 
bodies,  being  lectures  on  mathematical  physics.  [XlI  u.  688  8.]  gr.  8.  1904. 
In  Leinwand  geb.  n.  «^14. — 

Wilozynskl,  E.  J.«  A.  M.,  Ph  D.,  Research  Associate  of  the  Carnegie  Institution  of 
Washington,  Assistant  Professor  of  Mathematics  at  the  üniversity  of  California, 
projeetive  differential  geometry  of  curves  and  ruled  surfaces.  [VUI 
u.  298  S.]    gr.  8.     1906.    In  Leinw.  geb.  n.  JC  10.— 

Weitere  Bände  befinden  Bioh  in  Vorbereitung  oder  unter  der  Faresse. 


«unctraiiff  twow 


